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DE 


MATHÉMATIQUES. 


CORDES  PRINCIPALES  ET  PLANS  PRINCIPAUX  DUNE  SURFACE 
DU  SECOND  ORDRE; 

Paii  M.   E.  VAZEILLE. 


Prenons  une  surface  quelconque  du  second  ordre  re- 
présentée en  coordonnées  rectangles  par  l'équation  car- 
tésienne 

A^2  -4-  M  y-  +  A'V  -+-  iByz  -+-  o.B'zx  -+-  iWxy 

+  *C.r  -h  o.QIy  -+-  iC'z  -+-  D  =  o. 

L'on  sait  qu'à  toute  direction  de  cordes  correspond  un 
plan  diamétral;  et  si  l'on  nomme  a,  (3,  y  les  cosinus  des 
angles  que  la  direction  de  ces  cordes  fait  avec  les  axes  des 
coordonnées,  l'équation  du  plan  diamétral  est 

(Aa  -4-B"p+  B'y).r  +  (B"a  -+-  A' (3  +  B7)j 

+  (B'a  H-  B|3  H-  A"y)z  +  Ca+  C'p  -+-  C'y  =  o; 

l'on  nomme  corde  principale  toute  direction  perpendi- 
culaire à  son  plan  diamétral;  une  telle  direction  doit 
donc  être  assujettie  aux  deux  conditions  suivantes  : 

Aa-i-B"ft-f-  B'y        B"a-H  \' [i  ~-  ?>v        B'a  H-  Bp  H-  A "7 


(  6  ) 
Ces  deux  conditions,  jointes  à  la  relation  connue 

montrent  d'abord  que  les  directions  cherchées,  étant  tra- 
cées à  partir  de  l'origine  et  désignées  chacune  par  le  point 
où  elle  perce  une  sphère  décrite  autour  de  l'origine  comme 
centre  avec  un  rayon  égal  à  l'unité  de  longueur,  sont  les 
génératrices  communes  aux  trois  cônes  de  même  sommet, 
dont  les  équations  sont 

A  a  -+-  B"6  +  B'v  _  B"a  -4-  A'p  -+-  Bv 

—         -         p         ' 

B"a  -»-  A'p  -4-  B7         B'a  -+-  Bp  -f-  A"-/ 

i         -         j         • 

B'y.  -4-  Bp-f-  A"y  _Ax  +  B"6  -4-  B'y 
— , 

y  a 

et  l'on  arriverait  facilement  à  démontrer  que  ces  trois 
cônes  du  second  ordre  ont  trois  génératrices  en  commun; 
la  démonstration  serait  au  fond  la  même,  mais  moins 
claire  dans  la  forme,  que  celles  dont  l'exposition  va 
suivre. 

Si  nous  désignons  par  S  la  valeur  commune  des  trois 
rapports  dont  l'égalité  caractérise  toute  direction  de 
cordes  principales,  et  si  nous  prenons  S  comme  inconnue 
auxiliaire,  nous  dirons  : 

A  toute  direction  principale  correspond  une  valeur 
de  S  qui  rend  compatibles,  par  rapport  aux  inconnues  a, 
(3,  y,  le  système  linéaire  et  homogène 

\a     r    B"P   +-  B'y   :  =Sa, 
•'  B"y.   r    A'p -f-  B7  =Sp, 

I   B'y.  -+-  Bp  tA"7-S7, 


(  7) 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  système 

/  (A  — S)a-+-        B"p         -+-         B'v        =o, 

(2)  B"a       -f-(A'  —  S)p+         B7         =0, 

(         B'a       -+■         Bp         +  (A"  —  S)v  =  o; 

donc  S  est  déterminé  par  l'équation  suivante  : 

A  —  S         B"  B' 

B"        A'  —  S  B 

B'  B         A"—  S 


(3) 


laquelle  peut  s'écrire 

j(S-A)(S-A')(S-A")-B*(S-A) 

4j       |        —  B'J(S  —  A')  —  B"»(S  —  A")  —  2BB'B"  =  o, 

ou  bien  encore 

(  S3—  (A-f-A'-f-A")S- 
(5)  ]       +  (A'A"-  BJ+  A"A  -  B'2+  AA'-  B"!)S 

(       —  (AA'A"+  2BB'B"  —  AB'-   A'B'2  —  A"B"2)  =  o. 

Cette  équation  est  susceptible,  du  moins  tant  que  les 
coefficients  B,  B',  B"  sont  essentiellement  différents  de 
zéro,  de  prendre  une  autre  forme  remarquable,  ainsi  que 
nous  allons  le  prouver  en  suivant  une  marche  indiquée 
par  M.  Lamé  dans  ses  Leçons  sui-  la  théorie  mathéma- 
tique de  V élasticité. 

Les  équations  (1),  en  ajoutant  à  leurs  deux  membres 
des  expressions  convenablement  choisies,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  B,  B',  B",  deviennent 

B'B'a-+-B"Bp  +  BB'7—  B«  (S  —  A  +  UL  \  , 

B     / 


B'B 

A  +  "F" 


B'B"a  +  B"B(3  -+■  BB'y  =  B'p  (  S 

B'  B"«  +  B "  B  p  -t  B  B'y  =  B'  y  i  S  —  A" 


BB' 


(  8  ) 

ou,  en  désignant  par  Y  le  premier  membre  qui  est  cora- 

i     1 1    i  n  i                     •           a         B  B 
mun  a  toutes,  et  par  //,  n  ,  n   les  expressions  A — , 


,       B"B       .„       BB' 
A-ljT,   A-— , 


i  (3  i  _7 


BiS  —  h)       V        B'(S  — //)        V        B"(S  —  A")        V 

Si  l'on  multiplie  ces  trois  équations  respectivement 
par  les  facteurs  B'B",  B"B,  BB',  et  si  on  les  ajoute  en- 
suite, il  vient 

B'B"  B"B  BR' 

(6)  ^7^ iH  +  nTÏ 777  "+- 


B(S—  h)        B'^S  — //)        B'^S  —  If) 

comme  résultat  de  l'élimination  de  a,  jS,  y  entre  les  équa- 
tions du  groupe  (i);  c'est  donc  là  une  forme  nouvelle  de 
l'équation  (3).  Mais,  ainsi  que  nous  l'avons  dit  déjà,  cette 
forme  ne  subsiste  que  si  les  coefficients  B,  B',  B"  sont  tous 
différents  de  zéro  5  le  calcul  qui  précède  le  démontre  clai- 
rement. 

En  résumé,  l'inconnue  auxiliaire  S  est  déterminée  par 
une  équation  du  troisième  degré;  S  aura  donc,  en  général, 
trois  valeurs  distinctes;  chacune  de  ces  valeurs,  portée 
dans  les  équations  (2),  les  rendra  compatibles,  c'est-à-dire 
les  réduira  à  deux  équations  distinctes,  d'où  l'on  déduira 
un  système  de  valeurs  proportionnelles  pour  a, (3, y;  ainsi 
toute  valeur  de  S  produit  une  direction  principale-,  on 
peut  donc  déjà  dire,  au  point  de  vue  algébrique,  que  le 
problème  a  trois  solutions  ;  mais  il  est  indispensable  d'en- 
trer dans  le  détail,  d'étudier  soigneusement  l'équation 
auxiliaire  du  troisième  degré,  et  de  montrer  les  consé- 
quences de  cette  élude  pour  les  sufaces  du  second  ordre. 

C'est  dans  cette  étude  détaillée  que  nous  rencontrerons 
les  noms  de  nos  plus  grands  géomètres,  Lagrange,  Cau- 


(  9  > 
chy,  Lame,  Chasles  parmi  les  Français,  Jacobi  parmi  les 
Allemands;  d'ailleurs  l'ordre  que  nous  suivrons  ne  con- 
cordera que  bien  rarement  avec  l'ordre  historique. 

Nous  démontrerons  d'abord  que  l'équation  du  troi- 
sième degré  a  ses  trois  racines  réelles  et  généralement 
distinctes 5  nous  donnerons  de  ce  fait  plusieurs  démons- 
trations différentes,  parce  que  chacune  d'elles  aura  des 
conséquences  nouvelles. 

Première  méthode.  —  La  compatibilité  des  équations 
qui  forment  le  système  (i)  ou  (2)  étant  exprimée,  on  a, 
par  cela  même,  exprimé  que  la  courbe 

A.r2 4-  A'j *+ A"  H-  2 Bj  +  2  B'x -+-  2 B".rj  —  S  (x2-f  j'J  -\-  1  )  =  O, 

menée  par  l'intersection  des  deux  coniques 

Ax*  -+-  A'j2-f-  A"  +  2Bj  -+-  zB'jc  +  2B".rj  =  o 

et 

x24-72+i=o, 

est  un  système  de  deux  droites  5  or  l'une  des  deux  coni- 
ques au  moins,  celle  dont  l'équation  est  xt-\-ys-\-i  =  o, 
est  une  conique  imaginaire;  donc  l'équation  du  troisième 
degré,  qui  sert  à  déterminer  les  systèmes  de  cordes  com- 
munes, c'est-à-dire  l'équation  (3),  a  ses  trois  racines 
réelles;  et  ces  trois  racines  sont  en  général  distinctes,  car 
l'autre  conique  est  absolument  quelconque  en  vertu  des 
valeurs  absolument  quelconques  des  coefficients  A,  A', 
A",  B,  B',  B". 

Cette  méthode  est,  au  fond,  très-indirecte,  car  elle 
suppose  connu,  sur  l'intersection  de  deux  coniques,  un 
théorème  fondamental;  néanmoins  nous  avons  dû  la 
mentionner  d'abord  à  cause  de  son  origine  géométrique; 
car  nous  pouvons  la  rattacher  à  un  procédé  de  M.  Chasles, 
procédé  dont  elle  est  en  quelque  sorte  la  traduction  ana- 
lytique. 


(    io   ) 

Pour  expliquer  commodément  celte  interprétation, 
nous  rappellerons  : 

i°  Que,  dans  toute  conique,  on  peut  construire  un 
nombre  illimité  de  triangles  polaires  conjugués  relative- 
ment à  cette  conique; 

2°  Que,  si  cette  conique  sert  de  base  à  un  cône  ayant 
son  sommet  en  un  point  quelconque  de  l'espace,  les  trois 
droites  allant  du  sommet  du  cône  aux  trois  sommets  d'un 
triangle  polaire  conjugué  forment  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  de  la  surface  conique;  cela  résulte 
immédiatement  de  ce  que  toute  section  dont  le  plan  est 
parallèle  à  deux  des  trois  droites  a  son  centre  sur  la 
troisième. 

Cela  posé,  les  deux  courbes  dont  les  équations  sont 

A.r!  -h  A/y2  +  A"  -+-  i  Bj  -+-  2 B'.r  -+-  2B"xj  =  o, 

.r!4-  J2H-  I  =  O 

sont  les  intersections,  par  un  même  plan  dont  l'équation 
est  2  =  i,  des  deux  cônes  représentés  par 

Az2+  A'/2-f-  AV  +  2B/z  -4-  2B's.r  -+-  2B"^j  =  o 
et 

X2  -\-  J2-h-  Z2=  O. 

Ces  deux  cônes,  qui  ont  pour  sommet  commun  l'origine, 
sont  asymptotiques,  le  premier  à  la  surface  du  second 
ordre,  l'autre  à  une  sphère  quelconque;  et  la  résolution 
de  l'équation  en  S  détermine  en  réalité  les  systèmes  de 
directions  conjuguées  communs  à  la  surface  quelconque 
du  second  ordre  et  à  une  sphère  ;  donc 

Toute  surface  du  second  ordre  a  un  système  de  dia- 
mètres conjugués  qui  lui  est  commun  [en  direction)  avec 
une  sphère;  en  d'autres  termes,  une  surf  ace  quelconque 
du  second  ordre  a  trois  directions  distinctes  de  cordes 


(  lï  ) 

principales,  et  ces  directions  sont  perpendiculaires  entre 
elles  deux  à  deux  ;  en  outre,  ces  directions  sont  les 
mêmes  pour  toutes  les  surfaces  du  second  ordre  qui  ont 
le  même  cône  asymptotique. 

On  voit  que  notre  premier  mode  de  démonstration 
nous  conduit  immédiatement  à  une  proposition  impor- 
tante, à  savoir  :  la  rectangularité  des  cordes  principales 
entre  elles;  or  il  est  utile,  il  est  facile  aussi  d'établir  cette 
proposition  par  le  calcul. 

Désignons  en  eflet  par  Sj  et  S2  deux  racines  distinctes 
de  l'équation  (3)  ;  désignons  ensuite  par  al5  /3,,  yn  et 
par  a2,  (32,  y2  les  solutions  qui  leur  correspondent  res- 
pectivement par  les  équations  (i);  on  aura  identique- 
ment les  relations 

A  a,  -HB'p.+  B'v, 
B"a,-f-  A'p,4-  B7, 
B'a,  -+-  Bp,  +A"-/, 

Multiplions  les  trois  premières  respectivement  par  a2, 
/32,y2;  multiplions  les  trois  autres  respectivement  par 
ai>  Pi,  y  11  et  de  la  somme  des  unes  retranchons  la  somme 
des  autres;  il  restera 

(S,  -  S,)  (01,0,+  p,  p,+  7,72)  -  o. 

Or,  par  hypothèse,  S,  et  S2  sont  des  racines  distinctes; 
on  a  donc  la  simple  condition 

(7)  a,  a,  -h  p,  pj-i-  71  7*  =  o. 

On  peut  remarquer  que  cette  relation  (7)  vient  d'être 
démontrée  par  un  procédé  purement  algébrique,  et  qu'elle 
ne  suppose  en  rien  la  réalité  démontrée  des  expressions  Sj 
et  S2  ;  il  est  môme  possible,  et  très-simplement,  par  voie 
de  réduction  à  l'absurde,  de  montrer  que  la  relation  (7) 


S,  a,, 

Aa2 

+  B"p2-+-B'7s 

=  S2a,, 

s,p,, 

B"a, 

+  A'p2  -f-  B72 

==    O2  P2  ■) 

S171 , 

B'a, 

H-  Bp2  +A"7: 

!=    S272. 

(  '2  ) 

entraine  la  réalité  des  racines  de  l'équation  (3);  mais 
nous  ne  croyons  pas  devoir  insister  sur  ce  détail.  Reve- 
nant donc  à  la  méthode  qui  fait  l'objet  de  ce  paragraphe, 
nous  dirons  qu'elle  a  été  exposée  sous  la  forme  purement 
géométrique  par  M.  Chasles  dans  un  Mémoire  intitulé  : 
Sur  les  lignes  conjointes  dans  les  coniques  (*);  le  lec- 
teur y  trouvera,  en  effet,  la  solution  de  ce  problème  : 
Étant  donné  un  cône  du  second  degré  dont  on  connaît 
la  base  et  le  sommet,  on  demande  de  déterminer  ses 
axes  principaux  ;  et  l'auteur  ramène  la  question  à  la 
recherche  des  points  de  concours  des  lignes  conjointes 
relatives  à  une  conique  et  à  un  cercle  imaginaire,  de 
telle  sorte  que  notre  première  méthode  peut  et  doit  être 
considérée  comme  une  traduction  algébrique  des  raison- 
nements géométriques  de  M.  Chasles.  Il  se  trouve  ainsi 
prouvé,  une  fois  de  plus,  que  les  plus  illustres  propaga- 
teurs de  la  Géométrie  pure  ont  fait  et  font  encore  sou- 
vent de  l'Algèbre  à  leur  manière;  la  forme  ne  fait  rien  à 
l'affaire  \  d'ailleurs  la  possibilité  de  reproduire  leurs  rai- 
sonnements sous  des  formes  algébriquement  élégantes 
et  simples  est  un  moyen  aussi  de  montrer  la  haute  va- 
leur scientifique  des  hommes  qui ,  comme  Poncelet  et 
M.  Chasles,  font  la  gloire  de  la  France  sans  rien  em- 
prunter aux  étrangers. 

Deuxième  méthooe.  —  Elle  consiste  à  se  servir  de 
l'équation  du  troisième  degré  sous  la  forme  (6),  et  porte 
le  nom  de  méthode  de  Jacobi;  elle  est  donc  restreinte 
au  cas  où  les  coefficients  B,  B',  B"  sont  tous  différents 
de  zéro;  elle  n'en  a  pas  moins  une  grande  importance  et 
une  généralité  suffisante,  car  nous  verrons  bientôt  que 
1  une  des  conséquences  pratiques  de  la  résolution  de  notre 
équation  du  troisième  degré  est  de  faire  disparaître,  par 
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(   i3  ) 
un  choix  convenable  d'axes,  les  trois  rectangles  des  va- 
riables de   l'équation  générale  des   surfaces  du  second 
ordre. 

Cela  dit,  remarquons  que  les  trois  quantités 

B'B"       B'B       BB'" 
~B~'      "Ë7"'      IF 

ont  le  même  signe;  de  sorte  qu'en  appelant  m2,  n~,  p~ 
leurs  valeurs  absolues,  et  en  supposant  que  les  quan- 
tités h,  h',  h"  soient  différentes  et  rangées  dans  l'ordre 
de  grandeur  croissante,  l'équation  s'écrit 

m'  n2  p2 

+  cf— 77/^::I  =  0• 


S—  h        S  — h'        S  — h 

Dès  lors,  si  l'on  fait  dans  le  premier  membre  les  substi- 
tutions successives 

—  oo  h~  e|A+s  h'—s\h'+e  h"—  i  \  h" -h  s  -+- ce  , 
on  trouvera  les  signes 

q=  —  co  |   4-  co  —  oo  |   4-  co  —  =o  |   -+-  co  ZjZ; 

donc  il  y  a  une  racine  réelle  entre  h  et  /?',  une  autre 
entre  h'  et  h";  la  troisième  est  antérieure  à  h  si  le  pro- 
duit BB'B"  est  négatif;  elle  vient  au  contraire  après  h" 
si  le  produit  BB'B"  est  positif. 

Cette  démonstration  suppose  que  les  quantités  /i,  h', 
h'\  c'est-à-dire 

B'B"  ,       BB"  „      BB' 

A--i-'    A       *'    A~lr' 

sont  différentes  les  unes  des  autres;  or  cette  supposition 
est  légitime,  puisque,  dans  le  cas  général,  les  coefficients 
A,  A',  A"  sont  indépendants  les  uns  les  autres. 


(  '4  ) 

Comme  la  première  démonstration,  la  seconde  montre 
d'une  manière  évidente  que  les  trois  racines  de  l'équa- 
tion (6)  sont  distinctes:  comme  la  première  aussi,  elle 
fait  voir  que  les  directions  de  cordes  principales  qui  en 
résultent  sont  bien  déterminées,  et  au  nombre  de  trois 
seulement.  Pour  établir  ce  dernier  fait,  il  faut  démon- 
trer que  chacune  des  valeurs  de  S,  qui  réduit  les  équa- 
tions (2)  à  un  système  homogène  de  deux  équations  seu- 
lement, laisse  ces  deux  équations  fournir  des  valeurs 
bien  déterminées  pour  les  rapports  [a  '.y)  et  (fc'.y). 

Or  des  deux  premières,  par  exemple,  on  tire 


B"B  —  B'(A'  —  S)         B'B"-  B(A  —  .S) 

ou  bien 

,3 


B'(S  —  h')        BiS  —  h) 

Or,  d'après  la  séparation  établie  plus  haut,  aucune 
valeur  de  S,  dans  le  cas  général,  n'est  égale  ni  à  h,  ni  à 

/i',  ni  à  h"  ;  donc  les  rapports  ë'"*'  °[ui  proviennent  de 

chaque  valeur  de  S,  sont  bien  déterminés. 

La  démonstration  algébrique,  pour  établir  que  les  di- 
rections principales  sont  rectangulaires  entre  elles  deux 
à  deux,  se  ferait  comme  nous  l'avons  vu  en  exposant  la 
première  méthode,  et  nous  ne  devons  pas  y  revenir. 

Troisième  méthode.  —  Cette  méthode,  dite  méthode 
de  Cauchy,  démontre,  comme  la  seconde,  la  réalité  des 
racines  au  moyen  de  substitutions  convenablement  choi- 
sies ;  mais  elle  a  l'avantage  de  n'être  pas  soumise  aux 
mêmes  restrictions  que  la  méthode  de  Jacobi,  de  s'adapter 
très-naturellement  aux  divers  cas  particuliers,  et  d'être 
spécialement  commode  dans  certaines  applications. 

Prenons  l'équation  du  troisième  degré  sous  la  forme  (4). 


(  "  ) 
et  écrivons-la  comme  ci-dessous  : 

(S-  A)[(S  —A')  (S  — A")  —  B2] 

-[B'2(S  — A')  4-B"2(S-A")+  2BB'B"]=:o, 

et  cherchons  les  valeurs  de  S  qui  annulent  la  fonction 
du  second  degré 

(S  — A')  (S  — A")  — B2. 

Il  existe  deux  valeurs  réelles  et  distinctes  de  S  qui  an- 
nulent cette  quantité,  et  si  l'on  suppose,  par  exemple, 
A'  <^  A",  ces  deux  valeurs  sont  l'une  inférieure  à  A', 
l'autre  supérieure  à  A".  Tout  cela  est  très-facile  à  voir  à 
laide  de  quelques  substitutions.  Nommons  B'  et  B"  ces 
deux  valeurs,  et  soit  6' <^B",  puis  remarquons  que  cha- 
cune de  ces  valeurs,  qui  annule 

(S  —  A')  (S—  A")  —  B\ 
fait  un  carré  parfait,  au  signe  près,  de  l'expression 

B'2(S  —  A')  +  B"2(S  —  A")  +  aBB'B". 

D'après  cela,  si  nous  faisons,  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  (4),  les  substitutions 

-  oo  9'         G"  +  co  , 

nous  trouverons  les  signes 


donc  l'équation  (4)  a  trois  racines  réelles,  et  ces  racines 
sont  par  cela  même  séparées. 

Il  nous  semble  utile  d'adjoindre  à  l'exposé  général  de 
cette  troisième  méthode  la  discussion  des  cas  particuliers 
qui  échappent  à  la  seconde. 

Premier  cas  :  B  =  o,  l'équation  (4)  devient  alors 

(S  -A)  (S  -  A')  (S  -  A")  -  B'2(S  — A'  )  -  B"2(S  -  A")  —  o, 


(  i6  ) 
et  peut  s  écrire 


S  — A 


S  —  A"       S  —  A' 


Dès  lors,  si  nous  supposons,  par  exemple,  A'<^A",  le 
tableau  des  substitutions  suivantes  et  des  signes  quelles 
donnent  au  premier  membre  de  l'équation  (8) 

—  ce  A'  —  £    j    A'  -V-  £  A"  —  £    !    A"  -r-  s  -+-00 


suffit  à  démontrer  la  réalité  des  trois  racines  et  à  séparer 
ces  racines. 

Deuxième  cas:  B  =  o  avec  B'=o,  l'équation  (4) 
devient  alors 

(S  _  A)  (S  -  A')  (S  -  A")  -  B"2(S  —  A")  =  o, 

ou  bien 

(S  —  A")  [(S  -  A)  (  S  —  A'  )  —  B"5]  =  o, 

et  Ton  voit  qu'elle  a  ses  trois  racines  réelles  et  générale- 
ment distinctes 

Troisième  cas  :  B  =  o,  B'=o,  B"  =  o,  l'équation  (4) 
devient  alors 

(S  —  A)  (S  —  A')  (S  —  A")  =  o, 

et  l'on  voit  immédiatement  quelle  a  trois  racines  réelles 
et  généralement  distinctes,  qui  sont  A,  A',  A". 

Ces  trois  cas  particuliers  ne  présentent  donc  pas  d'ex- 
ception relativement  à  la  réalité  des  racines  de  l'équation 
auxiliaire  du  troisième  degré;  mais  ils  offrent  cela  de 
remarquable  :  dans  le  second  cas,  la  racine  S=Aff, 
transportée  dans  les  équations  (2),  donne 

(A-A'>H-B"|3  =  0, 
B*a-t-(A'  —  A/7)p  =  o; 


(  «7  ) 
d'où  l'on  conclut  a  =  o,  |3  =  o,  et  par  suite  7  =  15  en 
d'autres  termes,  toute  surface  du  second  ordre  dont  l'é- 
quation ne  contient  aucun  des  deux  rectangles  yz  et  zx 
a  une  direction  de  cordes  principales  parallèle  à  l'axe 
des  z.  Dans  le  troisième  cas,  on  verra  de  même  que  les 
trois  directions  de  cordes  principales  coïncident  avec  les 
directions  des  axes  des  coordonnées  rectangulaires. 

D'ailleurs,  dans  ces  divers  cas  particuliers,  subsiste, 
ainsi  qu'on  le  voit  facilement,  la  perpendicularité  des 
directions  principales  entre  elles. 

Ici  se  trouve  donc  terminée  l'exposition  des  faits  re- 
latifs aux  racines  de  l'équation  auxiliaire  du  troisième 
degré,  tant  que  cette  équation  reste  suffisamment  géné- 
rale, c'est-à-dire  tant  que  les  trois  racines  de  cette  équa- 
tion sont  différentes  les  unes  des  autres. 

Il  nous  reste  à  examiner  sous  quelles  conditions  ces 
racines  peuvent  cesser  d'être  distinctes. 

[La  suite  prochainement.) 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  PROPOSEE  AU  CONCOURS  POUR 
LES  DEUX  ACADÉMIES  DE  MONTPELLIER  ET  D'AIX 

(ANNÉE  1870)5 

Par   M.  Auguste  MACE, 
Elève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Grenoble. 


I.  Étant  donné  un  ellipsoïde,  on  détermine  les  points 
de  contact  des  plans  tangents  parallèles  aux  plans  des 
sections  circulaires  ;  on  mène  deux  sphères  tangentes 
chacune  en  deux  de  ces  points  symétriques  par  rapport 
au  grand  axe  :  trouver  V équation  des  surfaces  de  révo- 
lution du  second  degré  circonscrites  à  ces  deux  sphères. 
Classification  et  discussion  de  ces  surfaces. 
A iin.  de  Malhémal.,  >e  série,  l.  X.  (Janvier  1S71.) 


(   i8   ) 

II.  Lignes  d'intersection  de  ces  surfaces  et  de  l'el- 
lipsoïde} leurs  propriétés  géométriques  par  rapport  aux 
deux  sphères.  Construction  de  la  tangente. 

III.  Ces  lignes  forment  sur  la  surface  de  V  ellipsoïde 
un  réseau  complet  de  courbes  se  coupant  orthogonale- 
ment. 


I.   Soit  l'ellipsoïde 


X1  Y  •  Z2 

a-         b2        c- 


on  sait  que  les  pians  des  sections  cycliques  sont  parallèles 
au  plan 


V 


h 

i 

/  '- 

"~  7 

i 

i 

l>* 

a2 

Si  xt  )  j  2,  est  l 'ombilic,  le  plan  tangent  en  ce  point  sein 


.rx,         yy,         zz, 
a-  b-  c1 


et,  comme  ce  plan  doit  être  parallèle  au  pian  des  sections 
circulaires,  on  devra  avoir 


> ,  =  o     et 


a  y  à* — />'        c\Jb7 —  c1 
on  a.  de  plus,  la  relation 


—  +  4t  ■+-  —  =■=  i  ; 

rt*  62  c2 


d'où  l'on  déduit 


/a*  —  b3  jb'—c1 


(  «9) 

Considérons  maintenant  l'ellipse  ayant  pour  demi- 
axes  a  et  c;  cette  ellipse  contient  les  ombilics  C,  D, 
C,  D'.  Si  nous  considérons  un  cercle  passant  par  C  et  D 
et  tangent  en  ces  points  à  l'ellipse,  et  si  nous  faisons 
tourner  ce  cercle  autour  de  l'axe  des  .r,  ce  cercle  engen- 
drera une  sphère  tangente  à  l'ellipsoïde  aux  points  C 
et  D.  Du  reste,  le  centre  de  cette  sphère  est  sur  l'axe 
des  x  au  point  où  la  normale  en  C  coupe  cet  axe.  On 
voit,  d'autre  part,  que,  si  l'on  a  décrit  l'autre  sphère,  la 
ligne  des  centres  de  ces  sphères,  c'est-à-dire  l'axe  des  x, 
sera  l'axe  des  surfaces  de  révolution  circonscrites  aux 
deux  sphères;  pour  avoir  la  nature  des  surfaces,  il  suffit 
de  connaître  la  courbe  méridienne  dans  le  plan  des  xz. 
On  a  donc  à  mener  dans  ce  plan  deux  cercles  tangents 
en  C  et  D,  C  et  D'  à  une  ellipse  donnée,  et  à  chercher 
l'équation  générale  des  coniques  tangentes  à  ces  deux 
cercles. 

L'ellipse  aura  pour  équation 


toute  conique  tangente  à  celle-ci  en  C  et  D  sera  de  la 

forme 

x-        z7  (  là1 — b2 

1 —  1-4-  k\x  —  a 

a1        c-  \ 

Pour  que  cette  équation  représente  un  cercle,  il  faut 
que  l'on  ait 

1         /         l 
a2  c2  ' 

d'où 


Remplaçons  :  l'équation  du  premier  cercle  sera  donc 

x2  -4-  z7 -sj  a2—  b2)  {a7—  c2)  -f-  a2  —  b2  —  c7  =  o, 


2, 


(    *0    ) 

et  celle  du  deuxième 


x2 -H  z' M Jl a2  —  b2 ){a2—  c2)  -\-  a2  —  b2—  c2=  o. 

a 

Une  courbe  du  deuxième  degré  tangente  au  premier 
cercle  sera 


j;24-z: _y/(rt5—  b2)  (a2—c2)  -ha2— b2  —  c2-+-  M  [x—  a)2  =  o, 

et,  si  elle  est  taugente  au  deuxième  cercle,  elle  sera  aussi 


.r2-f-zM-  —  \(a2—b2)  (a2—c2)  +«,-i,-c!+M(x+a]!=  o. 

Ces  deux  équations  doivent  être  identiques;  on  doit  donc 
avoir 


M«a  =  —  \J(a-—  b2)(a2  —  c2)  ; 
d'où 

RP«' 

donc  l'équation  de  la  conique  cliercliée  sera 

(a2—  b2)(a2—  c2) 
(l  +  M)x2-+-Z2-+-a2  —  £2  —  c2  +  v -^ -  —  o. 

On  voit  que  c'est  une  conique  à  centre,  ce  à  quoi,  du 
reste,  on  devait  s'attendre.  Discutons  cette  courbe  méri- 
dienne, et  par  suite  la  nature  de  la  surface  cherchée. 

Le  binôme  B2 —  4  AC  est  égal  à  —  (i-t-M).  Or  on  peut 
exprimer  M  en  fonction  d'un  des  axes  de  la  conique;  si, 
en  effet,  on  fait  x=  o,  on  a 

[a2~  b2){a-~c2) 
C?=  —  a2  -+-  b2  -+-  c2  —  ' i  : 

M<72 


(    21     ) 

d'où 

{a-  —  b7)(a2  —  c2 


M  = 


«'(ô'+c'  —  fl5—  C5) 
et  1" équation  de  la  méridienne  devient 

(b2c2—a'C').r2-hai(b2-hc2  —  a-—C2)z2=a:C2(bi  +  c2—a2—C2). 

Nous  distinguerons  trois  cas  : 

a->b2-hc\     a2=b2-+-c2,      «•  <  bl  -4-  c\ 

i°  C2  variant  de  —  co  à  &2  +  c* —  cf.  on  obtient  des 

ellipsoïdes  imaginaires  5  de  ès4-c! — a%  à  zéro,  on  obtient 

des    hvperboloïdes    à    deux    nappes    qui ,    réduits    pour 

C2=62-f-c2 — a}  [\  deux  plans  confondus,  dégénèrent 

b~  c2 
en  un  cône  pour  C?=o.   C2  variant  de  zéro  à  — —■>  on 

b-c2 
obtient  des  hyperboloïdes  à  une  nappe-,  de  — -  à  -+-  ce  . 

on  obtient  des  ellipsoïdes.  Le  passage  des  hyperboloïdes 

aux  ellipsoïdes  a  lieu  par  l'intermédiaire  d'un  cylindre  et 

,   «  i„  1  .        ™         b2c2 

(  orrespond  a  1  hypothèse  L.-  =  — -  • 

20  C2  variant  de  —  00    à  zéro,   on  obtient  des  ellip- 

b2c2 
soldes  imaginaires-,   de  zéro  à   — —•>  on  obtient  des  hy- 
perboloïdes à  une  nappe    qui,  réduits    pour    Ca=o    à 
deux  plans  confondus,  dégénèrent  en  un  cylindre  pour 

C*  = C2  variant  de à  +00  ,  on  a  des  ellipsoïdes. 

a2  a2  r 

3"  C2  variant  de  —  co  à  zéro,  on  obtient  des  ellip- 
soïdes imaginaires;  de  zéro  à  &*-f-,ca —  rr,  on  a  des 
ellipsoïdes  qui,  réduits  pour  C2=o  à  un  point,  dégé- 
nèrent en  deux  plans  confondus  pour  C2  =  If -h  c2  —  (f . 

b-c- 
C*  variant  de  If  -j-  c2 — a2  à  — -  5  on  obtient  des  hyper- 

n2 

boloïdes  à  une   nappe-,  de — -  à  -f-  00  ,  on  obtient  des 


(    »    ) 

ellipsoïdes.  Le  passage  des  hyperboloïdes  aux  ellipsoïdes 
a  lieu  par  l'intermédiaire  d'un  cylindre  et  correspond  à 

l'hypothèse  C2=  — —  « 

On  peut  donc  résumer  la  discussion  dans  le  tableau 


suivant 


I  —  ce  <CC2<C[  &2H-  c2  —  a5  ellipsoïd.  imaginaires. 
C2  =  b2 -h  c2 —  a2  deuxplansconfondus. 

b2  -+■  ca —  «2<C  C:<^  o      hyp.  à  deux  nappes. 


C'=o 


«2>b2  +  e2 


o<C2< 


éV 


Cv: 


b2C2 


Ô2-h 


^2^2     ^„ 

<C2<-f-co 

—  oo<C2<o 

C2  =  o 

£2c2 
o<C2<  — 
a- 

b'c- 


b2c2 


a2 
<  O  <  +  3 

x>  <  (?<  o 
C2— o 


hyperb.  à  une  nappe. 

cylindre, 
ellipsoïdes. 

ellipsoïd.  imaginaires, 
deux  plansconfondus. 

hyperb.  à  une  nappe. 

cylindre, 
ellipsoïdes. 

ellipsoïd.  imaginaires, 
point. 


b*+cU 


o  <C  C'<C  b2  -+-  c2 —  a2      ellipsoïdes. 

Cl=  b2  -+•  c2  — a2  deuxplansconfondus 

b  c2 
b1  -f-  c2  —  a2  <^  C1  <^ hvperb.  à  une  nappe. 

6*cJ 


C7— 

a1 

b'c* 
_<C'<  +  x 


cylindre, 
ellipsoïdes. 


(   s3   ) 
IL    Si    nous  voulons  maintenant  l'équation  générale 

de  ces  surfaces  de  révolution,  nous  aurons 

(1)     (i-|-M).r2-l-j2+z-H-rt2—  £2  —  c-+ — - =  o. 

En  effet,  si  x  =  k,  on  a  bien  un  cercle,  et  si  ou  y  ou  z 
sont  nuls,  on  a  Ja  courbe  méridienne  obtenue.  Cherchons 
l'intersection  de  ces  surfaces  avec  l'ellipsoïde;  elle  sera 
donnée  par  l'équation  (i)  et  par 

X2  Y2  Z1 

La  courbe  d'intersection  ne  sera  donc  pas  plane;  mais 
elle  jouit  de  certaines  propriétés;  la  piojeclion  de  cette 
courbe  sur  les  plans  de  coordonnées  est  une  conique.  En 
effet,  on  sait  que,  si  deux  surfaces  admettent  le  même 
plan  diamétral  pour  une  série  de  cordes  parallèles,  la 
projection  de  la  courbe  d'intersection  sur  ce  plan  paral- 
lèlement aux  cordes  est  une  conique.  Or,  ici,  les  trois 
plans  diamétraux  sont  communs,  et  les  courbes  sont  rap- 
portées à  leur  centre  et  à  leurs  axes. 

A  laide  de  cette  remarque,  on  peut  construire  la  tan- 
gente en  un  point  de  la  courbe;  en  effet,  connaissant  le 
point,  on  aura  la  valeur  particulière  de  la  variable  M  ; 
on  a  donc  sur  le  plan  des  yz,  par  exemple,  une  conique 
dont  on  connaît  les  axes,  et  l'on  pourra  construire  la  tan- 
gente à  la  projection  m  de  M  par  le  procédé  ordinaire. 
La  tangente  cherchée  sera  dans  un  plan  passant  par  cette 
tangente  mt  parallèlement  à  l'axe  des  x\  de  même,  si 
l'on  projette  l'intersection  sur  le  plan  des  xz,  et  si  l'on 
mène  la  tangente  m' t'  au  point  m'  projection  de  M  sur 
ce  plan,  la  tangente  cherchée  sera  également  dans  un 
plan  mené  par  m't'  parallèlement  à  l'axe  des  y\  donc  la 
tangente,  étant  dans  deux  plans,  sera  leur  intersection  ; 
donc  la  tangente  es!  l'intersection  des  plans  tangents  aux 


(  »4  ) 

deux  cylindres  qui    projettent  la  courbe  sur   deux  des 
plans  de  coordonnées. 

III.  Démontrons  maintenant  que  ces  lignes  forment 
sur  la  surface  de  l'ellipsoïde  un  réseau  complet  de  courbes 
se  coupant  orthogonalement.  Prenons  les  surfaces 

fa2—  b2)(a2—  c2) 

(i)      'i  +  Mi^+j'+^  +  fl'-i'-c^ -p- -  =  o, 

Ma' 

,  .  ,  ,  {a2  —  b2)(a2—c2) 

v         v  J  M  fi' 

et  l'ellipsoïde 

^  +  £  +  ==.. 


L'équation  (3y  avec  chacune  des  deux  premières  déter- 
mine une  courbe.  Or  on  sait  que,  si  l'on  a  la  courbe 

f{*,  X,  z)==o,     F(.r,  j,z)  =  o, 

les  coefficients  angulaires  fw   et  Ai  dune   tangente   à   la 
courbe  au  point  (x,j  ,  .z)  sont 

/;f;-/;f;  fxv*-AK 

711    =     ; J i -  »  Tl    =     — ; ; • 

On  sait,  de  plus,  que.  si  m'  et  n'  sont  les  coefficients 
angulaires  d'une  autre  tangente,  pour  que  ces  deux  droites 
soient  rectangulaires,  il  faut  que  l'on  ait 


mm  -+-  nn  -+-  1 
Or,  i< 


ci,  on  a 

z 

1           1 

T2   ~~  ? 

X 

1  -+-  M         1 

b2             a- 

1           i 

m'=  - 

X 

~b*~  & 

1  +  M'        1 

i-t-M 


z 

a2 

c2 

y 

1  -1-  M        i 
b2            a2 

1          i-t-M' 

z 

a2 

c2 

y 

i-hM' 

1 

(a5  ) 
Exprimons  que  ces  courbes  sont  orthogonales,  et  pour 
cela  que  les  tangentes  sont  rectangulaires,  nous  devons 
retomber  sur  une  identité.  Or  on  a  alors 

z2  a*  (b2—c2)2 


-4-  i  =o, 


ce'  c"  [a2(i-\-M)  —  6;][fl2(n-M')  —  b2\ 

z2   fr[a2(i  +  M)  —  c2][«2(i+M')  —  c2] 
+  ^[«'('+M)  —  £2]02(H-M')  —  b2] 

ou  bien 

i  —  (b7—  c2)2-\ |>2(i-f-M)  — c2]02(n-M')  — c2] 

f  H-  -[«2(i-f-M)  —  b2][a2(i+M')  —  &a]  =  o. 

Soit  k  le  coefficient  de  — ;  on  a 

A=(«2— c2-4-ar2M)(a2— c24-«2M') 
=  («2— c2)2-h  (a2— c2)«2(M-+-  M')  -4-  a4MM'. 

Or,  en  vertu  de  (i) 

M2a;j:2-f-«2M(.r2H-j2+z2+rt2—  b2— c2)  +  («2—  b2)(a2— c2)=o, 
on  a 

MM'  =  i t-i ï , 


M  +  M': 


j 2  -+-  z2  +  «2  —  b2  —  c2 


donc  on  aura,  en  remplaçant, 

J2  +  Z2  +  rt2—  A2—  c2 


A  =  (  a2  —  c2)2  —  a'(a2  —  c2 )  [  i 

(a'—  62)(tf2—  c2)a 


(a2—c2)a2(r2-hz2)        c2a2(a2—c2) 

—  —  c2(a2—  «2    —  V i— i£ '  H ; 

V  '  .r2  .z2 

a2  —  c' 
= — {a2c2 —  c2x2  —  a2  y2 —  «2z2J. 
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Mais,  en  vertu  de  1  équation  (3), 

àic1yi 

a2c2  —  c-x1  —  a2z2  =  — ; : 

b2 

donc 


fl'-e'/AVr1  \         a7(a7 


De  même  on  aurait,  pour  le  coefficient  h'  de  —  de  l'équa- 
tion (4), 

a2[a2—b2){b2  —  c-)z\ 
c2x2 

donc,  en  substituant  dans  (4),  on  aura 

a*  a'b'ia*— c2)(c2—  b2)        a2c2(a2—b2){b2—c*)_ 

-[b-e)-\  -  |  —         -_o, 

ou  bien 

a2{  b'!  —  c2  )  —  a2{  b2  —  c2  )  =  o, 

ce  qui  est  une  identité;  donc  toutes  ces  courbes  se  cou- 
pent ortîiogonalement  sur  la  surface  de  l'ellipsoïde. 


DEMONSTRATION  DES  EXPRESSIONS  DE  C0S(«±è), 

M{a±b); 

Par  M.   H.   LEMONMER. 


Soient  a  et  b  deux  angles  quelconques.  Considérons 
une  circonférence  d'un  rayon  égal  à  l'unité.  Les  angles 
se  comptant  à  partir  du  rayon  OA,  soit  OM  le  rayon 
que  détermine  l'angle  a\  si  l'angle  h  se  porte  à  partir 
de  OM  d'un  côté  et  de  l'autre,  les  rayons  OM'.  OM"  qui 
s'ensuivront  feront  avec  OA  les  angles  a  -h  Z>,  a  —  b\  et 
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les  projections  Om',  Om"  de  ces  rayons,  sestimant  posi- 
tives ou  négatives  suivant  que  les  directions  de  O  en  m' 
et  de  O   en  m"  sont  celles  de  OA,  ou  opposée,  seront 
cos  [a  H-  b),  cos(«  —  b). 

La  corde  M/ M"  rencontrant  le  rayon  OM  ou  son  pro- 
longement en  P,  le  point  P  sera  le  milieu  de  la  corde,  et 
sa  projection  p  celui  du  segment  m' m" . 

En  conséquence,  Op  s 'estimant  comme  Om'  et  Om", 
on  aura  dans  tous  les  cas 

Offl'  +  Om"=  2O/7, 
ou  bien 

cos  («  +  i)  +  cos  (  a  —  b  )  =  2  Op. 

Mais  si  OP  est  de  même  direction  que  OM,  sa  valeur  est 
cosb,  et  l'on  a 

Op  =  OP  cosa  =  cosè  cosa. 

Si  OP  et  OM  sont  de  directions  opposées,  la  valeur  de  OP 
est  — cosb,  et  alors  on  a 

Op  =  OP  cos(<7  -4-  7r  )  =  —  cosb  cos  (a  -f-  7r)  =  cos  6  cos«. 

D'après  cela,  nous  avons,  dans  tous  les  cas,  la  formule 

(1)  cos(«  -f-  b)  4-  cos  (a  —  b)  =  2  cos«  cosè. 

En  y  changeant  a  en  a -{-'->  b  en  b  -\ — »  on  en  déduit 

(2)  —  cos(a  +  b)  -+-  cos  (a  —  b)  =  2sin«  sin6. 

Il  s'ensuit 

cos  (a  -+-  b)  —  cos«  cos&  —  sina  sine, 
cos  (a  —  b  )  =  cos«  cos  £  -f-  sin«  sine. 

Si  dans  les  formules  (1)  et  (2)  on  change  seulement  a  en 
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a  -h  -■>  elles  deviennent 
2 

—  sin(rt  -+-  b)  —  sin(a  —  b)  =  —  2sina  cos£, 
sin(«  +  è)  —  sin(a  —  b)  =       2cosasin&; 

et  de  là 

sin(a  -4-  £)  =  sina  cosè  -f-  sine  cos«, 
sin(a  —  b  )  =  sinrt  cos&  —  sin&  cos«. 

SUR  LE  PROBLÈME  PROPOSÉ  AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION 
DE  1868; 

Par  MM.   CLAVERIE  et  GARET, 

Élèves  du  lycée  de  Clermont. 


M.  Daligault  (*)  a  publié  dans  le  tome  VIII,  2e  série, 
p.  32,  des  Nouvelles  Annales,  une  solution  du  problème 
proposé  au  concours  d'agrégation  de  1868.  Il  est  arrivé  à 
ce  résultat  que  le  lieu  cherché  peut  être  obtenu  par  l'in- 
tersection des  tangentes  à  deux  circonférences  de  centre 
O,  O'  et  de  rayon  p',  p,  ces  tangentes  étant  supposées  rec- 
tangulaires. 

Or  il  est  intéressant  de  chercher  quel  est  ce  lieu  :  on 
peut  faire  voir  très-simplement  que  c'est  un  limaçon  de 
Pascal.  En  effet,  je  considère  deux  tangentes  rectangu- 
laires T  et  T'  aux  deux  cercles  O  et  O'.  Soit  M  leur 
point  d'intersection.  Par  les  centres  O  et  O'  des  deux 
cercles,  je  mène  deux  droites  t  et  t'  parallèles  à  T  et  T'. 
Soit  A  leur  point  d'intersection;  j'achève  le  rectangle 
ayant  pour  côtés  t  et  t'  et  pour  sommet  M.  Je  joins  MA; 

(*)  C'est  par  erreur  que  la  solution  a  été  attribuée  à  M.  Montcoq  (voir 
>e  série,  t.  VIII,  p.  34). 
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cette  droite  ira  couper  la  circonférence  décrite  sur  00' 
comme  diamètre  en  un  point  K.  Ce  point  K  est  fixe  sur 
la  circonférence,  car  l'angle  OAK  qui  est  égal  à  F  un  des 
angles  du  rectangle  dont  les  côtés  sont  p  et  p'  est  con- 
stant. La  diagonale  MA  de  ce  rectangle  a  aussi  une  lon- 
gueur constante.  Je  puis  donc  obtenir  un  point  du  lieu 
en  menant  d'un  point  fixe  K  de  la  circonférence  décrite 
sur  OO'  comme  diamètre  une  sécante  quelconque  et  pro- 
longeant cette  sécante  d'une  longueur  MA  constante.  Le 
lieu  cherché  est  donc  une  conchoïde  de  cercle. 


SIR  UNE  PROPRIÉTÉ  DU  COM  DE  RÉVOLUTION; 

Par  M.   HERMANN, 

Ancien  Élève  de  l'École  Normale. 


On  sait  que  si  l'on  coupe  un  cône  de  révolution  par  un 
plan,  la  somme  des  génératrices  qui  partent  du  sommet 
du  cône  et  aboutissent  aux  extrémités  d'un  diamètre  de  la 
section  est  constante. 

Celte  propriété  est  caractéristique  du  cône  de  révolu- 
tion, si  toutefois  le  plan  mené  par  le  sommet  du  cône  et 
l'un  des  axes  de  la  section  est  perpendiculaire  au  plan  de 
la  base  du  cône. 

Pour  le  démontrer,  considérons  un  cône  de  révolution 
dans  lequel  ces  deux  conditions  sont  remplies.  Soient  S  le 
sommet  du  cône,  A  A',  BB'  les  deux  axes  de  la  section; 
le  cône  de  révolution  décrit  autour  de  la  bissectrice  de 
l'angle  ASA'  comme  axe  et  passant  par  A  et  A'  passera 
aussi  par  les  deux  points  B  et  B',  et  se  confondra  évidem- 
ment avec  le  cône  donné. 

On  peut  se  servir  de  cette  propriété  pour  reconnaître, 
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dans  un  grand  nombre  de  cas,  si  un  cône  est  de  révolu- 
tion. 

Je  n'en  citerai  qu'un  exemple. 

Si  l'on  coupe  un  ellipsoïde  de  révolution  allongé  par 
un  plan,  le  cône  qui  a  pour  sommet  le  foyer  d'une  sec- 
tion méridienne  et  pour  base  une  section  plane  quel- 
conque est  un  cône  de  révolution. 

Soient  M  et  M'  deux  points  de  la  section  situés  aux 

extrémités   d'un   même    diamètre ,    O    le   centre   de    la 

section. 

On  a 

FM  =    K  X  MH , 

FM'=    KXM'H, 

FM  -+•  FM'=2RX  01  =  const. , 

en  désignant  par  MH,  M'H,  01  les  distances  des 
points  M,  M',  O  au  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  la 
surface  et  formant  le  lieu  des  directrices  des  sections  mé- 
ridiennes. Ainsi  la  somme  des  deux  génératrices  est  con- 
stante. Le  cône  qui  a  pour  sommet  le  foyer  est  donc  de 
révolution,  car  il  est  évident  que  le  plan  mené  par  le 
sommet  du  cône  et  le  grand  axe  de  l'ellipse  est  perpendi- 
culaire sur  le  plan  de  la  base. 


ETIDE  GEOMETRIQUE  SUR  UNE  QUESTION  DE  LICENCE; 

Par  M.   A.   DE  SAINT-GERMAIN. 


Déterminer  les  conoïdes  droits  pour  lesquels  les  rayons 
de  courbure  principaux  en  chaque  point  sont  égaux  et 
dirigés  en  sens  contraire  ;  exprimer  la  longueur  de  ces 
rayons  pour  les  divers  points  d'une  génératrice  des  co- 
n  oïdes  de  m  a  n  dés . 
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Cette  question  a  été  résolue  analytiquement  dans  les 
Nouvelles  Annales  (août  1869)  -,  je  désire  cependant  en 
présenter  ici  une  étude  géométrique  pour  deux  motifs. 
Le  premier,  c'est  que  l'union  de  la  géométrie  et  du  calcul 
ayant  largement  contribué  à  rendre  plus  simple  et  plus 
élégant  renseignement  de  la  géométrie  analytique,  il  ne 
peut  être  mauvais  de  montrer  l'application  de  la  Géomé- 
trie à  beaucoup  de  questions  d'analyse  infinitésimale.  En 
second  lieu,  j'obtiens  très-aisément  une  généralisation 
du  problème  proposé,  que  le  calcul  intégral  ne  semble 
pas  donner  aussi  facilement,  et  qui  peut  offrir  quelque 
intérêt,  parce  qu'on  ne  connaît  pas  l'intégrale  générale 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles  des  surfaces  ayant  en 
chacun  de  leurs  points  une  courbure  moyenne  nulle. 

Considérons  donc  un  conoïde  droit  satisfaisant  a  la 
condition  du  problème,  et  supposons  son  axe  vertical. 
En  vin  quelconque  de  ses  points,  M,  l'indicatrice,  ayant 
les  carrés  de  ses  axes  proportionnels  aux  courbures  prin- 
cipales, sera  une  hyperbole  équilatère-,  une  des  asymp- 
totes est  la  génératrice  qui  passe  en  M,  l'autre  lui  sera 
perpendiculaire,  et  par  suite  tangente  à  la  trajectoire 
orthogonale  des  génératrices  menée  par  M;  il  s'agit  de 
déterminer  cette  trajectoire  C.  Comme  c'est  une  courbe 
tracée  sur  le  conoïde  et  tangente  à  une  asymptote  de 
l'indicatrice,  elle  a  un  contact  du  deuxième  ordre  avec 
le  plan  tangent  en  M,  et  ce  plan  lui  est  osculateur;  la 
génératrice  qui  passe  en  M,  étant  située  dans  le  plan  tan- 
gent, et  d'ailleurs  orthogonale  avec  C,  est  la  normale 
principale  de  celte  courbe.  La  courbe  cherchée  a  de  môme 
toutes  ses  normales  principales  horizontales;  les  tan- 
gentes à  son  indicatrice  sphérique  étant  parallèles  à  ces 
normales,  l'indicatrice  se  réduit  à  un  petit  cercle  hori- 
zontal. Les  tangentes  à  la  courbe  C,  étant  parallèles  aux 
rayons  qui  aboutissent  aux  divers  points  de  L'indicatrice 
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sphérique,  font  un  angle  constant  avec  la  direction  de 
l'axe  du  conoïde,  et  notre  courbe  directrice  C  est  une 
hélice  tracée  sur  un  cylindre  vertical  orthogonal  aux 
génératrices.  Comme  celles-ci  sont  horizontales,  la  trace 
horizontale  du  cylindre  coupe  à  angle  droit  les  projec- 
tions des  génératrices  qui  concourent  au  pied  de  l'axe; 
cette  trace  est  donc  un  cercle,  la  courbe  C  est  l'hélice  or- 
dinaire, et  le  seul  conoïde  ayant  en  chaque  point  des 
rayons  de  courbure  égaux  et  de  sens  contraire  est  l'héli- 
çoide  gauche  à  plan  directeur. 

Je  dis  maintenant  que  c'est  la  seule  surface  ayant  la 
propriété  énoncée,  non-seulement  parmi  les  conoïdes, 
mais  encore  parmi  les  cylindroïdes,  ou  surfaces  réglées 
ayant  leurs  génératrices  parallèles  à  un  plan  que  je  sup- 
poserai horizontal.  En  effet,  nous  reconnaîtrons  comme 
précédemment  qu'une  trajectoire  orthogonale  quelconque 
aux  génératrices  de  ces  cylindroïdes  doit  être  une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre  vertical  dont  la  base  coupe  à 
angle  droit  les  projections  sur  un  plan  horizontal  des  gé- 
nératrices dn  cvlindroïde.  Soient  AB,  AC  deux  de  ces 
projections  infiniment  voisines  (*),  H  et  H'  deux  trajec- 
toires orthogonales  des  projections  des  génératrices.  Ce 
sont  les  projections  de  deux  hélices  tracées  sur  le  cylin- 
droïde,  en  sorte  que  si  j'appelle  a  et  a'  les  angles  con- 
stants que  les  tangentes  aux  hélices  font  avec  le  plan 
horizontal,  dz  la  différence  de  niveau  des  génératrices 
projetées  en  AB  et  AC,  m  et  m'  les  points  de  rencontre 
de  AB  avec  H  et  H',  n  et  ji'  celles  de  AC  avec  H,  H', 
on  aura 

mn=z  rfzcota,      m' n'  =  dz  cota'. 

Les  courbes  H,  H'  ayant  les  mêmes  normales,  la  por- 

(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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lion  telle  que  mm'  de  ces  normales  comprise  entre  les 
deux  courbes  est  constante.  Désignons  par  p  le  rayon  de 
courbure  Ara  de  H,  celui  de  H'  en  m?  sera  p  +  mm' ,  et 
la  similitude  des  triangles  Kmn,  Km' n'  donne,  en  ad- 
mettant les  substitutions  d'infiniment  petits  les  plus  élé- 
mentaires, 

mn         m'n'         dz  rota  dz  voter.' 

Ain        A  m'  p  p  -+-  mm' 

La  dernière  égalité  montre  que  o  est  constant ;  H  ayant 
une  courbure  constante  est  un  cercle  ;  ses  normales,  pro- 
jections des  génératrices  de  la  surface,  sont  concourantes, 
et  cette  surface  est  encore  l'héliçoïde  gauche. 

Je  dis  enfin  que  parmi  les  surfaces  réglées  qui  n'admet- 
tent pas  de  plan  directeur,  il  n'en  est  aucune  dont  les 
courbures  principales  en  chaque  point  soient  égales  et  de 
sens  contraire.  En  effet,  cette  propriété  devrait  apparte- 
nir aux  hyperboloïdes  osculateurs  à  la  surface  le  long  de 
ces  génératrices;  en  chaque  point  de  la  génératrice  de 
contact,  un  de  ces  hyperboloïdes  aurait  pour  indicatrice 
une  hyperbole  équilatère  à  asymptotes  rectangulaires. 
Or,  pour  l'hyperboloïde,  les  asymptotes  de  l'indicatrice 
en  un  point  sont  les  deux  génératrices  qui  y  passent;  et, 
sur  un  hyperboloïde  proprement  dit,  comme  l'est  J'hy- 
perboloïde  osculateur  à  une  surface  dont  trois  génératrices 
consécutives  ne  sont  pas  parallèles  à  un  même  plan,  ja- 
mais le  lieu  des  points  où  les  génératrices  se  coupent  à 
angle  droit  n'est  une  génératrice  :  c'est,  comme  on  sait, 
la  courbe  d'intersection  de  la  surface  et  d'une  sphère.  Il 
n'y  a  donc,  en  définitive,  aucune  surface  réglée,  autre 
que  l'héliçoïde  gauche,  présentant  la  propriété  énoncée. 
On  peut  remarquer  que  les  hyperboloïdes  osculateurs  à 
l'héliçoïde  se  réduisent  à  des  paraboloïdes  équilatères 
ayant  leur  somme*  au  point  central  de  la  génératrice  de 
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contact 5   el,  pour  ces  paraboloïdes,  le  lieu  des  points  où 
les  génératrices  sont  rectangulaires  est  le  couple  de  géné- 
ratrices passant  au  sommet. 

Je  n'ai  pas  à  considérer  les  surfaces  développables,  en 
chaque  point  desquelles  un  rayon  de  courbure  est  tou- 
jours infini  ;  l'autre  devrait  l'être  également,  et  la  surface 
se  réduirait  à  un  plan  ,  cas  particulier  de  l'héliçoïde 
gauche. 

Reste  à  chercher  l'expression  des  rayons  de  courbure 
principaux  R  en  un  point  d'un  héliçoïde  gauche.  Soient 
encore  AB  et  AC  deux  génératrices  infiniment  voisines, 
M  et  N  deux  points  de  ces  génératrices  faisant  partie 
d'une  même  ligne  de  courbure  ;  ces  éléments  se  pro- 
jettent horizontalement  en  ab,  ne,  m,  n.  Menons  dans  le 
plan  horizontal  ms,  ?is  perpendiculaires  respectivement 
à  am  et  an  ;  on  peut  les  regarder  comme  les  projections 
des  normales  à  l'héliçoïde  en  M  et  N,  normales  qui,  par 
la  propriété  des  lignes  de  courbure  se  rencontrent  dans 
l'espace  au  centre  de  courbure  S  projeté  en  s.  En  appe- 
lant a  l'angle  du  plan  horizontal  avec  1  hélice  tracée 
en  M  sur  l'héliçoïde,  on  aura,  sauf  une  erreur  infini- 
ment petite,  11s  =  R  sina.  Soient  p  le  point  de  rencontre 
de  ms  avec  an,  P  le  point  correspondant  sur  la  surface; 
MP  est  asymptote  de  l'indicatrice  en  M,  et  comme  celle-ci 
est  équilatère,  MP  =  P> .  On  a  évidemment 

mp  =  MP  cos  2 ,     pn  =  PN. 

Les  triangles  semblables  amp,  snp  donnent 

PN  1 

PM  cos  a        cosa 


d'où 


R  = 

Mil  a  00s a 
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mais  si  l'on  désigne  par  una  le  pas  de  l'hélice  tracée  sur 
un  cylindre  de  rayon  p,  on  sait  par  les  éléments  que 


a 
tanga  =  -; 

P 
donc  enfin  on  trouve 

a 

Il  est  aisé  de  construire  ce  rayon,  et  de  voir  qu'il  est  au 
rayon  de  courbure  de  l'hélice  dans  le  rapport  de  «  à  p. 
On  a  immédiatement  l'équation  de  la  projection  des 
lignes  de  courbure.  La  figure  précédente  nous  donne 

pm        PM  cosa         PN                p  pn 

du='—= =  —  X      -J- =     .-  . 

am  ?  p        v^'+p2       V«2+pJ 

Puis,  selon  qu'on  prend  l'un  ou  l'autre  système  de  lignes 
de  courbure,  on  aura  dp  =  =h  pn  ;  car  on  sait  qu'on  peut 
regarder  am  et  ap  comme  égaux.  L'équation  différentielle 
des  projections  des  lignes  de  courbure  est 

l  •         d? 

dot  - 


V«2  +  p5 
L'intégrale  est  bien  connue 


w=rt  I(p  -f-  ^a2  H-  pJ)  ; 
d'où  l'on  tire 

i    a  ,  \ 

p  =±  -    ew—  e-"'). 
2 

Enfin  le  lieu  des  centres  de  courbure  de  l'héliçoïde  pour 
tous  les  points  d'une  génératrice  s'obtient  en  prenant 
pour  axe  des  x  la  génératrice,  pour  axe  des  z  l'axe  du 
conoïde,  pour  axe  des  y  une  perpendiculaire  aux  deux 
autres.  On  aura,  en  considérant  l'un  et  l'autre  des  cen- 

3. 


(  36' 
très  de  courbure  en  M, 


y  =±w.9z=±Rsina  =± —  ±  \Ja2-\-  .?•% 


Le  lieu  est  l'intersection  du  cylindre  x2 — y%  -h  à2  =  o 
et  du  paraboloïde  xy  =  az\  cest  une  courbe  gauche 
formée  de  deux  parties  séparées.  Il  est  assez  remarquable 
qu'on  puisse  la  rectifier  :  on  trouvera  sans  peine 


di 


ds=  —  Jza2  -+-  [\xl. 
a 

En  comptant  l'arc  à  partir  de  x  —  o,  cela  donne 


a     %x  •+  y  "2.  a1  -f-  ^.r} 


s  =  —  \Jin-^r  ^x1  H 1 

2.  a  2  a  y/  2 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  207 

(  voir  i"  série,  t.  VIII ,  p.  108  )  ; 

Par  M.  Charles  BRISSE. 

Étant  donné  un  triangle  plaît,  soient  trois  paraboles, 
ayant  même  foyer,  dont  chacune  est  touchée  par  deux 
côtés  du  triangle  $  si  Von  mène  à  la  première  de  ces 
paraboles  la  tangente  qui  coupe  perpendiculairement 
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le  troisième  côté  du  triangle,  et,  de  même  pour  les  deux 
autres,  les  trois  droites  qu'on  obtient  ainsi  seront  toutes 
tangentes  à  la  même  parabole,  homojocale  avec  les 
trois  autres.  (Strebor.) 

Transformons  par  polaires  réciproques  ce  théorème 
connu  :  Les  trois  hauteurs  d^un  triangle  se  coupent  en 
un  même  point.  Nous  obtiendrons,  en  nous  rappelant 
que  V angle  compris  entre  deux  droites  est  égal  à  V angle 
que  forment  les  rayons  vecteurs  menés  de  F  origine  aux 
points  correspondants  (*),  la  proposition  suivante  : 

Etant  donné  un  triangle  ABC  et  un  point  O  dans 
son  plan,  si  Von  élève  par  ce  point  des  perpendicu- 
laires aux  droites  OA,  OB,  OC  jusquà  leur  rencontre 
avec  les  côtés  opposés,  les  trois  points  ainsi  obtenus 
seront  en  ligne  droite. 

Transformons  cet  énoncé  par  rayons  vecteurs  réci- 
proques, en  prenant  le  point  O  pour  origine,  il  prendra 
la  forme  suivante  : 

Etant  donnés  trois  cercles  qui  se  coupent  en  un 
même  point  O,  si  Von  élève  par  ce  point  des  perpendi- 
culaires aux  cordes  communes  OA,  OB,  OC  des  cercles 
pris  deux  à  deux,  jusquà  leurs  rencontres  respectives 
avec  les  cercles  OBC,  OCA,  OAB,  les  trois  points  ainsi 
obtenus  seront  avec  O  sur  un  même  cercle. 

Transformons  enfin  par  polaires  réciproques  ce  der- 
nier théorème,  en  prenant  le  point  O  pour  origine,  et 
nous  obtiendrons  précisément  celui  qui  fait  l'objet  de  la 
question  207. 

(  *  )  Salmom,  Sections  coniques,  édition  française;  Paris,  Gauthier-Villars. 
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Question  234 

(Toir   i"  série,  t.  X,  p.  i83); 

Par  UN  ABONNÉ. 

Soit  V équation 

{x  —  a,)(a>  —  aa){x  —  a&] 

_j_  bm{x  —  a3)  [x  —  at). .  .{x-  —  aln)  =o; 

b  est  un  nombre  positif;  m  un  nombre  entier  positif; 
les  in — i  différences  ax  —  «2,  a.2  —  as,  a%  —  «;,..., 
Q-in-i  —  a*n  sont  positives  ;  les  n  racines  de  l  équation 
sont  réelles  et  comprises  entre  at  et  «2,  a3  et  a4,  a$ 
eta6,....  (Richelot.) 


x  —  a 


in—  1, 


Des  inégalités 

a,  —  «2>  o, 

a1  a3  ^>  °» 

> 

«îp-l  —  "iP^>  o, 
> 

«,„_,  —  a2n  >>  o, 

on  conclut  les  suivantes  : 

a,—  aip     >>  o,  a2p_x  —  alp     >>  o, 

a,  —  a3p_f  >>  o,  aip     —  aJp+,  >>  o, 

à%  — a3p     ^>o,  a.Jp_,  —  a2p+2^>  o, 

«4  —  a2/,_,  >>  o,  aSp     —  av+3>  o, 


ffv_s  —  «2/7-,  >>  o,     a2/)     —  o 2„_,  >>  o, 
«2^_i — a.7p     >o,      «2/,_. —  «2n    >  o. 

Substituons   aa„_i   à    x  dans   le   premier  membre  de 
l'équation  proposée,  nous  aurons  à  chercher  le  signe  du 
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produit 

bm{a-iP-x  —  a2){a2p_l  —  at)... 

{(iiP-\  —  «2/>— 2 )  («2jP— i  —  a-ip)-  •  -(«2/,-t  —  «2»). 

Abstraction  faite  de  b"\  les  p  —  i  premiers  facteurs 
sont  négatifs,  tous  les  autres  sont  positifs 5  le  résultat  a 
donc  le  signe  de  la  quantité 

(-1)'-'. 

Substituons  maintenant  <22p,  nous  aurons  à  chercher 
le  signe  du  produit 

[Bip — «1)  [a-ip — «3)-  •  -{alp — d-2p-\){aip &lp+\)  ■  •  •  {'hp — «2n— »)■ 

Les  p  premiers  facteurs  sont  négatifs,   tous  les  autres 
sont  positifs;  le  résultat  a  donc  le  signe  de  la  quantité 

(-i)p. 

Les  résultats  des  deux  substitutions  étant  de  signes 
contraires,  l'équation  a  une  racine  comprise  entre  «2p-i 
et  #2f)  ;  d'où  l'on  conclut  qu'elle  a  toutes  ses  racines 
réelles  et  comprises  respectivement  entre  «t  et  «2j,  az  et 
#4,.  .  .,  <22n_i  et  a%n. 

Questions  877  et   876 

(  voir  2"  série,  t.  VII,  p.  239  )  ; 

Par  M.   MOREL, 

Répétiteur  à  Sainte-Barbe. 

877.  Lorsque  la  réduction  d'une  fraction  -  en  déci- 
males conduit  à  une  période  de  n  chiffres,  toute  fraction 
irréductible  dont  le  dénominateur  égale  un  multiple  de 
b  donne  lieu  à  une  période  dont  le  nombre  de  chiffres 
est  égal  à  un  multiple  de  n. 

(Lionnet,  Algèbre,  3e  édit.) 
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Lorsqu'une  fraction  irréductible  est  de  la  forme  — 7i 
1  mb 

on  peut  la  considérer  comme  la  somme  de  deux  frac- 

tions  —5  -  •  En  effet,  la  résolution  de  l'équation 

m     b  * 

x        y         c 
m        b        mb 

revient  à  la  résolution  en  nombres  entiers  de  l'équation 

bx  -f-  my  =  c, 

question  qui  admet,  en  général,  au  moins  une  solution. 

Si  maintenant  je  suppose  que  la  fraction  —  soit  pério- 


dique,  et  que   sa  période  soit   hjkl,   celle  de   j    étant 


y 

-teriuut;    sojl    njfxi,    cène   ue 
pqrstv,  nous  aurons 

y 

—  =  O,  pqrs  tvpq  rsto  pqrs  tvpq  r. .  . , 

—  =  o,  hjkl  hjkl  hjklhjkl  hjklh 

m 

En  faisant  la  somme  de  ces  deux  fractions,  nous  aurons 
une  nouvelle  fraction  périodique,  puisque  nous  retrou- 
verons périodiquement  les  mêmes  sommes  à  faire,  et 
cela  lorsque  nous  aurons  pris  un  nombre  exact  de  pé- 

riodes  de  cliaque  côté.   Donc  - —  sera  bien  une  fraction 
1  bm 

périodique  dont  le  nombre  de  chiffres  sera  un  multiple 

de  n. 

Si  m  était  seulement  composé  des  facteurs  2  et  5,  ou, 

plus  généralement,  des  facteurs  de  la  base  de  numération, 

la  fraction  — -  aurait  encore   n    chiffres   à    la   période: 

mb  L 

mais  l'origine  de  la  période  serait   reculée  d'autant  de 
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chiffres  qu'il  y  en  aurait  dans  la  réduction  en  décimales 

de  la  fraction  —  • 
m 

876.  1020  étant  le  dénominateur  cVune  fraction  ir- 
réductible ,  pourquoi  le  nombre  des  chiffres  de  la  période 
engendrée  par  cette  fraction  sera-t-il  un  des  nombres 
i,  2,  4,  8,  16,  32?  (Lionnet.  algèbre,  3e éclit.) 

Le  nombre  1020  étant  égal  au  produit  20X3X17, 
on  aura 

abc 

A  = h-H , 

20         à         17 

A,  a,  Z>,  c  étant  premiers  respectivement  avec  1020,  20, 
3,  17. 

La  fraction  —  étant  limitée  n'influera  pas  sur  le  nom- 


bre des  chiffres  de  la  période.  Mais  les  fractions  pério- 

b      c 
diques  -•>  —  peuvent  avoir  pour  nombres  de  chiffres  à 

la  période 

—  ■)        1     ou     2  chiffres, 

—  •>      1,  2,  4»  8,  16  chiffres. 
J7 

b  c 

Le  nombre  des  chiffres  de  la  somme  77  H — -  ne  pourra 

5        17          r 

être  que  l'un  des   nombres  obtenus  en  multipliant   les 

c  b 

nombres  relatifs  à  —  par  ceux  relatifs  à  -■  On  aura  ainsi 
i7r  3 

l'un  des  nombres  1,  2,  4,  8,  16  ou  32,  et  pas  d'autres. 

Remarque .  —  Le  nombre  de  chiffres  correspondant  à 

c  b 

la  fraction  —  est  16;  le  nombre  de  chiffres  pour  -  est  15 

donc  le  nombre  cherché  sera  16.  En  outre,  la  fraction  — 

20 
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donnera  deux  chiffres,  puisqu'elle  est  égale  à  :  donc 

1        J  ioo 

la  fraction   sera  une  fraction  décimale  périodique 

1020  r  1 

mixte,  a^ant  deux  chiffres  à  la  partie  non  périodique  et 

16  à  la  période. 

Vérification  : 

i-3 
— J—  =  0,1696078431372549019607843. .  . . 


Question  949 

voir  ■>'  série,  t.  VIII,  r-  '■'■       ■ 

Par  M.   P.   MEUTZNEB, 

Etudiant  à  Leipzig. 

Trouver  toutes  les  courbes  planes  pour  lesquelles  la 
projection  de  la  normale  sur  le  rayon  vecteur  est  con- 
stante. On  compte  la  normale  du  point  de  la  courbe  à 
une  droite  fixe  donnée  et  le  rayon  vecteur  du  point  de 
la  courbe  à  un  point  fixe  pris  pour  pôle.  Les  coniques 
donnent  une  solution  particulière.  (Geaocchi.) 

Soit  b  la  distance  du  point  fixe  à  la  droite  fixe.  Par  le 
point  fixe,  pris  pour  pôle,  menons  une  parallèle  à  la 
droite  fixe  et  prenons-la  pour  axe  polaire.  Soit  A-  la  valeur 
constante  de  la  projection  de  la  normale  sur  le  rayon 
vecteur. 

En  désignant  par  r  et  œ  les  coordonnées  polaires  d'un 
point  quelconque  de  la  courbe,  l'équation  différentielle 
de  cette  courbe  sera 


dr  1  bit 

— —  =  -  tang?  -f-  -  ■ tangcp. 

7  -  d-j        k  h  r  cos  v         r 


Posons 
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il  viendra 

,   .  drt         I  vj      /  b 


—  =  -rtang?  +  - 

acp        A-  cosep  \A' 

Si  nous  prenons  d'abord  l'équation  différentielle 

dn  n      f  b 


—  sin  <j>     » 
a<p        costp  \  /•  / 

elle  donne  par  l'intégration 

k 

I  \  -f-  sin  «A b 
n  =  7 ■      cosip, 

\      COScp       / 

y  étant  une  constante  arbitraire. 

Nous  cherchons  maintenant,  par  la  méthode  de  la  va- 
riation des  constantes  arbitraires,  à  satisfaire  à  l'équa- 
tion (i)  en  regardant  y  comme  une  fonction  de  ©.  Nous 
trouvons,  en  posant 

f*  —  3 
i  -I-  sm<p  =  a      et      =  a, 


la  quadrature 


j    (2  —  «)*(//  —  \)du 


Elle  peut  facilement  s'effectuer  et  donne 

/cy=—~ -! f(2a+3)«-2(a  +  in+Â-C, 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Remplaçons  u  et  a  par 
leurs  valeurs,  nous  aurons  donc 

b  —  k 

1         /-»  sin cp  -h  k  /1  —  sin<p\  2* 

•y  : I  ; — -   ]  — I —  Ci. 

'        k- — b2    i-j-sino     \i -h  sin©/ 
Par  conséquent,  l'équation  des  courbes  cherchées  est 

b—k  b 

1       b  sin  <p  -f- k  1 1  — sin  «A  2*          ~]  /  n-  si  n  ©\  * 
. L _        _I  4-C        ■ COS?. 

■ — />-  i-;-sino  \i-|-sino/  J\    cosç    / 


'2)     I 
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Si  nous  supposons  b  =  o,  l'équation  (2)  devient 

1         1 

—  =  —  -r-C  cos<p, 

r         f< 

ou  bien 

(3) 


H-  /  C  cos  © 

On   voit  que  c'est  l'équation   d'une  conique.   On  a  en 
coordonnées  rectangulaires 

(4)  (i-/-2c2)x2+j2=/.!(i-2Cx). 

L'équation  (2)  montre  qu'on  n'obtient  aucune  solu- 
tion en  faisant  b  =  h.  Ce  cas  doit  être  traité  à  part. 
L'équation  différentielle  devient,  dans  l'hypothèse  où 
b=k, 

if\  dm        1  m  . 

(5)  —  =  -tang.?n ;i  — sin©). 

aop  /r  COS  o 

En  intégrant,  on  obtient 

(6) ; —  =1— ^-+C 

1  -+-  sm«p  1  —  sino 

pour  l'équation  des  courbes  satisfaisant  aux  conditions 
de  l'énoncé. 


Question  971 

(yoir  2*  série,  t.  VIII,  p.  562); 

Par  M.  A.  MOREL, 
Répétiteur  h  Sainte-Barbe. 

Trouver  la  loi  de  for/nation  des  nombres  dont  les 
carrés  sojit  terminés  par  deux  chiffres  égaux. 

(H.   Brocard.) 

Il  est  d'abord  évident  qu'il  suffit  de  chercher  les  nom- 
bres proposés  parmi  les   nombres  inférieurs  à   ioo.  En 
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effet,  prenons  un  nombre  supérieur  à  1005  appelons  a 
le  nombre  formé  par  les  centaines,  et  /3  le  nombre  formé 
par  les  unités,  de  telle  sorte  que  l'on  ait 

A  =  a  X  *oo  H-  p. 
On  aura 

A'=(aX  100  -+-  P)'=  a2  X  ioo2-f-  2afi  X  100  -+-  (32. 

Si  donc  |32  est  terminé  par  deux  chiffres  égaux,  il  en 
sera  de  même  de  A%  puisque  la  valeur  de  a  ne  peut 
influer  que  sur  les  centaines. 

Si  maintenant  (3  est  un  nombre  inférieur  à  25  qui 
jouisse  de  cette  propriété,  nous  aurons,  jouissant  de  la 
même  propriété,  les  nombres  5o  —  ,6,  5o-f-(3  et  100  —  (3. 
En  effet,  on  a 

(5o±p)2=  25(>o±ioo(i  +  p2. 

Donc  les  deux  derniers  chiffres  de  (5o±(3)2  sont  les 
mêmes  que  ceux  de  (32.  Il  nous  suffit  donc  de  chercher 
parmi  les  nombres  inférieurs  à  25  ceux  qui  jouissent  de 
la  propriété  demandée.  Nous  pouvons  exclure  immédia- 
tement les  nombres  terminés  par  5,  dont  le  carré  est  ter- 
miné par  25,  et  les  nombres  terminés  par  un  zéro,  qui 
ont  toujours  leurs  carrés  terminés  par  deux  zéros.  II  nous 
reste  donc  à  essayer  les  nombres  1,  2,  3,  4i  6,  7,  8,  g, 
11,  12,  i3,  14»  16,  17,  18,  19,  21,  22,  23,  24.  Les  trois 
premiers,  n'ayant  qu'un  chiffre  au  carré,  doivent  être 
exclus. 

Parmi  les  dix- sept  nombres  qui  nous  restent,  nous 
n'avons  que  le  nombre  12  dont  le  carré  i44  s°it  terminé 
par  deux  chiffres  égaux.  Nous  trouverons  donc  les  nom- 
bres 12,  38,  62,  88,  dont  le  carré  soit  terminé  par  deux 
chiffres  égaux;  nous  remarquerons  en  outre  que  ces  chif- 
fres sont  deux  4- 
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Donc 

Tout  nombre  terminé  par  12,  38,  62,  88  aura  son 
carré  terminé  par  44  '•>  ces  nombres  seuls  ont  leur  carré 
terminé  par  deux  chiffres  égaux. 


Question  983 

{  voir  2e  série,  t.  IX,  p.  g3  )  ; 

Par    M.    A.   MOREL. 

Imaginons  deux  ellipses  concentriques,  Vune  inté- 
rieure, Vautre  extérieure,  dont  les  axes  ont  les  mêmes 
directions.  Cela  posé,  quelles  relations  doivent  exister 
entre  les  demi-axes  de  ces  deux  ellipses  pour  que  la 
courbe  polaire  réciproque  d'une  d'elles  par  rapport  à 
Vautre  soit  un  cercle  de  rayon  donné? 

(Harkema..) 

Première  solution.  —  Soient 

(0 

(a) 

les  équations  des  deux  coniques.  Soit  (a,  jS)  un  point  du 
lieu  cherché.  Ce  point  ayant  pour  polaire  par  rapport  à 
la  courbe  (1)  une  tangente  à  la  courbe  (2),  on  aura  les 
relations 


.r- 

y 

— 

-f- 

a1 

T2 

b2 

y 

7* 

-h 

v 

y_ 


on  tire  de  ces  relations 
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Portant  ces  valeurs  dans  l'équation  (2),  on  aura,  pour  la 
polaire  réciproque  de  cette  courbe, 

n'-u-         b'*-&2 

— r  +  if  —  »  =  O, 

OU 

Cette  courbe  sera  un  cercle  si  l'on  a 
a"  £<:=&"  4; 

son  rayon  sera,  en  outre,  égal  à  r  si  l'on  a 

a' 

Cette  dernière  condition  nous  donne,  en  ne  prenant 
que  les  valeurs  absolues, 

<?2 


on  trouverait  de  même 


*•=*. 


Deuxième  solution.  —  La  polaire  réciproque  d'une 
conique  étant  une  autre  conique,  la  polaire  réciproque 
de  A'  par  rapport  à  A  sera  une  ellipse ,  puisque  la 
courbe  A'  ne  passe  pas  par  le  centre  de  A,  et  que,  par 
suite,  sa  courbe  réciproque  n'a  pas  de  point  à  l'infini. 
En  outre,  la  courbe  A'  étant  symétrique  par  rapport  aux 
axes,  sa  réciproque  le  sera  également.  Cette  courbe  sera 
un  cercle  si  les  segments  quelle  intercepte  sur  les  axes 
sont  égaux.  Soit  r  le  segment  intercepté  sur  chaque  axe; 
on  doit  avoir  les  relations 

a'r  =  a2,      !//■■=.  b':, 
ce  qui  donne  les  relations  trouvées  précédemment. 
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Si  l'on  voulait,  en  outre,  que  le  cercle  fût  la  polaire 
réciproque  de  l'une  quelconque  des  deux  courbes  par 
rapport  à  l'autre,  il  faudrait  que  Ton  eût 

a'r  =  a\      b'r  =  b\ 


ce  qui  exigerait  que  1  on  eut 

a  =  a',      b  =  b'     et     a  =  b. 

Dans  ce  cas,  les  deux  coniques  se  réduisent  à  deux  cercles 
égaux  et  concentriques,  et,  si  nous  prenons  un  point  et 
la  tangente  en  ce  point,  l'enveloppe  de  cette  tangente  est 
le  cercle  lui-même,  qui  répond  ainsi  à  la  question. 


EXERCICE. 


Lorsqu'on  joint  deux  points  M'  (x',y') ,  M"(x'\y") 
de  la  parabole j'2  =  ipx  à  un  point  quelconque  O  (X,  Y) 
de  son  plan,  la  surface  du  triangle  résultant  OM'M"  a 
pour  expression 

Y'  —  X" 


ou  encore 


[T(/+/)-//-2A], 


-  y  y*—  2p[Yj-  />(X  +  *)], 

x,  y  étant  les  coordonnées  du  pôle  P  de  la  corde  M/M". 
En  déduire  la  surface 

■r'"){y'"-y') 


ÏP 


du  triangle  M'M'/MW  inscrit  dans  la  parabole. 

(G.  Dostor.) 
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B1BL10GÎUPME  (*) 


Table  de  Logarithmes  à  vingt-sept  décimales  pour  les 
calculs  de  précision,  par  Fédofl  Thoman.  Grand  in-8°, 
iS6~. —  Paris,  librairie  Gauthier- Villars.  Prix  :  5  fr. 

Le  savant  auteur  de  ce  très-remarquable  écrit  a  laissé 
de  nombreux  amis  qui  conserveront,  avec  une  haute  es- 
time pour  ses  talents,  le  souvenir  de  son  excellent  et  af- 
fectueux caractère.  Les  géomètres  admiraient  l'ingénieuse 
simplicité  de  ses  méthodes,  les  administrateurs  des  grandes 
compagnies  connaissaient  l'exactitude  irréprochable  de 
ses  calculs,  et  les  financiers  les  plus  actifs  mettaient  à 
profit  la  merveilleuse  rapidité  de  ses  réponses  à  des  ques- 
tions sans  cesse  renouvelées.  Sa  mort  prématurée  laisse 
un  vide  difficile  à  remplir.  iSous  ignorons  le  nom  véri- 
table caché  sous  le  pseudonyme  de  Fédor  Thoman.  On 
raconte  qu'un  jour,  au  milieu  d'une  fêle  et  devant  de 
nombreux  témoins,  l'héritier  de  l'un  des  noms  les  plus 
illustres  de  la  Russie  le  salua  du  titre  de  prince.  Fédor 
Thoman,  impassible,  répondit  simplement  :  «  Vous  êtes 
»  sans  doute  abusé  par  quelque  ressemblance.  »  Le  sei- 
gneur russe  s'inclina  sans  poursuivre  la  conversation, 
mais,  un  quart  d'heure  après,  les  deux  compatriotes  échan- 
geaient quelques  mots  dans  un  salon  écarté  et  s'éloignaient 
dans  la  même  voiture. 

Je  n'ai  ni  le  moyen  ni  le  droit  de  rechercher  ici  un  se- 
cret que,  pendant  un  séjour  de  vingt-cinq  ans,  Fédor 
Thoman,  je  crois  en  être  certain,  n'a  confié  à  aucun  Fran- 
çais. Plus  d'une  supposition  a  été  hasardée,  mais  aucune 

(*)  Extrait  du  Journal  des  Savants,  décembre  1850. 

Ânn.  de  Malhémat.,  ?e  série,  t.  X.  (Février  ;  \ 
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d'elles,  je  veux  me  borner  à  le  dire,  n'a  fait  planer  le 
plus  léger  soupçon  sur  la  délicatesse  et  la  droiture  de  cet 
homme  excellent  et  réellement  supérieur  à  plus  d'un  titre. 

Les  écrits  de  Fédor  Thoman  sont  nombreux,  il  a 
abordé  la  chimie,  la  cristallographie,  les  hautes  mathé- 
matiques et  la  théorie  des  opérations  financières,  en  y 
portant  la  grande  profondeur  de  savoir  et  la  minutieuse 
précision  dont  sa  nature  lui  faisait  une  loi.  Je  me  propose 
seulement  ici  de  faire  connaître  son  opuscule  sur  le  cal- 
cul des  logarithmes,  véritable  tour  de  force  à  mes  yeux 
et  chef-d'œuvre  de  dextérité  arithmétique.  Le  sujet  est 
de  haute  importance  ;  il  semblait  depuis  longtemps  épuisé, 
lorsque  Fédor  Thoman  est  venu  y  apporter  un  progrès 
considérable  et  évident. 

Les  Tables  de  logarithmes  employées  par  tous  les  calcu- 
lateurs sont  à  sept  décimales.  Ce  nombre  de  chiffres  n'a 
pas  été  choisi  au  hasard,  et  il  ne  faut  pas  croire  qu'avec 
huit  ou  dix  figures  on  obtiendrait  sans  peine  des  calculs 
plus  exacts.  En  effet,  plus  les  calculs  sont  précis,  plus  on 
est  assuré  d'y  rencontrer  des  nombres  et  surtout  des  lo- 
garithmes qui  ne  se  trouvent  pas  exactement  dans  la  table; 
il  faut  alors,  ceux  qui  ont  calculé  le  savent,  recourir  à 
une  interpolation.  Une  proportion  suffit  quand  on  calcule 
à  sept  décimales:  mais,  si  l'on  en  prend  dix,  celte  pro- 
portion, dans  le  plus  grand  nombre  de  cas,  donnerait 
trois  chiffres  inexacts  et.  par  conséquent,  plus  nuisibles 
qu'utiles.  Un  coup  d'œil  jeté  sur  les  Tables  de  Macq  ne 
peut  laisser  sur  ce  point  aucun  doute  :  les  différences 
premières  ne  sont  pas  constantes ,  et,  pour  en  faire 
usage,  il  faut  recourir  aux  formules  d'interpolation,  dont 
la  complication,  qui  rend  les  calculs  extrêmement  péni- 
bles, s'accroît  rapidement  avec  le  nombre  des  chiffres 
conservés.  C'est  pour  cela,  et  non  par  des  motifs  d'éco- 
nomie, que  les  grandes  Tables  du  cadastre  à  quinze  déci- 
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maies,  qui  devaient,  dans  l'intention  du  gouvernement 
républicain,  former  le  monument  de  calcul  le  plus  vaste 
et  le  plus  imposant  qui  eût  jamais  été  exécuté  ou  même 
conçu,  n'ont  pas  encore  été  publiées  et  ne  le  seront  vrai- 
semblablement jamais. 

Fédor  Thoman,  comme  l'indique  le  titre  de  sa  bro- 
chure, veut  mettre  à  la  disposition  des  calculateurs  les 
logarithmes  de  tous  les  nombres  et  les  nombres  corres- 
pondants aux  logarithmes  avec  une  exactitude  qui,  jus- 
qu'ici, n'a  été  ni  atteinte  ni  cherchée,  et  les  Tables  com- 
plètes, qui  sembleraient  devoir  remplir  des  centaines  de 
volumes  in-folio,  pourraient  aisément  être  réunies  sur 
une  seule  page;  si  elles  en  occupent  dix  dans  l'écrit  que 
je  signale  à  l'attention  des  savants,  c'est  qu'on  n'a  pas 
cherché  à  ménager  la  place. 

Dans  ces  dix  pages,  cela  va  sans  dire,  les  logarithmes 
ne  sont  pas  inscrits,  mais  on  trouve  tout  ce  qu'il  faut 
pour  les  calculer  par  un  procédé  toujours  uniforme,  qui 
n'exige  que  des  additions  et  des  multiplications  dans  les- 
quelles le  multiplicateur  n'a  qu'un  chiffre,  et  dans  une 
seule  il  en  a  deux-,  aucune  interpolation  n'est  nécessaire, 
et  il  n'y  a  pas  une  seule  division. 

La  méthode  de  Fédor  Thoman  est  fondée  sur  un  prin- 
cipe fort  simple,  déjà  utilisé  parBriggs.  Quand  un  nom- 
bre diffère  peu  de  l'unité,,  le  calcul  de  son  logarithme  est 
facile,  et  l'on  a,  en  négligeant  ô% 

(i)  l(iH-ô)  =  *9, 

Ji  étant  un  facteur  toujours  le  même,  que  l'on  peut  cal- 
culer une  fois  pour  toutes,  et  dont  une  Table  donne  les 
produits  par  tous  les  nombres  inférieurs  à  ioo.  Rien  de 
plus  facile  dès  lors  que  de  former  k9  :  quels  que  soient 
les  chiffres  de  6,  on  les  partage  en  groupes  de  deux,  et 
les  produits  par  chaque  groupe   qui    se    trouvent  écrits 

4- 
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dans  la  Table  sont  ensuite  ajoutés  les  uns  aux  autres. 
Toute  la  question  se  borne  donc  à  réduire  un  nombre 
quelconque  N  à  la  forme  i  -f-  9,  en  faisant  Q  assez  petit 
pour  que  la  formule  (i)  soit  applicable.  La  méthode  très- 
ingénieuse  de  Thoman  consiste  à  multiplier  N  par  des 
facteurs  successifs  tellement  choisis  que  le  produit  con- 
verge rapidement  vers  l'unité.  Ces  facteurs  font  toujours 
partie  des  nombres  inscrits  dans  une  Table  5  on  trouve, 
sans  tâtonnement,  celui  qui  convient  à  chaque  opéra- 
tion, et  à  coté  de  lui  son  logarithme  calculé  à  l'avance; 
chaque  facteur  enfin,  à  partir  du  second,  n'a  qu'un  chiffre 
significatif,  et  le  premier  en  a  deux.  Soit  donc  N  le  nom- 
bre donné,  p  le  premier  facteur  tellement  choisi  que  ~Np 
diiïère  peu  de  l'unité;  soient  1 — «,  1 — Z>,  1  —  c,  .  .  . 
les  facteurs  suivants  dont  les  logarithmes  sont  — a,  — (3, 
—  y, .  .  . ,  on  aura 

N/?(i  —  a)(i  —  b)  (1  —  c).  .  .  =  n-9, 
et 

IN  H-  \p—  a  —  p  —  7 .  .  .  =AB; 

par  conséquent, 

1 N  =  comp.  log/>  -I-  a  -f-  fi  4- y  -f- ...  H-  X  G. 

Pour  bien  montrer  la  simplicité  de  la  méthode,  calculons 
à  i5  décimales  le  logarithme  de  tt  =  3 ,  141592653589793. 
Une  première  Table  nous  apprend  que,  les  deux  pre- 
miers chiffres  étant  3i,  il  convient  d'adopter  pour  pre- 
mier multiplicateur  32,  afin  que  le  produit  diffère  aussi, 
peu  que  possible  de  l'unité  (la  position  de  la  virgule  est, 
bien  entendu,  insignifiante)-,  le  produit  3.271  est 
100 ,53og649i4£>73376. 

Les  multiplicateurs  1  —  a,  1  —  b,  1 —  c,  .  .  .  sont  suc- 
cessivement ï —  o,oo5,  1  —  0,0002,  1  —  0,00008, 
1 — o,odooo3,  1  —  o,ooooooo3,  et  le  produit  obtenu  i-\-Ô 
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est  1 ,00000000763015282,  et  Ton  peut,  sans  commettre 
d'erreur  sur  le  quinzième  chiffre  décimal,  chercher  son 
logarithme  par  la  formule  (1). 

Voici  le  détail  complet  du  calcul  5  tous  les  chiffres  qui 
y  sont  inscrits  sont  directement  copiés  sur  la  Table  sans 
calcul  accessoire  et  sans  tâtonnement. 

3, 141592653589793  X  32 

6283i 85307179586 
9424777960769379 


1 ,00530964914873376  X  1  —  o,oo5 
502654824574367 
28310090299009  x  1 — 0,0002 
200056620 1 8060 
8304428280949  Xi  —  o ,00008 
8000664354262 
303763926687  X  1  —  o  ,ooooo3 
30000091 1292 

3763oi5395  X  «  —  o,ooooooo3 
n3 


763015282  =  e 

33oo638o6 

i 3o2883 

65i4 

122 


33i373326  =  log(i  +  Q) 

1 3o2883465 

i 30288540004 

3474494836873 

8686758342858 

2 1 7691925427455 

49485oo2 168009402 


log7r  =  0,497149872694134 
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Supposons  maintenant  qu'ayant  à  sa  disposition   les 
Tables  à  quinze  décimales  du  cadastre,  on  veuille  cher- 
cher le  même  logarithme,  on  y  trouvera  seulement  ceux 
des  nombres 

3i4i5,   3i4it>,   3 14 » 7  ?  3i4i8,  81419,   3 1420, 

et  ces  logarithmes  serviront  à  calculer  les  différences  suc- 
cessives dont  la  cinquième  seulement  est  constante;  il 
faudra  donc,  pour  avoir  le  logarithme  de  7r,  faire  usage 
de  la  formule  d'interpolation  du  cinquième  degré.  En 
posant 

q  =  0,92653589793, 

on  devra  ajouter  au  logarithme  de  3  i4i5  le  nombre  donné 
par  la  formule  : 

q  {q  —  I  )  q  (q  —  l)(q  —  2  ) 

2  1.2.3 

y(y  — 0(y  — a)(y  — 3)  ^ 
1.2.3.4 
,  y(y  — 0(y  — 2)(y  — 3)(y  — 4) 
I .2.3.45 

où  Au,  A2u,  A3  u,  A4  m,  A5u  sont  les  nombres  fournis  par 
la  Table,  et  le  calcul  sera  dix  fois  plus  long  au  moins  que 
celui  de  Fédor  Thoman,  dont  la  supériorité  parait  dé- 
courageante pour  les  calculateurs  qui  voudraient,  à  l'a- 
venir, perfectionner  de  nouveau  le  calcul  numérique  des 
logarithmes. 

La  recherche  du  nombre  correspondant  à  un  logarithme 
donné  est  tout  aussi  simple.  Si  le  logarithme  est  petit  et 
que  l'on  ait 

]ogx  =  6, 


(  M 

on  pourra  prendre 

(  2  )  .V  =    1  - 


en  négligeant  le  carré  de  0. 

Comment  réduire  maintenant  un  logarithme  quel- 
conque à  ceux  auxquels  la  formule  (2)  est  applicable? 

Thoman  y  parvient  en  retranchant  successivement  de 
ce  logarithme  des  logarihmes  connus  dont  l'ensemble 
forme  deux  petites  Tables  dune  page  chacune  et  choisis- 
sant à  chaque  fois,  dans  la  Table  dont  on  doit  faire  usage, 
le  logarithme  le  plus  proche  du  résultat  de  la  soustraction 
précédente. 

Soient  x  le  nombre  cherché  et  logN,  log(i-h«), 
log(i -+-&),...  ,  etc.,  les  logarithmes  successivement 
soustraits,  le  nombre  cherché  sera 


N(i  +a)(i  +  ft}'(i+c).  •  •   f  i  +  t 


«,  &,  c  ne  contiennent  chacun  qu'un  seul  chiffre,  et  - 

A* 

se  calcule,  comme  on  l'a  dit,  par  de  simples  additions. 
Cherchons,  par  exemple,  à  onze  décimales,  le  nombre 
dont  le  logarithme  est 

°.497ï'49872694- 

Le  plus  grand  logarithme,  parmi  ceux  des  cent  pre- 
miers nombres  que  l'on  puisse  retrancher  du  proposé, 
est  celui  de3i  ;  il  reste 

0,005788178860 

dont  on  retranche  successivement  les  logarithmes  de  1 ,01 , 
i,oo3,  i,ooo3,  1,00008,  et  il  reste  o, 00000086 u>83. 
auquel  peut  s'appliquer  la  formule  (2). 
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\  oiei 

tout  Je  calcul  : 

log.r  =  0,497 149872694 

49i36i693834=Jog3ï 

5788178860 
4321373783  =  log  I  ,OI 

1 466805077 

1 300933020  =  log  1 ,  oo3- 

165872057 

i3o2Ô88o5  =  logi  ,ooo3 

356o3252 

34742169  =  log  1 ,00008- 

86io83 

1980223 
23o3 

l9* 

r ,  00000 19827  17X1, 00008 
80000159 

1 ,000081982876  X  1 ,ooo3 
30002.4595 

1 ,ooo383i53493  X  1 ,oo3 
3ooi 146022 

1 ,oo3383 153493  x  1 ,0! 
1 ,oo3383i535 

1 ,013416985028  X  3i 
3o , 40250955084 

.r  =  3,  i4i5g265359 

Il  semble  difficile  de  concevoir,  pour  la  solution  d'un 
tel  problème,  une  méthode  plus  élégante  et  plus  sûre  et 
des  calculs  moins  laborieux.  Comme  le  grand  nombre  des 
chiffres  inscrits  dans  chaque  ligue  est  une  des  nécessités 
de  la  question,  on   ne  doit  s'attacher  qu'à    compter  le 
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nombre  des  lignes,  en  remarquant  que  chacune  s'écrit 
en  quelque  sorte  sans  travail^  lorsqu'elle  n'est  pas  pure- 
ment et  simplement  copiée  dans  uneTable  d'une  seule  page. 

Je  n'essayerai  pas  de  refaire  ici  l'histoire  bien  connue 
et  souvent  étudiée  de  la  théorie  des  logarithmes.  Six  vo- 
lumes in-4°,  publiés  en  1791  sous  le  titre  général  Scjïp- 
tores  logarithmici,  démontrent  suffisamment  l'ardeur  des 
tentatives  sans  cesse  renouvelées  depuis  deux  siècles  pour 
simplifier  les  calculs  en  agrandissant  le  cadre  des  Tables. 
Je  puis  cependant,  sans  m'écarter  du  sujet  de  cet  ar- 
ticle, citer  le  nom  illustre  deHuyghens,  qui  ne  figure  pas 
dans  la  collection  des  Scriptores  logarithmici.  Fédor 
Thoman,  en  effet,  avait  étudié  avec  le  plus  grand  soin 
les  travaux  de  l'illustre  géomètre  relatifs  au  calcul  nu- 
mérique, et  sa  méthode,  très-différente  de  celle  d'Huy- 
ghens,  montre  pourtant  qu'il  en  a  fait  son  profit. 

Les  procès -verbaux  manuscrits  de  l'Académie  des 
Sciences  pour  l'année  1666  contiennent  cette  méthode 
très-ingénieuse,  donnée  sans  démonstration  et  parfaite- 
ment élucidée  dans  les  Comptes  rendus  de  V jé-cadèmie 
des  Sciences  (t.  LX\T,  n°  i3;  1868)  par  un  commen- 
taire de  Thoman  (*).  L'illustre  académicien  connaît  évi- 
demment la  série  qui  représente  1  (1  -h  h),  et  que  Merca- 
tor,  d'ailleurs,  publia  en  1664,  et  sa  méthode  consiste  à 
substituer  à  une  certaine  série,  aisément  déduite  de  celle 
de  Mercator,  une  autre  série  dont  les  premiers  termes 
sont  les  mêmes,  et  dont  la  somme  exacte  représente  une 
fraction  rationnelle  aisée  à  calculer. 

La  méthode  inventée  par  Huyghens  est  restée  inédite 
jusqu'à  ces  derniers  temps.  Dans  les  oeuvres  imprimées 
de  l'illustre  géomètre,  il  n'en  est  fait  aucune  mention, 


(*)  Voir  aussi  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2e  série,  t.  VII, 
p.  3z;  juillet  i8G$. 
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mais,  chose  singulière,  on  en  trouve  une  autre  fort  dif- 
férente de  la  sienne,  dont  Huvghens  a  accru  la  célébrité 
en  critiquant  très-justement  l'une  des  assertions  de  son 
très-ingénieux  et  très-savant  inventeur,  Jacques  Grégory. 
Les  éditeurs  des  œuvres  d'Huyghens  ont  inséré  en  entier, 
dans  le  second  des  quatre  volumes  qu'ils  ont  publiés,  le 
Mémoire  de  Grégory,  fondé  sur  la  remarque,  faite  pour 
la  première  fois  par  Grégoire  Saint-Vincent,  de  l'identité 
de  la  recherche  d'un  logarithme  népérien  avec  le  calcul 
d'une  aire  hyperbolique;  et,  pour  calculer  ce  segment, 
Grégory  emploie  la  méthode  même  qui  donne  Taire  du 
segment  du  cercle,  c'est-à-dire  l'évaluation  de  polygones 
inscrits  et  circonscrits  dont  le  nombre  des  côtés  va  sans 
cesse  en  doublant.  Les  formules,  dans  les  deux  cas,  sont 
exactement  les  mêmes.  Une  première  difficulté  se  présente 
au  début,  mais  elle  est  bien  vite  écartée  :  les  polygones 
considérés  dans  le  cercle  sont  réguliers,  et  leurs  proprié- 
tés s'en  déduisent.  Quels  doivent  être,  dans  l'hyperbole, 
les  polygones  correspondants  pour  que  l'analogie  soit 
conservée?  Quand  on  passe  du  cercle  à  l'ellipse,  la  so- 
lution s'aperçoit  aisément.  Le  polygone  inscrit  ou  cir- 
conscrit à  l'ellipse  doit  être  la  projection  du  polygone 
régulier  inscrit  ou  circonscrit  au  cercle,  et,  pour  cela,  les 
triangles  avant  pour  sommet  commun  le  centre  de  l'el- 
lipse  et  pour  bases  les  divers  côtés,  doivent  être  équiva- 
lents. Il  en  est  de  même  des  polygones  considérés  par 
Grégory,  inscrits  ou  circonscrits  à  un  arc  d'hvperbole. 
Les  triangles  dont  leurs  côtés  sout  les  bases  et  dont  les 
sommets  sont  au  centre  doivent  être  équivalents.  La  re- 
lation entre  l'aire  des  polygones  inscrits  et  circonscrits 
à  un  secteur  hyperbolique  et  celles  des  polygones  d'un 
nombre  de  côtés  double  sont  alors  les  mêmes  que  pour  le 
secteur  circulaire,  et  le  calcul  de  la  surface  d'un  secteur 
hyperbolique  devient  par  là  extrêmement  facile. 
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Après  avoir  ainsi  choisi  le  procédé  de  calcul,  Grégory 
aperçut  aussitôt  que  certains  secteurs,  pour  être  obtenus 
avec  une  approximation  donnée,  exigent  moins  de  cal- 
culs que  d'autres,  et,  si  l'on  veut  parler  des  logarithmes 
qu'il  faut  connaître,  que  ceux  des  nombres  voisins  de 
l'unité  sont  les  plus  faciles  à  obtenir.  Le  parti  qu'il  tire 
de  cette  remarque  est  fort  ingénieux.  Après  avoir  calculé 
à  vingt-six  décimales  le  logarithme  népérien  de  10,  il  veut 
ensuite  obtenir  ceux  des  nombres  premiers  inférieurs  à 
ioo,  et,  comme  il  les  obtient  par  ordre  en  commençant 
par  le  plus  petit,  log2,  il  suffit  évidemment,  pour  obtenir 

logyy,  de  trouver  une  fraction  y?  peu  différente  de  l'unité 

et  telle  que,  p  étant  l'un  des  facteurs  des  nombres  a  ou 
b  premiers  entre  eux,  les  autres  soient  tous  moindres  que 
p.  On  a,  par  exemple, 

664848  =  7Xi3X25x36, 

664849  =  3 1  X472, 

et  par  conséquent 

log^|g||  =  log3i  +  2log47— log7— logi3— 51og2— 61og3, 

et,  le  premier  membre  se  calculant,  on  en  déduira  le  lo- 
garithme de  47?  lorsque  ceux  des  nombres  premiers  infé- 
rieurs seront  connus. 

Les  nombres  auxiliaires  dont  Grégory  fait  usage  pour 
calculer  le  logarithme  de  2  et  celui  de  3  (celui  de  10  étant 
connu)  sont 

1000  =  23  X  53, 
1024  =  210, 
328o5  =  5X  3% 
32768  '=  2'\ 
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r  n  .  I024  328o5        ,.^,  ,    ,  j 

Les  tractions et  - — -rrr  ditlerent  notablement  de 

1000        .32700 

l'unité,   mais  toutes  celles  qu'il   considère  ensuite   s'en 

rapprochent  bien  davantage,    et  la  différence  entre  les 

deux  termes,  qui  grandissent   rapidement,   est   toujours 

d'une  seule  unité.  On  a,  par  exemple, 

2400  ==  3  X  25  X  52, 

2401  =  7% 

o,8oo  =  23x52X  72, 
9801  =  1 1  x  3% 

1 23200  =  7  x  11  X  5'  X  26- 

123201  =  i3'X36. 

Le  premier  groupe  servira  à  calculer  le  logarithme  de 
7,  le  second  celui  de  1 1,  et  le  troisième  celui  de  î.3. 

Les  logarithmes  des  nombres  inférieurs  à  100  étant 
connus,  pour  obtenir  les  suivants,  Grégory  considère  la 
formule 

{a-f-i)  (a  —  i)3 
(a  —  2)  a3 

Le  numérateur  et  le  dénominateur  ont  au  moins  les 
six  premiers  chiffres  communs,  elle  diffère  donc  fort  peu 
de  l'unité,  et  son  logarithme,  étant  connu,  permettra  de 
calculer  loga,  au  moyen  des  logarithmes  qui  le  précèdent, 
car  les  facteurs  de  a  -+-  1,  a  étant  impair,  sont  nécessai- 
rement moindres  que  a.  Si,  par  exemple,  on  fait  a=  641 , 
la  fraction  est  égale  à 

1281 
1682964467 19 

Elle  est  de  celles  pour  lesquelles  un  seul  ternie  de  la 
formule  donne,  pour  le  logarithme,  plus  de  douze  déci- 
males exactes. 

D'après  cet  exposé,  tout  lecteur  attentif  comprendra 
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F  exactitude  de  la  méthode  de  Grégory.  Huyghens  aussi 
ne  l'a  pas  contestée,  et  la  critique  qu'il  lui  oppose  porte 
sur  un  autre  point.  Le  calcul  successif  des  polygones  peut 
être  poussé  aussi  loin  qu'on  veut,  et  l'approximation 
qu'on  en  peut  déduire  n'a  aucune  limite.  Mais  pourrait- 
on  obtenir  le  résultat  exact  et  rigoureux?  Peut-on,  en  un 
mot,  assigner  la  limite  vers  laquelle  converge  cette  suite 
indéfinie  d'expressions  que  Grégory  enseigne  à  former? 
Les  deux  premières  étant  A  et  B,  celles  qu'on  en  déduit 
A'  et  B',  sont  données  par  les  équations 

A'  =  v/ÂB, 
2AB 


B'  = 


y/AB 


Pour  prouver  qu'il  est  impossible  d'assigner  analyti- 
quement  la  limite  vers  laquelle  convergent  les  quantités 
ainsi  calculées,  Grégory  fait  le  raisonnement  suivant  : 
Si  cette  limite  existe,  elle  doit  être  une  fonction  déter- 
minée de  A  et  de  B  -,  nous  écririons  aujourd'hui  cj/(A,B)  ; 
mais  on  aurait  pu  prendre  pour  valeur  initiale  A'  et  B'; 
la  limite  aurait  été  <p(A',  B')  $  on  doit  donc  avoir 

<p(A,B)  =j,(A',B'). 

Cela  est  parfaitement  exact,  mais  le  géomètre  anglais 
affirme  à  tort,  ou  tout  au  moins  sans  preuve  suffisante, 
que  cette  équation  est  impossible.  Posons,  dit-il, 


A  =  a*-haïb, 
B  =  ab*  +  b\ 


on  en  déduira 

l  A'=  ab(a+  b), 
|   B'  =  iab\ 

et  il  affirme  qu'aucune  fonction  algébrique  de  a3  -+-  a2  b 
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et  de  ab~  -+-  b3  ne  peut  rester  invariable  quand  on  y  rem- 
place les  deux  binômes  par  les  expressions  (/?).  La  preuve 
de  Grégory  est  exposée  en  termes  douteux  et  enveloppés, 
qui  doivent  tout  d'abord  la  rendre  suspecte.  Il  n'a  pas  le 
droit,  d'ailleurs,  de  choisir  arbitrairement  A  etB.  A  doit 
être  un  polygone  inscrit  et  B  le  polygone  circonscrit  cor- 
respondant. Par  conséquent,  l'impossibilité  de  trouver 
une  limite  dans  le  cas  qu'il  a  choisi  n'entraînerait  nulle- 
ment la  conséquence  relative  au  cas  dont  on  doit  s'occu- 
per. Il  est  singulier  que  iUontucla,  éclairé  par  la  critique 
précise  et  ferme  d'Huvghens,  n'ait  pas  démêlé  l'erreur 
de  Grégory  sous  la  subtilité  apparente  de  sa  polémique; 
le  jugement  qu'il  en  porte  marque,  en  effet,  un  embarras 
que  le  géomètre  ne  doit  pas  connaître  :  a  Les  géomètres, 
dit-il,  ne  me  paraissent  pas  avoir  prononcé  sur  cette 
contestation,  et,  quoique  je  sois  porlé  à  regarder  la  dé- 
monstration de  Grégory  comme  concluante,  je  les  imi- 
terai. » 

On  me  pardonnera  de  revenir  sur  des  travaux  si  an- 
ciens, fort  oubliés,  il  est  vrai,  aujourd'hui,  mais  qui  se 
trouvent  dans  toutes  les  bibliothèques.  Leur  souvenir 
chez  moi  est  lié  à  celui  de  Thoman,  qui  les  admirait  et 
en  parlait  souvent.  Il  était  bon  juge  sur  les  questions  de 
ce  genre,  comme  sur  toutes  celles  qu'il  avait  étudiées  à 
fond  ;  le  nombre  en  était  grand  ;  sur  les  autres  il  se  taisait 
systématiquement  :  Je  ne  saurais  'vous  le  dire  était  la 
réponse  la  plus  habituelle  de  ce  curieux  infatigable,  dont 
les  études  profondes  et  variées  n'ont  cessé  qu'avec  la  vie, 
et  dont  la  mémoire,  sans  cesse  exercée,  était  la  plus  sûre 
peut-être  et  la  plus  solidement  nourrie  qu'il  m'ait  été 
donné  de  consulter.  J.  Bertrano. 
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SUR  LA  RÉSOLUTION  TRIuONOMETRIQUE  DE  L'ÉQIATION 
011  TROISIÈME  DEGRÉ-, 

Par  M.   A.   DE  SAINT-GERMAIN. 


Un  des  procédés  les  plus  simples  pour  le  calcul  loga- 
rithmique des  racines  de  l'équation  du  troisième  degré, 
quand  elles  sont  toutes  réelles,  est  fourni  par  la  compa- 
raison de  l'équation  proposée  avec  celle  qui  donne  cos{  a 
en  fonction  de  cos«.  Je  veux  faire  remarquer  que  la  même 
méthode  conduit  aux  formules  employées  ordinairement 
pour  le  calcul  logarithmique  des  racines  quand  deux 
d'entre  elles  sont  imaginaires.  Seulement  nous  aurons  à 
employer  des  arcs  imaginaires,  dont  le  cosinus  se  définira, 
en  vertu  de  l'équation  d'Euler,  par  l'identité 


Comme  on  a  d'ailleurs,  quels  que  soient  s  et  t, 


,i  -l  ,,s+l 


la  combinaison  de  ces  deux  formules  donne 

cos( *  -h  ti )  =  \  ( esi-'  -f-  e~si+l  )  * 

=  ~[e~'(coss  -h  i uns)  +  e'(cos.y  —  tsins)], 

ou 


,t gt—t 


cl  -t-  e~l                   e'  —  er 
i)  cos(s-W')=  cos.v  —  i sins. 

Soit  l'équation 

.r?  -+-  px  -f-  q  =  O . 
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Nous  savons  que  l'équation 

(2)  X3 —  i  12X —  jA3  COSrt  =  O 

admet  pour  racines 

a  iit-\-a  l^T.^-a 

(o)      ar,  =  Acos-5     Xi  =  >.  cos ^ >     x3  =  A  cos • 

o  à  6 

Si  donc  on  identifie  l'équation  proposée  avec  (2),  elle 
aura  les  mêmes  racines  qui  nous  sont  connues,  el  nous 
pourrons  les  calculer  par  logarithmes.  Il  suffit  pour  cette 
identification  de  prendre 


(4)  l  =  ^\J: 


■p     — „-  3? 


2V  3 


— p 


À  et  a  ne  seront  réels  que  si  les  trois  racines  de  la  pro- 
posée le  sont  elles-mêmes. 

Dans  le  cas  d'une  seule  racine  réelle,  on  remarquera 
que  les  sinus  et  cosinus  des  arcs  imaginaires  satisfaisant 
aux  équations  ordinaires  de  la  Trigonométrie,  on  peut 
dire  que  F  équation  (2)  admet  toujours  les  racines  (3), 
quels  que  soient  ?.  et  a.  En  ne  s' astreignant  plus  à  les 
prendre  réels,  l'identification  précédente  reste  possible, 
et  les  racines  de  la  proposée  ont  toujours  la  forme  (3); 
mais  nous  devons  les  expliciter,  et  pour  cela  distinguer 
deux  cas, "suivant  le  signe  de  p. 

Soit  p  <^°i  mais  4^3  +  27<72^>°-  Les  équations  de 
condition  (4)  donnent  pour  1  et  cos  a  des  valeurs  réelles; 
mais  cette  dernière  plus  grande  que  limité.  On  devra 
donc  prendre  a  de  la  forme  s  -f-  ti,  et  en  vertu  de  1  éga- 
lité (1),  la  seconde  condition  (4)  donnera 

37 
(5)     2  cosa  =  (e'-\-  e~')  coss  —  i(e'  —  e-')sms  ~ 
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Le  second  membre  étant  réel,  Je  coefficient  de  /dans  le 
premier  doit  s'annuler,  ce  qui  exige  ou  ec—e~l,  ou 
sins  =  o.  La  première  hypothèse  donne  t  =  o,  a  réel, 
ce  qui  est  inadmissible  \  il  faut  donc  vérifier  la  seconde 
condition,  et  il  suffit  de  prendre  5  =  0.  L'équatiou  (5) 
devient  alors 

3* 


e'-\-e~ 


r  P 
3 


*p\j- 


Soit  3a  l'une  des  deux  racines  réelles  de  cette  équation, 
qu'on  peut  résoudre  par  logarithmes  en  posant 

6-'=cot(p,      e~'=  tang<p,      e' -\- t 

Les  racines  de  l'équation  proposée,  qui  ont  toujours  la 
forme  (4),  sont,  eu  égard  à  l'égalité  (1), 


r, 

.         a 
=  /  cos  -  = 
0 

\  COS  CCI  z 

=sf- 

-f<- 

-i-o 

=v- 

f  /  Si 

—  3  WcotT 

-Hy'tangcp), 

r2 

=  Xcos(y 

-h 

"> 

V- 

1[- 

-;(- 

■+-*-•) 

—  1  —  (e*  ■ 
1    K 

-«-)], 

h 

-      M* 

=/cosU 

-t- 

")- 

V: 

-s[- 

->: 

-4-e-) 

■fi, 

-hi  —  (ca- 

1 

-,-,]• 

On  sait  rendre  ces  formules  calculables  par  logarithmes 
en  posant 

<?"==  yCOtcji  =  COtô, 

et  on  retrouve  le  calcul  connu,  pour  la  première  racine, 
qui  est  réelle,  et  les  deux  autres  imaginaires. 

Dans  le  cas  où  p  est  positif,  les  conditions  (4)  donnent 
pour  X  et  cosrt  des  valeurs  imaginaires,  sans  partie  réelle  5 
l'angle  a  se  déterminera  encore  par  l'équation  (5)  5  mais 
ici  c'est  la  partie  réelle  du  premier  membre  qui  doit  dis- 

Ann.  de  Alalhcmat.,  2e  série,  t.  X.  (Février  1871.  O 
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paraître,  et  il  suffit  pour  cela  de  poser  s  =  — ■  Si  on  in- 
troduit le  même  angle  o  que  précédemment,  l'équation  (5) 
devient 

37 


e' —  e~'=  2  COt2cû  =: 


vl 


Désignons  encore  par  3  a  la  racine  réelle  de  cette  équa- 
tion, ce  qui  donne 


a  — hos/, 

2 


.7?,  =  ),  cos 


les  racines  de  la  proposée  seront 

.r2  =  1  cos  (~  +  a  i  J  =  y  ^  -  1 1?  (c«  +  e~- )  -4-  ^  ( ^  -  *-  ) J  , 
*3  =  X  cos  ^  -i-  aij  =  y/|  («--  —  «•)  =—  y  f  (v  êoT^  -  V'tangcp) 

On  saura  encore  rendre  ces  formules  calculables  par  loga- 
rithmes, et  la  troisième  racine  se  présentera  seule  comme 
réelle. 

PROPRIÉTÉS  FOCALES  DES  FIGURES  HOMOGRAPHIQIES. 


(Extrait  d'un  Rapport  présenté  à  la  Société  royale  de  Londres  par  M.Henry- 
J.  Stephen  Smith,  professeur  à  l'Université  d'Oxford.) 


I.  Définition  du  foyer  dans  les  figures  homograpJti- 
ques.  —  Lorsque  deux  figures  planes  (il,  <w)  sont  en  per- 
spective, S  étant  le  centre  de  perspective,  fîj  rot  l'axe  de 
perspective,  nous   savons  qu'il  existe  dans  chacune  des 
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figures  une  droite  qui  a  sa  perspective  sur  l'autre  plan  à 
l'infini  ;  nous  appellerons  ces  deux  lignes  les  lignes  éva- 
nouissantes des  deux  Cgures.  Ces  lignes  partagent  les 
deux  plans  en  deux  régions.  Je  les  appellerai  (^i),  (Û2) 
et  (&>,),  (w2).  Je  suppose  que  (^1)  soit  la  région  de 
Q.  où  se  trouve  Q>i  «j  ;  alors  cette  ligne  sera  également 
située  dans  (*»i)5  on  pourra  voir  alors  que,  si  P,  p  sont 
des  points  correspondants  de  (^1)  et  (^î),  les  rayons  SP, 
sp  sont  de  même  signe,  tandis  que,  si  P  et  p  sont  des 
points  correspondants  de  (n2)  et  de  (o>2),  les  rayons  SP, 
sp  sont  de  signes  contraires. 

Lorsque  les  directions  positive  et  négative  d'une  ligne 
droite  dans  l'un  des  plans  £i  et  w  sont  déterminées,  il  en 
est  de  même  des  directions  correspondantes  de  la  ligne 
perspective,  c'est-à-dire  que,  si  un  point  se  meut  dans  la 
direction  positive  d'une  droite  sur  un  des  plans,  son  image 
sur  l'autre  plan  se  meut  dans  la  direction  positive  cor- 
respondante de  l'autre  plan.  Si,  par  suite,  P,  Q  sont  deux 
points  de  la  même  région  de  flt,  et  p,  q  leurs  images,  qui 
sont  nécessairement  dans  la  région  correspondante  de  0), 
la  direction  de  P  à  Q  le  long  du  segment  fini  PQ  est  de 
même  signe  que  la  direction  de  p  à  q  le  long  dû  segment 
finipq.  Mais  si  P,  Q  sont  dans  des  régions  opposées  de  12, 
de  sorte  que  le  segment  fini  PQ  est  rencontré  intérieure- 
ment par  la  ligne  évanouissante  de  Q  au  point  A,  la  di- 
rection p  00  <7  correspond  à  la  direction  PAQ,  et  les  direc- 
tions des  segments yi/zi\v  PQ,  pq  sont  de  signes  contraires. 
Si  A  est  un  point  quelconque  de  la  ligne  évanouissante  de 
fl,  aux  lignes  PA  et  QA  devront  correspondre  des  direc- 
tions semblables  ou  dissemblables  de  deux  droites  paral- 
lèles, images  de  PA  et  QA,  suivant  que  P  et  Q  sont  dans 
la  même  région  ou  dans  des  régions  différentes  de  £1. 

De  plus,  si  dans  le  plan  il  on  considère  une  des  deux 
directions  de  rotation  autour  d'un  point  comme  positive 

5. 
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(par  exemple  celle  qui,  vue  du  point  S,  paraît  se  diriger 
vers  la  droite),  les  signes  des  directions  correspondantes 
de  rotation  dans  co  seront  déterminés.  Mais  la  direction 
qui  paraît  se  diriger  sur  la  droite  sera  positive  dans  (wj) 
et  négative  dans  (w2). 

Par  le  point  S  passent  deux  droites  perpendiculaires 
aux  plans  bissecteurs  de  l'angle  dièdre  formé  par  les  plans 
qui  se  coupent,  12  et  «.  Supposons  que  ces  lignes  cou- 
pent le  plan  H  en  Ft,  F2,  et  le  plan  w  en  /n  f.  Suppo- 
sons queJ'oSF,  soit  perpendiculaire  au  plan  qui  se  trouve 
dans  le  même  angle  dièdre  que  S.  Alors  SFj,  SJ\  sont  de 
même  signe,  et  F1;  f  sont  respectivement  dans  les  ré- 
gions (O-i)  et  (co,),  tandis  que  SF2,  S/2  étant  de  signes 
contraires,  F2  et/2  sont  dans  les  régions  (Q2)  et  (&>â).  La 
propriété  fondamentale  de  ces  points  est  la  suivante  : 

Les  angles  qui  ont  leurs  sommets  en  Fj  ou  F2,  et  sont 
dans  le  plan  Û,  sont  projetés  sur  le  plan  w  suivant  des 
angles  égaux  dont  les  sommets  sont  f  ou  f,  ou,  en 
précisant  davantage  : 

L'angle  formé  par  des  directions  données  de  deux 
droites  de  lî,  5e  coupant  en  Fj  o«F2,  est  égal  à  V angle 
formé  par  les  directions  correspondantes  des  droites 
correspondantes  de  m,  se  coupant  en  fi  ou  j\. 

Ce  sont  précisément  ces  points  F15  F2,  f\.,f  que  l'au- 
teur appelle  \es  foyers  de  perspective  sur  les  deux  plans 
respectifs  £2,  co.  Les  directions  de  rotation,  vues  du 
point  S,  étant  les  mêmes  pour  les  points  Ft  etf,  tandis 
qu'elles  sont  opposées  autour  de  F2  etf,  les  foyers  Fj  et 
f  seront  appelés  semblables;,  tandis  que  les  foyers  V2,f 
seront  dissemblables. 

II.  Lignes  èquisegmentaires .  —  Tout  point  de  £2t  Wj 
étant  à  lui-même  sa  perspective,  on  peut  dire,  en  ne 
faisant  pas  attention  à  la  coïncidence  de  ces  points,  que 
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iliW!  est  un  axe  équisegmenfaire,  c'est-à-dire  qu'à  tout 
segment  de  ÛjWj,  considéré  comme  appartenant  au  pre- 
mier plan,  correspond  un  segment  égal  dans  l'autre  plan. 
Mais  il  y  a  aussi  un  second  système  de  lignes  équiseg- 
ment aires  qui  ne  coïncident  pas.  En  effet,  menons  par  le 
point  S  un  plan  parallèle  au  plan  qui  contient  les  deux 
lignes  évanouissantes,  ce  plan  coupe  le  plan  des  deux 
figures  suivant  des  lignes  w.2y,  £Î2Y,  qui  sont  des  lignes 
équisegmentaires;  mais  ici  ces  lignes  sont  dissemblables, 
la  ligne  ÛjWj  représentant  les  axes  semblables. 

Lorsque  l'on  lait  tourner  l'un  des  plans,  par  exemple 
œ,  autour  de  Taxe  de  perspective,  on  sait  que  les  figures 
restent  en  perspective,  et  que  le  point  S  décrit  un  cercle 
situé  dans  le  plan  de  symétrie  et  décrit  surF2Fj  comme 
diamètre.  Si  l'on  fait  tourner  l'un  des  plans,  par  exemple 
w,  autour  d'un  axe  perpendiculaire  au  plan  £22  w2  et  mené 
par  S,  après  une  rotation  de  i  80  degrés,  les  deux  figures 
sont  encore  en  perspective,  mais  les  foyers,  qui  d'abord 
étaient  semblables,  deviendront  dissemblables  et  vice 
versa.  Il  en  sera  de  même  des  axes  équisegmentaires.  On 
ne  peut  donc  pas  distinguer  dune  manière  absolue  les 
foyers  en  semblables  ou  dissemblables.  Nous  dirons  seu- 
lement que,  si  un  foyer  est  semblable  à  un  autre,  Taxe  le 
plus  voisin  est  semblable  à  l'axe  le  plus  voisin  de  l'autre 
foyer,  et  inversement. 

C'est  en  partant  de  ces  définitions  que  l'auteur  a  établi 
toute  la  théorie  des  propriétés  focales  des  figures  homo- 
graphiques,  tant  planes  que  dans  l'espace.  Ces  propriétés 
sont  très-curieuses  ta  étudier  et  pourront  certainement 
ouvrir  une  nouvelle  voie  aux  investigations.  Si  nous  pre- 
nons les  titres  de  quelques  chapitres,  par  exemple,  nous 
trouvons  ceux-ci  : 

11 .  Angles  changés  en  angles  égaux  ou  supplémen- 
taires : 
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12.   Segments  changés  en  segments  égaux ; 

14.  Indicatrice,  ou  ellipse  génératrice,  etc. 

De  plus,  l'auteur  nous  présente,  à  la  fin  de  son  ou- 
vrage, une  note  historique  relative  à  la  question,  note  que 
nous  allons  reproduire  ici. 

«  L'existence  de  deux  couples  d'axes  équisegmentaires 
parallèles  dans  deux  figures  homographiques  était  établie 
par  M.  Môbius  en  1827  [Barjcentrische  Calcul,^.  3 20, 
sect.  23o).  M.  Mubius  a  montré  aussi  que,  si  les  points 
correspondants  de  deux  axes  équisegmentaires  coïncident 
sur  la  ligne  d'intersection  des  deux  plans  homographi- 
ques, ces  plans  sont  en  perspective.  Magnus  [Sammlung 
von  Aujgaben  und  Lehrsàtzen  aus  der  analjtischen 
Géométrie  ;  Berlin,  i833;  p.  41»  sect.  12)  a  prouvé  que, 
dans  deux  figures  planes  homographiques,  il  existe  un 
couple  de  points  correspondants  pour  lesquels  les  fais- 
ceaux correspondants  sont  équiangulaires,  et  que,  si  les 
figures  sont  placées  dans  un  même  plan,  avec  ces  centres 
de  collinèation  coïncidant,  et  que  chacune  d'elles  tourne 
dans  son  propre  plan  autour  du  centre  de  collinèation, 
elle  deviendra  homologique  à  l'autre  dans  deux  positions 
diamétralement  opposées.  Dans  l'une  de  ces  positions, 
une  paire  d'axes  équisegmentaires  coïncideront,  tandis 
que,  dans  l'autre  position,  ce  sera  l'autre  paire.  Magnus 
dit  expressément  que  «  de  deux  systèmes  placés  collinéai- 
»  rement  (c'est-à-dire  deux  figures  planes  dont  les  lignes 
»  de  l'infini  ne  coïncident  pas),  chacun  a,  en  général,  un 
»  seul  centre  de  collinèation.  »  Comme  Magnus  suppose 
tacitement  que  les  figures  ne  sont  pas  dans  une  position 
quelconque  relativement  l'une  à  l'autre,  mais  sont  déjà 
placées  dans  le  même  plan,  ce  rapport  n'est  pas  erroné; 
mais  ce  n'est  qu'une  partie  de  la  vérité,  et  l'analvse  par 
laquelle  Magnus  obtient  un  centre  de  collinèation  dans 
chaque  figure,  en  fournira  aussi  une  autre  paire,  si  l'on 
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change  le  signe  de  la  constante p  dans  les  équations  (i)  de 
la  page  42  (loc.  cit.).  Il  est  tout  à  fait  vrai  que,  si  les  deux 
figures  sont  une  fois  placées  dans  le  même  plan,  il  y  a 
seulement  un  point  de  chacune  qui  peut  être  considéré 
comme  centre  de  collinéalion.  Et  ce  fait,  que  Magnus  a 
prouvé  analytiquement,  M.  Salmon  l'a  aussi  reconnu  géo- 
métriquement (Higher  plane  Curves,  art.  23o,  p.  246). 
Mais  il  faut  se  rappeler  que  deux  plans  peuvent  être  pla- 
cés en  coïncidence  de  deux  manières  différentes,  suivant 
qu'ils  sont  placés  face  à  face  ou  faisant  le  même  lieu,  et 
que,  dans  l'une  de  cps  positions  de  coïncidence,  l'un  des 
couples  de  foyers  donne  les  centres  de  collinéation,  tandis 
que  c'est  l'autre  couple  dans  la  seconde  position.  Il  est 
utile  d'ajouter  que,  tandis  que,  comme  l'a  observé  M.  Sal- 
mon, la  position  des  points  circulaires  à  l'infini  n'est  pas 
altérée  par  un  mouvement  de  translation  ou  de  rotation 
d'une  figure  plane  dans  son  propre  plan,  ces  deux  points 
imaginaires  sont  intervertis,  si  la  figure  tourne  d'un  angle 
de  180  degrés  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan.  Et  le 
changement  du  centre  de  collinéation,  qui  arrive  lorsque 
l'une  des  figures  homographiques  dont  les  plans  coïnci- 
dent a  ainsi  tourné,  est  une  conséquence  nécessaire  de  la 
permutation  des  points  circulaires  imaginaires  de  la  figure 
tournée. 

»  Dans  le  Traité,  de  Géométrie  supérieure,  un  seul 
couple  d'axes  équisegmentaires  et  un  seul  couple  de  foyers 
est  expressément  mentionné;  mais  l'omission  est  pure- 
ment accidentelle,  car  les  méthodes  par  lesquelles  on  ob- 
tient ces  figures  fournissent  également  l'autre  couple.  Le 
théorème  qui  dit  que,  si  deux  pians  sont  en  perspective, 
les  foyers  sont  les  points  où  ils  sont  percés  par  des  per- 
pendiculaires abaissées  du  centre  de  perspective  sur  les 
plans  bissecteurs  des  angles  des  deux  plans  est  une  consé- 
quence   immédiate  d'un   principe,   d'abord  énoncé   par 
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M.  Chasles  [Aperçu  de  l  Histoire  des  méthodes  en  Géo~ 
mètrie,  Note  IV)  et  plus  tard  employé  par  M.  Mulcahy 
(Principles  of  modem  Geometry,  cap.  VIII,  art.  1 15).  » 
Après  la  communication  de  cette  Note  à  la  Société  ma- 
thématique de  Londres,  mais  (il  n'est  pas  nécessaire  de  le 
dire)  tout  à  fait  en  dehors  de  cette  Note,  trois  Mémoires 
ont  paru,  en  partie  relatifs  au  même  sujet  :  I.  Dans  le 
numéro  de  mai  1869  °-es  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques, M.  Abel  Transon  obtient  le  théorème  des  deux 
couples  de  foyers  par  l'application,  d'une  méthode  analy- 
tique très-générale;  il  décrit  exactement  la  similitude  et 
la  dissimilitude  des  foyers  et  parle  du  théorème  lui-même 
comme  de  «  une  propriété  de  l'homographie  qui  n'avait 
peut-être  pas  encore  été  remarquée  ».  —  IL  M.  Riche- 
lot,  de  Kônigsberg,  dans  une  j\ote  datée  du  -2g  octobre 
1868,  et  publiée  dans  la  seconde  partie  du  70e  volume  du 
Journal  de  Crelle,  a  considéré  la  théorie  analytique  des 
figures  homographiques  dans  l'espace  et  a  été  conduit  à 
la  considération  de  leurs  propriétés  focales.  Il  semblerait 
cependant  que  M.  Richelot  suppose  que  les  tangentes 
aux  coniques  focales  sont  les  seuls  axes  des  faisceaux 
équiangulaires  de  plans,  tandis  que,  comme  nous  l'avons 
montré,  cette  propriété  existe  pour  toute  génératrice  d'un 
hyperboloïde  confocal.  La  cause  de  la  méprise  (si  c'en 
est  une)  se  trouve  dans  les  expressions  :  «  Es  mus  s,  in 
der  That,  eine  Axe  im  obigen  Sinne  (c'est-à-dire,  si 
nous  comprenons  bien  M.  Richelot,  une  ligne  qui  est 
l'axe  d'un  faisceau  de  plans  équiangulaires  avec  le  fais- 
ceau correspondant)  die  Eigenschajt  hesitzen ,  dass 
unter  den  unendlich  vielen  aufihr  senhrechten  Ebenen 
eine  existirt,  deren  entsprechende  Ebene  auf  der  der 
Axe  entsprechenden  Geraden  senhrecht  steht  (p.  1 4 1) • 
Cette  propriété  n'est  cependant  pas  possédée  par  tout 
axe  d'un  faisceau  de  plans  équiangulaire  avec  le  faisceau 
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correspondant,  mais  seulement  par  ceux  qui  sont  dans 
l'un  des  plans  principaux.  M.  Ptichelot  parle  d'un  travail 
prêt  à  paraître  d'un  de  ses  élèves,  M.  Miigis,  comme  de- 
vant contenir  une  théorie  complète  de  l'homographie 
dans  l'espace.  —  III.  Dans  le  numéro  de  novembre  1869 
des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  M.  Housel 
énonce  ce  théorème  :  En  déplaçant  sans  déjormation 
deux  figures  homographiques  dans  l'espace,  on  peut 
les  rendre  homologique  s.  Ce  théorème  n'est  pas  d'accord 
avec  l'art.  5o  de  la  présente  JNote,  puisque  dans  cet  article 
on  a  démontré  que  les  plans  équisegmentaires  correspon- 
dants ne  sont  pas  superposables,  excepté  dans  le  cas  de 
l'homographie  sphéroïdale.  Mais  l'analyse  de  M.  Housel 
semble  insuffisante  pour  établir  cette  conclusion,  puis- 
qu'il n'est  pas  démontré  que  les  valeurs  obtenues  en  der- 
nier lieu  des  dix  inconnues  de  l'article  XIII  du  Mémoire 
de  M.  Housel  satisfont  aux  douze  équations  de  cet  article 
(les  valeurs  des  inconnues  ne  sont  pas  données  sous  forme 
explicite,  et  il  y  en  a  seulement  dix,  et  non  pas  onze, 
parce  que  p  dépend  de  X,  Y,  Z).  Et  la  conclusion,  consi- 
dérée eu  elle-même,  est  inadmissible,  car  une  transfor- 
mation homologique  de  l'espace  doit  changer  le  cercle 
imaginaire,  suivant  lequel  toutes  les  sphères  se  coupent 
en  un  cercle,  tandis  que,  en  général,  ce  cercle  est  changé 
en  une  ellipse  imaginaire  par  la  transformation  homo- 
graphique.  Ensuite,  la  relation  homographique  dépend 
de  quinze  constantes,  la  relation  homologique  de  sept,  et 
les  six  constantes  de  déplacement  peuvent  seulement  ré- 
duire les  quinze  constantes  à  neuf.  Ainsi,  il  semblerait  à 
priori  que  deux  conditions  doivent  être  satisfaites,  lorsque 
deux  espaces  homographiques  seraient  capables  d'une  po- 
sition homologique,  et  l'équation  A  =  B  (ou  a  —  h)  de 
l'art.  5o  est  équivalente  à  deux  rotations  indépendantes 
entre   les  quinze  constantes  de  l'homographie,  puisque 
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cette  équation   est  équivalente  aux  deux  conditions  né- 
cessaires pour  qu'une  certaine  coniquedevienne  un  cercle. 


SLR  LE  DEVELOPPEMENT  M  BINOME; 

Par  M.  Désiré  ANDRÉ. 


I. 

Théorème.  —  La  somme  des  p  premiers  coefficients 
de  [a  —  b)m  est  égale  au  p'eme  coefficient  de  [a  —  &)"'-1. 

Supposons  ce  théorème  vrai  pour  la  somme  des  p  —  i 
premiers  coefficients  de  (a  —  b)m\  en  désignant  par  C^ 
le  nombre  des  combinaisons  simples  de  m  objets  n  à  n  et 
convenant  de  regarder  C"„  comme  égal  à  l'unité,  nous 
aurons 

n  =  o 

Ajoutons  aux  deux  membres  de  cette  égalité  le  plème  coef- 
ficient de  [a  —  b  )'"  ;  nous  trouvons 

(-■K-cgr-r-  2  (->)"<ï=(-*)^<&+(-i)^,cê-«i 

ou  bien 

n  =  p  —  i 

2  (-n"C—  (-i)M(-  ïfc+CST); 


or 


—  O'-7  H-  C/'-' 

lit — I  Ht 


V 


(-Onc^  =  (-i)^cgl-'I 
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On  voit  ainsi  que,  si  le  théorème  est  vrai  pour  Ja 
somme  des  p —  i  premiers  coefficients  de  (a —  £)'",  il 
l'est  encore  pour  la  somme  des  p  premiers  coefficients. 
Nous  achèverons  donc  la  démonstration  si  nous  faisons 
remarquer  que  ce  théorème  est  vrai,  évidemment,  pour 
le  premier  coefficient,  ainsi  que  pour  la  somme  des  deux 
premiers. 

Remarque.  —  La  démonstration  précédente  ne  s'étend 
pas  au  cas  où  l'on  prendrait  tous  les  coefficients  de 
[a  —  b)"l\  mais,  alors  encore,  on  peut  dire  que  le  théo- 
rème subsiste.  Dans  ce  cas,  en  effet,  on  prend  la  somme 
des  m  -h  i  premiers  coefficients  de  [a  —  b)"1,  somme  qui 
est  zéro;  et  le  [m  -+-  i)'è"'e  coefficient  de  (a  —  &)'"-1,  le- 
quel n'existe  pas,  peut  être  regardé  comme  égal  à  zéro. 

II. 

Théorème.  —  Si  m  est  un  nombre  premier.  la  somme 
( — i)f  C£j_, —  i  est,  quel  que  soit  /?,  divisible  par  ni. 

D'après  le  théorème  précédent,  nous  avons,  en  effet, 

(-iïpqn_I-i=-ctn+c*m-c3m-h-..-h(-i?CPm. 

Or,  p  ne  dépassant  pas  ni  —  i,  tous  les  termes  du  second 
membre  sont  divisibles  par  /?/,  si  m  est  premier.  Le  pre- 
mier membre,  dans  ce  cas,  est  donc  aussi  divisible  par  m. 

c.    Q.    F.    D. 

Remarque.  —  On  peut  évidemment,  dans  l'énoncé 
de  ce  dernier  théorème,  remplacer   (  —  i)?)C^._1 — i  par 

o;n_-{-xy. 

m. 

Théorème.  —  m  étant  un  nombre  premier,  si  l'on 
écrit  les  coefficients  de  [a  -+-  b)'"~i,  que  Von  ajoute  -f-  i 
à  ceux  de  rang  pair  et  —  i  à  ceux  de  rang  impair,  on 
obtient  des  nombres  qui  sont  tous  divisibles  par  m. 


(  76  ) 

Les  nombres  ainsi  obtenus  ne  sont,  en  effet,  autre  chose 
que  les  valeurs  numériques  de  l'expression  C£,_, —  ( — i)p, 
lorsqu'on  y  remplace  p  par  les  nombres  o,  i,  2,..., 
(m  —  1). 

Exemple.  —  Le  nombre  11  est  premier-,  les  coeffi  - 
cients  de  (a-;~Z>)10  sont 

I,      10,      45,      120,      2.10,      a52,      210.      etc.; 

en  ajoutant  h-  1  aux  coefficients  de  rang  pair,  —  1  à  ceux 
de  rang  impair,  on  trouve  les  nombres 

o,      11,     44*      I2I>      209>      ^53,      20g,     etc., 

qui  sont  tous  divisibles  par  1 1. 

DEMONSTRATION  DE  DEUX  THÉORÈMES  RELATIFS 
A  UNE  SIRFACE  DU  SECOND  DEGRE; 

Par  feu  R.  L.  ELLIS. 


(Traduit  de  l'anglais  de  The  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied 
Malhematics.  ) 


M.  Chasles  a  donné,  dans  son  j4 perçu,  deux  théorèmes 
correspondant  dans  les  trois  dimensions  respectivement 
à  ceux  de  Pascal  et  de  Brianchon-,  les  démonstrations 
suivantes  déduisent  ces  théorèmes  de  M.  Chasles  des  deux 
autres. 

Théorème  I.  —  Si  les  six  arêtes  d'un  tétraèdre  sont 
coupées  chacune  en  deux  points  par  une  surface  du 
second  ordre,  et  que  les  douze  points  ainsi  obtenus 
soient  groupés  trois  à  trois  sur  quatre  plans  opposés 
chacun  à  un  sommet  du  tétraèdre,  chaque  plan  coupe 
la  face  opposée  du  tétraèdre.  Les  quatre  intersections 
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sont  des  génératrices  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe, 
et  font  partie  du  même  système. 

Démonstration, —  Soient  a,  b,  c,  d  les  quatre  sommets 
du  tétraèdre;  a,  (5,  y,  $  les  faces  opposées  du  tétraèdre; 
a',  (3',  y',  â'  les  quatre  plans  mentionnés  dans  l'énoncé, 
a'  étant  opposé  à  a.  Nous  appellerons  les  lignes  aa'  les 
lignes  de  Chasles;  considérons  le  plan  a.  Par  son  inter- 
section avec  les  plans  j3,  y,  â,  |3',  y',  J',  il  forme  un  hexa- 
gone auquel  on  peut  appliquer  le  théorème  de  Pascal. 
Les  traces  de  (3,  j3', .  .  .  sont  donc  sur  une  droite  que  l'on 
peut  appeler  la  droite  de  Pascal.  L'un  de  ces  points  est 
sur  l'intersection  des  plans  (3,  (3';  l'autre  sur  l'intersec- 
tion des  plans  y.  y' '  ;  le  troisième  sur  celle  des  plans  â,  §' . 
Par  conséquent,  cette  ligne  de  Pascal  coupe  trois  des 
lignes  de  Chasles.  Elle  coupe  aussi  la  quatrième,  puisque 
ces  droites  sont  dans  le  même  plan  a.  Il  y  a  une  ligne  de 
Pascal  sur  chacune  des  faces  du  tétraèdre,  et  Ion  a  ainsi 
deux  systèmes  de  quatre  lignes,  chacune  de  celles  d'un 
système  coupant  toutes  celles  de  l'autre. 

Mais  lorsqu'une  ligne  rencontre  toujours  trois  droites, 
elle  engendre  un  hyperboloïde  à  une  nappe,  et  il  est  évi- 
dent que  les  quatre  lignes  de  Chasles  sont  des  génératrices 
d'un  même  système. 

Corollaire.  —  Les  quatre  lignes  de  Pascal  sont  des 
génératrices  de  la  même  surface  et  de  l'autre  système. 

Théorème  IL  • —  Sur  chaque  jace  d'un  tétraèdre 
comme  base,  on  élève  une  pyramide  triangulaire ,  et 
Voji  joint  le  sommet  de  chaque  pyramide  au  sommet 
opposé  du  tétraèdre.  Si  les  douze  faces  des  quatre  pyra- 
mides sont  tangejites  à  une  même  surface. du  second 
degré,  les  quatre  lignes  que  nous  avons  menées  sont  des 
génératrices  du  même  système  d'un  hyperboloïde  à  une 
nappe. 
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Démonstration.  —  Considérons  les  six  plans  tangents 
qui  passent  par  un  même  sommet  du  tétraèdre.  Alors 
leurs  six  points  de  contact  sont  situés  sur  un  même  plan, 
que  je  trace.  Son  intersection  avec  les  six  plans  donne 
un  hexagone  circonscrit  à  la  conique.  Par  suite,  les  trois 
diagonales  passent  par  un  même  point,  qui  est  commun 
aux  trois  plans  passant  par  le  sommet  que  nous  avons 
considéré,  par  un  autre  sommet  du  tétraèdre  et  le  sommet 
de  la  pyramide  opposée  à  ce  dernier*,  et,  comme  ces  plans 
ont  deux  points  communs,  ils  ont  une  intersection  com- 
mune qui,  comme  il  est  facile  de  le  voir,  rencontre  les 
quatre  lignes  du  théorème.  Il  est  clair  qu'il  y  a  quatre 
lignes  semblables,  et,  par  conséquent,  comme  dans  le 
premier  théorème,  on  a  deux  séries  de  quatre  lignes, 
chaque  ligne  d'une  série  coupant  toutes  les  lignes  de 
l'autre;  donc  les  quatre  lignes  du  théorème  sont  bien  des 
génératrices  du  même  système. 

Corollaire.  —  Les  quatre  lignes  menées  d'un  sommet 
du  tétraèdre  au  point  de  Brianchon  correspondant  sont 
des  génératrices  de  l'autre  système. 

Scolie.  —  Ces  deux  corollaires  semblent  sortir  de  la 
question,  comme  n'étant  pas  mentionnés  par  M.  Chasles 
dans  la  démonstration  qu'il  a  donnée  de  ces  deux  théo- 
rèmes. J'ajouterai  une  autre  remarque  qui  saute  aux 
yeux  :  c'est  que,  dans  le  premier  théorème,  l'hyperbo- 
loïde  touche  les  quatre  faces  du  tétraèdre.  Le  point  de 
contact  dans  la  face  a  est  le  point  de  rencontre  des  lignes 
de  Pascal  et  de  Chasles.  Appelons  ce  point  A".  On  a  alors 
le  théorème  suivant  :  AA",  BB", . . .  sont  des  génératrices 
du  même  système  d'un  autre  hyperholoïde.  La  démons- 
tration de  ce  théorème  est  si  simple  que  je  ne  la  donne 
pas  ici. 

Le  théorème  correspondant  par  rapport  au  second 
théorème  de  M.  Chasles  est  le  suivant  :  A,  B,  C,  D  étant 
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les  sommets  du  tétraèdre,  A',  B',  C,  D'  les  sommets  des 
pyramides  correspondantes ,  A",  B",  C",  D"  les  points 
correspondants  de  Brianchon,  si  A' A  coupe  le  plan  a. 
en  A'",  et  A  A"  en  AIV,  les  quatre  lignes  A'"A1V  sont  des 
génératrices  du  même  système  d'un  hjperboloïde.  Le 
principe  de  ces  deux  théorèmes  est  le  môme. 

L'hyperboloïde  du  premier  théorème  de  M.  Chasles 
étant  une  surface  du  second  ordre,  on  peut  l'appliquer 
au  cas  du  second  théorème,  c'est-à-dire  que  le  point  A' est 
sur  le  plan  a,  etc.  De  même,  à  l'hyperboloïde  du  second 
système  peut  être  appliqué  un  cas  particulier  du  pre- 
mier. Il  est  évident  que  l'on  pourrait  ne  pas  s'arrêter  ici  ; 
mais  de  l'idée  primitive  d'un  tétraèdre  dont  les  six  arêtes 
sont  coupées  par  une  surface  du  second  ordre,  on  peut 
déduire  une  infinité  de  systèmes  de  quatre  lignes,  qui 
sont  les  génératrices  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe. 


NOTE  SIR  LES  SOMMES  DES  PLISSAMES  SEMBLABLES 
DES  n  PREMIERS  NOMBRES  ENTIERS; 

Par    M.    Edouard    AMIGUES, 
Professeur  au  lycée  de  Toulouse. 


1.  Dans  le  numéro  du  mois  de  février  1870,  M.  Edouard 
Lucas  a  indiqué  un  procédé  tout  à  fait  élémentaire  pour 
trouver  le  carré  de  l'une  de  ces  sommes  en  fonction  des 
premières  puissances  de  quelques  autres.  La  marche  à 
suivre  consiste  à  disposer  des  nombres  en  carré  d'une 
manière  convenable,  à  faire  la  somme  de  ces  nombres  de 
deux  manières  différentes,  et  à  égaler  les  résultats.  Il  est 
facile  de  voir  que  l'on  peut  de  même  trouver  les  troisièmes 
puissances  de  ces  sommes  en  disposant  convenablement 
des  nombres  en  cube. 
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Nous  désignerons  par  Sj  la  somme  des  n  premiers 
nombres  entiers,  par  S2  la  somme  de  leurs  carrés,  par  S3 
la  somme  de  leurs  cubes,  etc. 

Soit  à  trouver  la  troisième  puissance  de  St. 

On  écrira  sur  une  même  ligne  les  n  premiers  nombres, 
puis  au-dessous  les  nombres  doubles,  puis  au-dessous  les 
nombres  triples,  etc.,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  un  carré.  On 
obtiendra  ainsi  une  table  de  Pythagore  qui  sera  la  tranche 
inférieure  de  notre  cube.  Au-dessus  de  cette  tranche,  on 
en  formera  une  autre  en  doublant  les  nombres  de  la 
tranche  inférieure,  puis  encore  une  autre  en  triplant,  etc., 
jusqu'à  ce  qu'on  ait  un  cube. 

La  somme  des  nombres  de  la  tranche  inférieure  est 
évidemment  S2,  et  la  somme  des  nombres  est  par  consé- 
quent S*. 

Évaluons  cette  somme  d'une  autre  manière.  A  l'un 
des  sommets  du  cube  se  trouve  le  nombre  n3.  Considérons 
les  trois  faces  du  cube  qui  se  coupent  en  ce  point,  et  cher- 
chons la  somme  des  nombres  qu'elles  contiennent.  En 
faisant  abstraction  des  trois  arêtes  qui  se  coupent  en  n% 
nous  avons  trois  carrés  identiques  dont  chacun  contient 


n unîtes. 


D'autre  part,  chacune  des  trois  arêtes  négligées  contient, 
abstraction  faite  du  sommet  «3,  un  nombre  d'unités  égal  à 


n  \n 
n- 


11  faut  enfin  tenir  compte  du  sommet  n*  ;  nous  avons 
donc  en  tout,  pour  ces  trois  faces, 

Vn[n—  i)T      _,«(/*  —  1) 
3 n     — —  +3«- — -  -h  «*  =  4  n   H-  t  n  ■ 

L     2     J  2 
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Opérons  sur  le  cube  réduit  qui  reste,  comme  sur  le  pré- 
cédent, et  en  continuant  ainsi,  nous  trouvons,  pour  la 
somme  des  nombres  disposés  en  cube, 

j  Ss  -+-  j  S3, 
donc  nous  avons  l'identité 

Pour  avoir  S*,  il  faudra  écrire  sur  une  même  ligne  les 
carrés  des  n  premiers  nombres,  puis  former  les  autres 
lignes  en  multipliant  les  nombres  de  la  première  suc- 
cessivement par 

a2,     3%     [y,     etc. 

Quant  aux  autres  tranches,  on  les  formera  aussi  en 
multipliant  les  nombres  de  la  tranche  inférieure  suc- 
cessivement par  22,  32,  4%  etc.  Le  nombre  des  unités  de 
ce  cube  sera  évidemment  S*. 

On  opérera  de  même  pour  S!j.  H  est  visible  que  la  mé- 
thode est  générale.  Elle  pourra  même  s'appliquer  à  de 
tout  autres  sommes  que  celles  des  puissances  semblables 
des  n  premiers  nombres  entiers. 

2.  Le  même  procédé  permet  de  trouver  aisément  S2. 
Imaginons  un  cube  formé  exclusivement  avec  des  unités, 
et  supposons  que  l'arête  en  contienne  n  -f-  i.  Le  nombre 
des  unités  de  ce  cube  est  (n  -h  i)3. 

D'autre  part,  si  nous  considérons  un  sommet  et  les 
trois  faces  qui  s'y  coupent,  nous  voyons,  comme  dans  le 
cas  précédent,  que  le  nombre  des  unités  contenues  dans 
ces  trois  faces 'est 

3«2+  3n  +i. 

En  opérant  de  même  sur  les  cubes  réduits  jusqu'à  la  fin, 
nous  arrivons  à  cette  conclusion,  que  le  nombre  des  unités 

Ann.  do  Maihêmat.,  ?>'  série, t.  X.  (Février  1871.)  O 
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disposées  en  cube  esL 

3S,  -f-  3S,  -h  (n  -+- 1); 

donc 

(«-m)3=3S2+3S,4-(*  -4-1). 

Pour  avoir  S,,  considérons  Je  carré  qui  sert  de  base  à 
ce  cube.  Il  contient  (n  -\-  i)2  unités  -,  mais  il  est  facile  de 
voir  que  deux  côtés  consécutifs  contiennent  zn-hi  unités. 
En  opérant  de  même  sur  le  carré  réduit  jusqu'à  la  fin,  on 
trouve,  pour  la  somme  totale  des  unités, 

(«  +l)l  =  2Si+(«  H-l). 

De  ces  deux  identités,  on  conclut 


1 

n{n  -+- 1  )  (  2  «  -H  1  ] 

— 6 


3.   En  disposant  des  unités  simples  en  prisme  triangu- 
laire droit  et  équi latéral,  on  trouvera 


S; 


Mais  le  lecteur  reconnaîtra  aisément  que  ce  dernier  pro- 
cédé ne  diffère  pas  au  fond  de  celui  qu'indique  M.  Lucas, 
et  que  même  il  lui  est  inférieur  pour  plusieurs  motifs  que 
l'on  aperçoit  sans  peine. 


SUR  LA  FORHILE  DWTERPOLLATION  DE  NEWTON; 

Par   M.  Lddvig  OPPERMANN. 


Newton,  dans  un  lemme  célèbre  [Prine.  Nat.  Math., 
lib.  III,  lemma  V),  a  proposé  et  résolu  le  problème  ion- 
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(lamentai  de  l'interpolation  par  les  différences  finies,  et 
par  là,  pour  ne  rien  dire  de  trop,  il  a  posé  le  fondement 
de  la  théorie  des  différences. 

Dans  le  Methodus  differentialis,  imprimé  en  1715,  il 
traite  le  même  sujet  plus  au  long;  mais,  après  un  minu- 
tieux examen,  je  crois  que  ce  petit  traité  a  été  écrit  bien 
des  années  avant  le  lemme  en  question,  qui  porte  toute 
l'apparence  d'être  le  fruit  mûri  de  ses  recherches  sur 
cette  matière.  A  un  autre  point  de  vue,  le  Methodus 
differentialis  a  un  grand  intérêt  par  lui-même,  car  il 
montre  comment  il  a  traité  de  tels  problèmes  en  com- 
mençant d'une  manière  toute  directe  et  tout  élémen- 
taire; puis,  après  avoir  surmonté  les  premières  diffi- 
cultés, il  avance  si  rapidement  et  à  si  grands  pas,  qu'une 
attention  médiocre  ne  suffit  pas  pour  le  suivre. 

La  solution  du  problème  est  certainement  aussi  géné- 
rale, aussi  élégante  et  aussi  simple  qu'on  devait  l'attendre 
du  «  summus  (*)  »  Newton;  mais,  hélas!  il  ne  l'a  pas 
prouvée.  C'est  du  moins  ce  que  nous  disent  ses  commen- 
tateurs, et  parmi  eux  se  trouvent  des  hommes  d'un  grand 
savoir  et  d'un  génie  élevé;  Stirling  lui-même  exprime 
l'opinion  que  Newton  n'a  pas  choisi  la  meilleure  manière 
de  traiter  le  problème.  Néanmoins  je  suis  porté  non- 
seulement  à  croire  que  le  procédé  de  Newton  est  le  plus 
facile  et  le  meilleur,  mais  même  à  supposer  qu'il  a  re- 
gardé sa  solution  comme  presque  évidente  par  elle-même  ; 
du  moins  la  démonstration,  quand  on  l'entreprend  d'une 
manière  juste,  est  bien  facile,  comme  nous  Talions  voir. 

Au  lieu  de  donner  une  copie  du  texte  latin,  ou  une 
traduction  littérale  du  lemme  en  question,  j'ai  préféré 
en  donner  une  sorte  de  paraphrase.  Voici  les  seules  mo- 
difications que  j'ai  faites  : 

(*)  C'est  par  celte  epitheion  ornatis  que  Gauss  a  distingué  Newton,  et 
qu'il  n'a,  que  je  sache,  donnée  à  aucun  autre. 

6. 
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i°  J'ai  omis  le  premier  cas  (argument  équidistant) 
comme  étant  seulement  spécial-,  2°  au  lieu  du  langage 
et  de  la  notation  géométriques  de  Newton,  j'ai  employé 
les  expressions  analytiques  aujourd'hui  communément 
usitées,  et  une  notation  dans  laquelle  les  arguments  sont 
marqués  par  de  petites  lettres,  les  valeurs  correspon- 
dantes des  fonctions  par  des  capitales,  et  les  «  différences 
divisées  »  par  un  o  avec  des  accents  indiquant  leur  ordre, 
et  suivi  par  des  lettres  (entre  parenthèses)  indiquant  les 
arguments  dont  dépend  la  différence.  J'espère  qu'on 
trouvera  ces  modifications  peu  importantes  quant  au 
sens,  et  de  quelque  aide  pour  le  lecteur.  Voici  donc  la 
paraphrase  : 

Lemme  V.  —  D'une  fonction  inconnue,  nous  con- 
naissons n  -+- 1  valeurs,  A,  B,  C,  D,  E,...  correspon- 
dantes aux  arguments  a,  b,  c,  d,  e5. . . 5  supposons  qu'on 
exige  de  représenter  ces  valeurs  par  une  fonction  algé- 
brique entière  et  rationnelle,  de  façon  que  nous  puis- 
sions, pour  chaque  argument,  calculer  directement  la 
valeur  correspondante  X  de  la  fonction  algébrique  en 
question. 

Solution. —  Formez  le  système  complet  des  différences 
divisées  de  la  manière  suivante  : 

a     A     v 

"  »  ;  :  »•«.".«>  :/:'./ ::.' •••• 

e      E        {        '      


On  trouve  les  différences  divisées,  les  premières  en 
divisant  la  différence  de  deux  valeurs  subséquentes  de  la 
fonction  par  la  différence  des  arguments  correspondants 

*(«,*)=  ±=*        r(*,c)  =  £=iV... 

a  —  b  b  —  c 
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On  trouve  les  différences  divisées  d'un  ordre  plus  élevé 
quelconque  en  divisant  la  différence  de  deux  différences 
subséquentes  par  la  différence  ries  deux  arguments,  qui 
ne  sont  pas  communs  aux  deux  différences  en  question  5 
ainsi 

n.,«,.)=y<«-'>-r<'-«>, 

a  —  c 
3(b,c,d)  = T— - , 

> 

S"{a,b,c)  —  S"(b,c,d) 


3"{a,b,c,  d) 
S'"[b,c,d,e) 


a  —  d 
§"{b,r,d)  —  8"(c,d,e) 


D'après  cela,  nous  aurons 

X  =  AH-(.r  —  a)8'(a,è)  +  (x  —  a)  [x  —  b)S"(a,b,c) 
-i-{x  —  a)(x—b) {x  —  e) §'" (a,  b,c,d) 
-\-{x- —  a)  (x- —  b){x  —  c)  (x  —  d)8iv(a,  b,  c,  d,  e)  -f- .  .  .  . 

Avant  de  donner  la  démonstration,  je  pense  utile  (quoi- 
que peut-être  il  n'y  ait  pas  de  nécessité)  d'appeler  l'at- 
tention des  lecteurs  les  plus  jeunes  vers  les  points  sui- 
vants : 

i°  La  manière  dont  nous  effectuons  la  soustraction 
n'a  aucune  importance,  en  supposant  seulement  que  la 
manière  soit  la  même  pour  le  dividende  et  le  diviseur 


i°  Si  par  F  on  représente  une  fonction  algébrique 
entière  et  finie  d'un  ou  de  plusieurs  arguments,  non- 
seulement  F(p)  —  F(<yf)  est  divisible  par  (p  —  q)  et  le 
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quotient  est  d'un  degré  moins  élevé  que  celui  de  F  :  mais 
F(p,  r,  s,  t) — F(q,  r,  s,t)  est  aussi  bien  divisible  par 
(^  —  g)  et  le  quotient  d'un  degré  moins  élevé  que  celui 
de  F,  ce  qui  est  facilement  démontré  quand  nous  posons 

¥{p,  r,  s,  t,.  .  .)  =  /•„  -f-  A-,  p  -t-  k2  jr  J-i3/J3  +  ... 

et 

F(q,  r,  s,  t,.  .  .)  =  ka  -f-  k{q  -i-  k2q*  -f-  fl^-b..., 

ce  qui  est  toujours  permis  (A0,  A'n  à2,  A3,.  .  .  signifient 
des  fonctions  de  i\  s,  f , .  .  .  ) . 

3°  On  comprend  alors  que,  comme  A,  B,  C, .  .  .  sont 
des  fondons  du  nieme  degré,  les  premières  différences  di- 
visées sont  du  (n  —  {y***  degré,  les  secondes  différences 
divisées  du  (n —  2)'e'"e  degré,  etc.,  jusqu'aux  niemes  dif- 
férences divisées,  qui  sont  du  (// —  n)ieme  degré,  c'est- 
à-dire  constantes,  indépendantes  des  arguments.  Il  est 
évident  que  toutes  les  différences  d'un  degré  encore  plus 
élevé  doivent  disparaître. 

Pour  démontrer  que  la  valeur  assignée  plus  haut  à  X 
est  correcte,  il  nous  faut  seulement  écrire  x,  X  et  les 
diverses  différences  divisées  au  sommet  du  schéma  donné 
ci-dessus;  alors  nous  aurons 

„,         ,        X-A  8'(a:ya)-Sf(a,b) 


jc  —  a  x  --  b 

.T.   O 

On  a  donc 

X  =  A  -f-  (.r  —  a  )  8'  ( .v ,  a  ) , 
o'(j-,a)=o'{a,  b)  -r  (ar  —  b  )8"[x,  û,  è), 

8"(.r,  a,b)  =  8" '(«,  b,  c)  ~  [x  —  c)o"(x,  o,  ?>,c),.  .  ., 

jusqu'à 

*W(*,a,*,c,...)  =  #*>(«i,  *,<?,<* 


(  87  ) 
t;t  par  substitution 

X  =  A  +  (ar—  a)3'{a,  b)-+-  (x  —  «)(.*  —  b)S"(a,  b,c) 
_+_  (ar_  a){x—  b)  (.r  _  c)  §'"{a,  b,  c,  rf) 
-+-  (a:  —  a)(ar  —  £)(# —  c)  (.r —  d)SIV(a,  b,c}  d,  e)  +. 


REMARQIES  SUR  LES  RACINES  CARRÉES  ET  CllRIQUES; 

Par    M.    FITREMANN, 

Professeur  à  Sainte-Barbe. 


Je  trouve  dans  Y  arithmétique  de  M.  Serret,  irc  édi- 
tion, p.  209  et  225,  les  énoncés  suivants  : 

i°  Quand  on  a  déterminé  un  ou  plusieurs  chiffres  de 
la  racine  carrée  d'un  entier,  et  qu  on  se  propose  de 
trouver  le  chiffre  suivant,  on  effectue  une  division  dont 
le  quotient  est  le  diiffre  cherché  ou  un  chiffre  trop  fort. 
On  propose  de  démontrer  que,  si  le  nombre  formé  par 
les  chiffres  déjà  trouvés  à  la  racine  est  égal  ou  supérieur 
à  5,  le  quotient  en  question,  s'il  est  plus  grand  que  le 
chiffre  cherché,  ne  peut  le  surpasser  que  d'une  unité. 

20  Énoncé  analogue  pour  la  racine  cubique,  le 
nombre  déjà  obtenu  à  la  racine  devant  être  au  moins 
égal  à  10. 

Dans  les  deux  cas,  cette  limite  inférieure  du  nombre 
qui  doit  déjà  être  obtenu  à  la  racine  pour  que  le  théorème 
soit  vrai  peut  être  notablement  abaissée. 

i°  Soit  iv  le  nombre,  a  le  nombre  déjà  obtenu  à  la 
racine;  soit  w- — a'2Xioo  =  R;  posons  R=R'xio-f-R//, 
R"<^io,  on  divise  R'  par  ia;  soit  b  le  quotient 5  on  a 
donc  R'^zab,  R'X  10  >  lab  X  10  ;  par  hypothèse,  b  est 
trop  fort  5  donc  R<2(iXioXi  +  ^s;  mais,  comme 
R'Xio,  et  à  fortiori  R,  contient  -zabxio,  l'excès  de 


2flXioX^+^2  sur R  ne  surpasse  pas  &2  au  maximum. 
Si  donc,  en  essayant  b  —  i,  on  diminue  d'une  quantité 
au  moins  égale  à  b2  le  nombre  que  Ion  aura  à  retrancher 
de  R,  la  soustraction  deviendra  certainement  possible. 
Or,  pour  essayer  b  —  i,  on  est  conduit  à  essayer  de  re- 
trancher de  R  le  nombre  zaXio(b — i)  -f-  [b — i)% 
nombre  qui  est  inférieur  à  iaX  10  X  b -)- b*  de 
2aXio+  ib  —  i  ;  donc  le  chiffre  b  —  i  sera  le  chiffre 
cherché  si,  entre  a  et  6,  on  a  la  relation 

2«Xio  +  ?i  —  l^.b3,     ou      2«Xio>(£  —  i)'2. 

Or,  si 

a  =  i,  la  condition  est  remplie  tant  que  b  ne  surpasse  pas  5, 
a  =  2,  »  »  7, 

a  =  3,  »  »  8, 

a  =  4,  quel  que  soit  b, 

résultat  qu'il  serait  facile  d'énoncer  en  langue  vulgaire-, 
et,  en  admettant  que  l'on  trouvât  l'énoncé  un  peu  long 
pour  prendre  place  dans  un  cours,  tout  au  moins  de- 
vrait-on, dans  celui  de  M.  Serret,  remplacer  5  par  4- 

2°  Soient  w  —  (aXio)3=R,  R  =  R'  X  ioo  -h  R"; 
je  divise  R'  par  3a2;  si  b  est  le  quotient,  on  aura 
R'^i3«2£  et  R'  X  ioo^  Zarb  x  ioo.  Par  hypothèse, 
R'X  ioo  4-  R"  <  '5a~ b  X  ioo  -h  3rt£2Xio  -f-  b\  Mais 
évidemment  l'excès  du  second  nombre  sur  le  premier  ne 
surpasse  pas  Zab'2  X  io  -h  b? . 

Or,  en  essayant  b  —  i  au  lieu  de  b,  il  est  facile  de  voir 
qu'on  diminue  le  nombre  à  retrancher  de  R  de  la  quan- 

3  ci1  X  i  oo  -f-  6  a  X  J  o  X  b  —  3  a  X  i  o  -i-  3  b-  —  3  b  -f-  i  ; 

donc  b  —  i  sera  le  chiffre  cherché,  si  l'on  a 

3  a-  X  ioo  -f-  6a  X  loXi-  3<v  X  IO 
;  h-  —  3b  ■+  i>  3aè2X  io  -f  b', 


ce  qui  peut  s  écrire 

3a2  X  ioo>>  (6  —  i):(3«  Xio-fi-i). 

On  reconnaît    bien    facilement  que  la   condition    est 
remplie  si  l'on  a 


a  =  i 

avec 

6  =  4 

el 

au-dessus, 

a  =  2 

» 

6  =  5 

» 

a  =  3 

» 

6  =  6 

» 

«=4 

» 

6  =  7 

» 

a  =  5 

* 

6  =  7 

» 

a  =  6 

» 

6  =  8 

» 

«  =  7,  quel  que  soit  6. 

On  pourrait  donc,  tout  au  moins,  remplacer,  dans 
Ténoncé  de  M.  Serret,  io  par  y. 

Autre  remarque.  —  Je  me  bornerai  à  énoncer  les 
deux  remarques  suivantes,  dont  la  démonstration  est 
immédiate. 

Si  deux  nombres  entiers  ont  le  même  nombre  de  chif- 
fres, ce  nombre  de  chiffres  étant  pair,  et  qu'ils  aient  plus 
de  la  moitié  de  leurs  chiffres  à  gauche  communs,  la  dif- 
férence de  leurs  racines  carrées  sera  inférieure  à  o,  i  si  le 
nombre  formé  par  leurs  deux  premiers  chiffres  à  gauche 
est  au  moins  égal  à  ^5. 

Si  deux  nombres  entiers  ont  le  même  nombre  de  chif- 
fres, ce  nombre  de  chiffres  étant  un  multiple  de  3,  et 
qu'ils  aient  plus  du  tiers  de  leurs  chiffres  à  gauche  com- 
muns, la  différence  de  leurs  racines  cubiques  sera  infé- 
rieure à  o,i  si  le  nombre  formé  par  leurs  trois  premiers 
chiffres  à  gauche  est  égal  ou  supérieur  à  193. 
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PROBLÈMES; 
Par  m.  g.  zeuthen. 


1 .  Les  aires  engendrées  par  quatre  segments  de  droites 
qui  font  partie  d'une  même  figure  plane  et  invariable  qui 
se  meut  dans  son  plan  satisferont  toujours  à  une  équation 
linéaire  et  homogène.  Démontrer  ce  théorème  et  indiquer 
les  significations  géométriques  des  coefficients.  Quelle 
sera  l'équation  dans  le  cas  où  l'un  des  segments  est  à 
l'infini? 

2.  A  une  surface  courbe  et  limitée  sera  toujours  ad- 
jointe une  droite,  telle  que  le  volume  engendré  par  un 
mouvement  quelconque  de  la  surface,  restant  invariable, 
s'exprime,  au  moyen  des  sommes  u  et  v  des  translations 
et  des  rotations  élémentaires  (*)  suivant  cette  droite  et 
autour  d'elle,  de  la  manière  suivante  : 

A  «  -f-  Be, 

où  A  et  B  sont  des  coefficients  constants.  Démontrer  ce 
théorème  et  déterminer  la  position  de  la  droite  par  rap- 
port à  la  surface  (et  par  rapport  au  plan  des  problèmes 769 
et  770),  et  les  valeurs  des  coefficients. 

Les  corollaires  les  plus  notables  du  théorème  énoncé 
seront  :  i°  celui  où  le  mouvement  se  réduit  à  une  rota- 
tion autour  d'un  axe  fixe  (généralisation  du  théorème 


(*)  C'est-à-dire  celles  qui  ont  lieu  à  chaque  instant.  On  trouve  ces 
mouvements  élémentaires  du  et  dv  en  remplaçant  à  chaque  instant  le 
mouvement  de  la  surface  par  une  translation  suivie  d'une  rotation  autour 
d'un  axe  qui  rencontre  la  droite  dont  il  s'agit.  Alors  du  et  dv  seront  les 
composantes  de  cette  translation  et  de  cette  rotation  suivant  la  droite 


(  9*  ) 
de  Guldin),  et  2°  celui  où  le  volume  engendré  est  égal 
à  zéro. 


CORRESPONDANCE. 


Lettre  à  M.  Bourget  sur  le  centre  de  gravité 
d^un  secteur  elliptique. 

Monsieur  le  rédacteur, 

Dans  les  Traités  de  Mécanique  que  j'ai  entre  les  mains, 
je  ne  vois  nulle  part  l'application  de  ce  théorème  très- 
simple  (*)  : 

Si  Von  projette  une  surface  plane  sur  un  plan,  le 
centre  de  gravité  de  la  projection  est  la  projection  du 
centre  de  gravité  de  la  surface. 

Il  résulte  du  théorème  en  question  que,  si  l'on  rapporte 
la  projection  d'une  surface  aux  projections  des  premiers 
axes  coordonnés,  les  coordonnées  du  centre  de  gravité 
de  la  projection  sont  les  projections  des  coordonnées  du 
centre  de  gravité  de  la  surface. 

En  observant  que  deux  diamètres  rectangulaires  d'un 
cercle  se  projettent  suivant  deux  diamètres  conjugués  de 
l'ellipse,  on  trouve  immédiatement  le  centre  de  gravité 
d'une  demi-ellipse,  du  secteur  elliptique  compris  entre 
deux  demi -di amènes  conjugués,  du  segment  compris 
entre  la  courbe  et  une  corde  qui  joint  les  extrémités  de 
deux  diamètres  conjugués,  etc. 

Agréez ,  etc. 

Dauplay. 


(  *  )  Voir  Résumé  de  leçons  de  géométrie  analytique  et  de  calcul  infinitési- 
mal, par  J.-B.  BELANGER,  p.  27/1  ;  Eléments  de  Mécanique,  par  il.  Kesal. 
p.  78.  (Note  tic  la  rédaction.) 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  876 

(voir  î*  série,  t.  VII,  p.  23g); 

Par  M.   LAYRITZ, 

Élève  du  lycée  de  Nancy. 

1020  étant  le  dénominateur  d"1  une  fraction  irréduc- 
tible, pourquoi  le  nombre  des  chiffres  de  la  période 
engendrée  par  cette  fraction  sera-t~il  Vun  des  nombres 
i,  2,  4,  8,  16,  32? 

Le  nombre  n  des  chiffres  de  la  période  engendrée  par 
une  fraction  irréductible  égale  l'exposant  de  la  plus  pe- 
tite puissance  de  10  qui,  divisée  par  le  produit  des  fac- 
teurs du  dénominateur  autres  que  2  et  5,  donne  pour 
reste  1. 

On  sait,  de  plus  (théorème  d'Euler),  que,  p  désignant 
le  nombre  des  entiers  inférieurs  à  d  et  premiers  avec  lui, 
io? —  1  est  divisible  par  d.  On  conclut  de  là  que  n  est 
un  diviseur  de  p,  car  toute  puissance  de  10  dont  l'expo- 
sant est  un  multiple  de  n  donne  pour  reste  1  lorsqu'on 
la  divise  par  d,  ce  qui  n'arrive  jamais  aux  puissances 
de  10  dont  l'exposant  n'est  pas  un  multiple  de  n. 

Dans  l'exemple  actuel,  1020  étant  égal  à  20 X  5 1,  on  a 

^  =  5i  =  17x3. 

Les  nombres  premiers  avec  5i  et  inférieurs  à  lui  sont 
tous  les  nombres  entiers  inférieurs  à  5i,  moins  les  mul- 
tiples de  17  et  les  multiples  de  3  ;  donc 

p  =  5o  —  16  —  2  =  2S. 


(  93  ) 
w,  étant  un  diviseur  de  p,  ne  peut  donc  être  que  l'un  des 
nombres  i,  2,  2%  23,  24,  28,  c'est-à-dire  1,  2,  4,  8,  16,  32. 

iVofe.  —  M.  Toubin,  de  Lotis-le-Saulnier,  nous  a  envoyé  un   travail 
sur  la  même  question. 


Questions  877,  878  et  879 

(  voir  ?.e  série,  t.  VII,  p.  23g',); 

Par    M.    E.    PELLET, 

Élève  du  lycée  de  Nîmes. 

877.  Le  nombre  des  chiffres  de  la  période  à  laquelle 

conduit  la  fraction  y  irréductible  est  égal  au  plus  petit 

nombre  n  tel  que  10" — i  soit  divisible  par  jS,  [3  étant 
égal  à  h  débarrassé  des  facteurs  2  et  5  qu'il  contient. 

Pour  que  10"' —  1  soit  divisible  par  b,  il  faut  que  n' 
soit  multiple  de  n.  Soit,  en  effet, 

n'  =  nq  •+-  r, 
r  étant  positif  et  plus  petil  que  n  ;  on  a 

I  o"'  —  I  =  (  I  o"?  —  I  )  I  or  -h  I  Or  —  I  . 

10"' — 1  est  divisible  par  10" — 1,  et  par  suite  par  b  ; 
pour  que  10"' —  1  soit  divisible  par  b,  il  faut  donc  que 
ior — 1  le  soit,  ce  qui  exige  que  r  =  o.  De  là  il  résulte 
que,  si  le  dénominateur  d'une  fraction  irréductible  est 
un  multiple  de  b,  cette  fraction,  réduite  en  décimales, 
donnera  lieu  à  une  période  dont,  le  nombre  des  chiffres 
égale  un  multiple  de  n.  Car,  si  l'on  désigne  par  n'  ce 
nombre  de  chiffres,  10" —  1  doit  être  divisible  par  b. 

878.  Lorsque  la   conversion    de  plusieurs  fractions 

irréductibles  ~r->  —  ?  tt;»'"  en  décimales  conduit  à  des 
b     0'     b 
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périodes  dont  n,  n',  n",. . .  sont  les  nombres  de  chiffres, 
toute  fraction  irréductible  dont  le  dénominateur  est 
égal  au  plus  petit  commun  multiple  des  dénomina- 
teurs Z>,  />',  b'\  . . .  donne  lieu  à  une  période  d'un  nombre 
de  chiffres  égal  au  plus  petit  commun  multiple  M  des 
nombres  ra,  rc',  n"  ^ .  .  . . 

En  effet,  ioM — i  est  divisible  séparément  par  b,  b\ 
b",.  .  . ,  et  par  snite  par  le  plus  petit  multiple  commun 
de  ces  nombres.  En  outre,  tout  nombre  M',  tel  que 
ioM' —  i  soit  divisible  par  le  plus  petit  multiple  commun 
de  bt  b',  b", .  .  . ,  doit  être  divisible  par  »,  n\  n\ .  .  . ,  et 
par  suite  par  M. 

879.  Lorsque  la  cojiversion  en  décimales  d'une  frac- 
tion irréductible  dont  le  dénominateur  est  un  nombre 
premier  p  conduit  à  une  période  de  n  chiffres,  et  que  p* 
est  la  plus  grande  puissance  de  p  qui  divise  10" — i, 
toute  fraction  irréductible  ayant  pour  dénominateur 
pa+?  conduit  à  une  période  de  np*  chiffres. 

Pour  que  10"' — i  soit  divisible  par /?a+1,  il  faut,  d'après 
ce  qui  précède,  que  n'  soit  un  multiple  de  n.  Posons 
n' =  nq,  on  a 

IO"C— I 

=  (io"— i)  [io<?-'>  —  i-f-!On(f-2)  —  i-t-,  .  .+ion  — i-4-y]. 

10" — i  n'étant  divisible  que  par/?*,  pour  que  ion'> — i 
soit  divisible  par  pa+\  il  faut  et  il  suffît  que  la  quantité 
entre  crochets  soit  divisible  par  p.  Mais  la  somme 

IO"(î-')  —  I  -4-  io"(î-2)—  [  +...-(- io"—J 

est  divisible  par  p  ,  il  faut  donc  que  q  le  soit  aussi  ;  q  est 
donc  au  moins  égal  à  p  ,  n' '=  np  est  donc  le  plus  petit 
nombre  tel  que  io"' —  i  soit  divisible  par//5"1"1. 


(  <P  ) 

En  raisonnant  comme  précédemment,  on  voit  que 
n'=np2  est  le  plus  petit  nombre  tel  que  10"' — i  soit 
divisible  par  p"-+\  et  en  général  n' =  fipï  le  plus  petit 
nombre  tel  que  io"' —  i  soit  divisible  par  /?*+?. 

np?  est  donc  le  nombre  des  chiffres  de  la  période  à 
laquelle  donne  lieu  toute  fraction  irréductible  de  déno- 
minateur pa+i*. 

Note.  —  Les   trois  questions   précédentes  ont  été  résolues   aussi   par 
M.  Layrilz,  élève  du  lycée  de  Nancy. 


Question  942 

(toît  2"  série,  t.  VIII,  p.  275); 

Par  M.  A.  MOREL, 

Répétiteur    à    Sainte-Barbe. 

Un  cube  parfait,  augmenté  de  sept  unités  d'un  ordre 
quelconque,  ne  peut  pas  être  un  carré  parfait. 

(Joffroy.) 

Nous  croyons  que  l'énoncé  de  cette  question  peut  être 
remplacé  par  le  suivant  : 

Un  cube  parfait,  augmenté  de  sept  unités  d'ordres 
quelconques,  ne  peut  pas  être  un  carré  parfait. 

Nous  suivons  en  cela  la  modification  proposée  par 
M.  Laisant  dans  l'énoncé  de  la  question  902,  résolue 
au  tome  \  III,  p.  3i5. 

En  effet,  le  théorème  précédent  revient  à  prouver  l'im- 
possibilité de  l'égalité  suivante  : 

10"  -+-  10"'  -+-  10""  -h  io"'"  -+-  10""  +  io"v  -f-  ionVI  =  a-  —  b? . 

Or 

a-  est  de  Tune  des  formes     w(),      rat)   \-  i, 

b3  est  de  l'une  des  formes     m  g,     wq    :    1,     mq  —  1; 
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donc 

a2 — b3  est  de  l'une  des  formes     rag,     wgzbi,     «19  +  2. 

Mais  ie  premier  membre  de  l'égalité  précédente  est  égal 
à  un  multiple  de  9  augmenté  de  7  unités,  ou  de  la  forme 
mg — 25  donc  il  ne  peut  jamais  être  égal  au  second 
membre.  c.   q.   f.   d. 

QUESTIONS. 


1013.  Placer  un  triangle  O'A'B',  donné  en  grandeur, 
de  façon  que  O'  coïncide  avec  le  sommet  O  d'un  triangle 
OAB,  donné  en  grandeur  et  en  position,  et  que  les  droites 
A  A',  BB'  fassent  entre  elles  un  angle  donné. 

Examen  particulier  du  cas  où  l'angle  est  nul. 

(E.  Lemoijue.) 

101  -4.  En  faisant  tourner  d'un  même  angle  et  dans  le 
même  sens  les  génératrices  d'une  surface  gauche  autour 
de  leur  point  central  et  dans  leur  plan  central,  on  ob- 
tient une  nouvelle  surface  gauche  qui  a  la  même  ligne  de 
striction  que  la  première. 

(G.   Fouret.) 

1015.  Construire  uue  surface  gauche  ayant  pour  ligue 
de  striction  une  courbe  donnée  et  pour  cône  directeur 
un  cône  de  révolution  également  donné. 

Démontrer  que  si  l'ouverture  du  cône  varie,  le  para- 
mètre de  distribution  de  chaque  génératrice  reste  constant 
et  égal  à  ce  qu'il  est  lorsque  le  cône  directeur  se  réduit 
à  un  plan.  (G.   Fouret.) 

1016.  Déterminer  les  sommets  et  les  arêtes  d'une  sur- 
face gauche  ayant  pour  ligne  de  striction  une  courbe 
donnée  et  pour  cône  directeur  un  cône  de  révolution  éga- 
lement donné.  (G.   Fouret.) 
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DETERMINATION,  PAR  LE  PRINCIPE  DE  CORRESPONDANCE,  DE 
LA  CLASSE  DE  LA  DÉVELOPPÉE  ET  DE  LA  CAUSTIQUE  PAR 
RÉFLEXION  DINE  COURRE  GÉOMÉTRIQUE  D'ORDRE  m  ET 
DE  LA  CLASSE  n; 

P\r  M.   CHASLES. 


(Extrait  des  Comptes  i  endus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXII. 


On  reconnaît  immédiatement,  soit  par  l'analyse,  soit 
par  une  considération  géométrique  fort  simple,  que  le 
nombre  des  normales  qu'on  peut  mener  par  un  point  à 
une  courbe  géométrique  d'ordre  m,  ne  possédant  aucun 
point  multiple  ou  de  rebroussement,  est  m1.  Cela  résulte, 
analytiquement,  de  ce  que  les  coordonnées  des  pieds  des 
normales  sont  les  racines  de  deux  équations  de  degré  m  : 
et,  en  géométrie,  de  ce  que  les  pieds  des  normales  sont 
les  points  d'intersection  de  la  courbe  proposée  et  d'une 
seconde  courbe  infiniment  voisine  qui  représente;  la  posi- 
tion que  prendrait  la  courbe  elle-même,  par  une  rotation 
infiniment  petite  autour  du  point  d'où  partent  les  nor- 
males. 

Mais  chacun  de  ces  deux  raisonnements  ne  s'applique 
qu'à  une  courbe  pure  de  tous  points  multiples,  et  n'in- 
dique rien  sur  l'influence  que  doivent  avoir  de  tels  points. 

Et  dans  le  cas  général  d'une  courbe  quelconque,  on  ne 
résout  la  question  que  pour  une  position  particulière  du 
point  d'où  émanent  les  normales,  savoir,  quand  ce  joint 
est  à  l'infini,  auquel  cas  les  normales  sont  parallèles 
entre  elles,  dans  une  direction  donnée.  Leur  nombre  alors 
est  évidemment  le  même  que  celui  des  tangentes  paral- 
lèles, lequel  est  ;z,  comme  quand  les  tangentes  émanent 

A  un.  de  Maihémnt.,  2e  série,  t.  X.  (Mars  1871.)  7 


\  98  ) 

d'un  point  quelconque  5  niais  il  faut  y  ajouter  les  nor- 
males qui  se  trouvent  à  l'infini,  comme  émanant  aussi  du 
point  donné  à  l'infini.  Celles-ci  sont  les  normales  aux  m 
points  de  la  courbe  situés  eux-mêmes  à  l'infini.  Le 
nombre  total  des  normales  émanées  d'un  point  situé  à 
l'infini  est  donc  m  -+-  71. 

Cette  solution  d'une  question  fondamentale  de  la  théo- 
rie des  courbes,  indépendamment  de  ce  qu'elle  laisse  à 
désirer  un  raisonnement  général,  donne  lieu,  dans  deux 
cas  différents,  à  des  objections  ou  difficultés  que  Ton  n'a 
peut-être  pas  remarquées. 

Premièrement  :  lorsque  la  courbe  proposée  passe  par 
les  deux  points  imaginaires  à  l'infini,  appartenant  à  un 
cercle,  qui  sont  les  points  de  contact  des  asymptotes  du 
cercle,  appelés  points  circulaires ,  points  que  nous  consi- 
dérerons ici  comme  les  points  doubles  de  l'involution 
formée  sur  la  droite  de  l'infini  par  les  couples  de  points 
appartenant  aux  deux  côtés  d'un  angle  droit  tournant 
autour  de  son  sommet,  et  que  nous  désignerons  par 
les  lettres  e  et  _/;  lors,  dis-je,  que  la  courbe  propo- 
sée U^j  passe  par  ces  deux  points,  on  sait  que  la  nor- 
male en  un  de  ces  points  coïncide  avec  la  tangente.  Dès 
lors  on  ne  la  regarde  plus  comme  coïncidante  avec  la 
droite  de  l'infini,  et  l'on  dit  que  la  courbe  n'a  plus  que 
m —  2  normales  à  1  infini,  qui,  avec  les  n  normales  pa- 
rallèles, réduisent  à  [m  -f-  n —  2)  le  nombre  des  nor- 
males émanées  d'un  point.  C'est  ainsi  que  pour  le  cercle 
le  nombre  des  normales  est  2  et  non  4i  comme  il  résul- 
terait de  la  formule  générale  m  -+-  n. 

Mais  s'il  est  permis  de  dire  qu'au  point  e  la  normale 
coïncide  avec  la  tangente,  on  n'est  pas  fondé  à  ne  pas  ad- 
mettre la  droite  de  l'infini  comme  une  normale  au  même 
point  e.  Car  toute  droite  passant  par  ce  point  est  une  nor- 
male,  puisque  deux  droites   rectangulaires,  de  quelque 
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point  qu'elles  partent,  sont  caractérisées  par  cette  condi- 
tion de  diviser  le  segment  ef  en  deux  points  conjugués 
harmoniques.  Si  l'un  des  deux  points  coïncide  avec  e, 
l'autre  coïncide  nécessairement  avec  le  même  point  e.  Dès 
lors  deux  droites  quelconques  menées  par  e  sont  rectan- 
gulaires, et,  en  particulier,  toute  droite  passant  par  ce 
point,  y  compris  la  droite  ej  elle-même,  est  normale  à  la 
courbe. 

C'est  cette  propriété,  que  toute  droite  passant  par  le 
point  e  y  est  normale  à  la  courbe,  qui  fait  que  Ton  doit 
négliger,  dans  le  nombre  total  des  normales  menées  d'un 
point,  cette  droite;  ce  qui  réduit  le  nombre  m  ■+■  n  à 
m  -f-  n  —  2,  à  raison  des  deux  points  e  et  f. 

Secondement  :  lorsque  la  courbe  U"  a  pour  tangente  la 
droite  située  à  l'infini,  le  nombre  des  tangentes  parallèles 
est  diminué  d'une  unité,  et  par  suite  aussi  celui  des 
normales  parallèles;  et  l'on  en  conclut  que  le  nombre 
des  normales  menées  par  un  point  situé  à  l'infini,  et 
conséquemment  par  un  point  quelconque ,  est  alors 
m  -h  n —  i.  Mais  il  semble  qu'on  compte  alors  la  tan- 
gente à  l'infini  comme  une  normale  double,  pour  faire 
le  nombre  m  des  normales  à  l'infini.  Il  y  a  donc  là  une 
vraie  difficulté  :  mais  on  peut  l'éviter  par  cette  considé- 
ration rigoureuse,  que  toute  droite  menée  au  point  de 
contact  de  la  courbe  et  de  la  droite  ef  est  normale  à  la 
courbe,  de  même  que  toute  droite  menée  à  l'un  des  points 
circulaires,  quand  la  courbe  passe  par  ces  points;  de 
sorte  qu'on  doit  en  faire  abstraction  dans  le  nombre  des 
normales  menées  d'un  point  donné. 

Le  principe  de  correspondance,  dont  j'ai  déjà  eu  à  faire 
de  nombreuses  applications  dans  la  théorie  des  systèmes 
de  coniques  et  de  courbes  d'ordre  quelconque  (*),   s'ap- 

(*)  Comptes  rendus,  t.  LVIII,  p.   1176;   i8f>{. 
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plique  à  la  question  actuelle,  considérée  dans  toute  sa 
généralité,  avec  une  facilité  extrême,  et  même  de  deux 
manières  dilïérentes,  et  donne  la  solution  immédiate, 
sans  aucune  ambiguïté,  des  deux  cas  particuliers  dont  il 
vient  d'être  question. 

Ce  principe  s'applique  de  même  à  cette  autre  détermi- 
nation qui  fait  suite  naturellement  à  la  théorie  des  nor- 
males, celle  du  nombre  des  rayons  émanés  d'un  point  et 
qui,  après  leur  réflexion  sur  une  courbe  géométrique  U,", 
vont  concourir  en  un  point  donné. 

Théorème.  —  Le  nombre  des  normales  menées  d'un 
point  P  h  une  courbe  U", ,  d'ordre  m  et  de  classe  n,  est 
[m  -+- n ) . 

En  effet,  une  droite  PX  rencontre  la  courbe  en  ni 
points;  m  droites  PU,  perpendiculaires  aux  tangentes  en 
ces  points,  correspondent  à  PX.  Une  droite  PU  de  direc- 
tion arbitraire  est  perpendiculaire  à  n  tangentes;  par  les 
points  de  contact  de  ces  tangentes  passent  n  droites  PX 
qui  correspondent  à  PU.  Il  existe  donc  [m  H-  n)  droites 
PX  coïncidant  chacune  avec  la  droite  correspondante 
PU;  ces  droites  sont  les  normales  demandées.  Ainsi  le 
théorème  est  démontré. 

Cas  particuliers.  —  I.  Lorsque  la  courbe  U*  passe  par 
les  deux  points  circulaires  à  l'infini  e,  f,  si  l'on  mène  la 
droite  PX  par  le  point  e,  la  tangente  en  ce  point  lui  est 
perpendiculaire,  de  sorte  que  PU  coïncide  avec  PX,  ce 
cpii  forme  une  solution  étrangère  ;  et  de  même  à  l'égard  du 
point/.  Le  nombre  m  -f-  n  des  solutions  est  donc  réduit 
à  m  -h  n  —  2 . 

Et  en  général,  lorsque  la  courbe  U"„  a  un  point  mul- 
tiple d'ordre  /'  en  chacun  des  deux  points  circulaires  à 
l'infini,  le  nombre  des  normales  qu'on  peut  lui  mener 
d'un  point  donné  est  réduit  à  m  4-  n  —  -ir. 
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II.  Supposons  maintenant  que  la  courbe  U',^,  soit  tan- 
gente à  la  droite  ef  de  l'infini  en  un  point  a  ;  toute  droite 
menée  par  ce  point  est  normale  à  la  courbe,  parce  que 
la  tangente  passe  par  le  point  a'  conjugué  harmonique  de 
a  par  rapport  au  segment  cf\  donc,  si  la  droite  PX  passe 
par  le  point  de  contact  a,  la  droite  PU  passe  aussi  uar  ce 
point  ;  ce  qui  fait  une  solution  étrangère,  et  réduit  ainsi 
le  nombre  des  normales  à  m  -f-  n  —  i . 

III.  Enfin,  si  la  courbe  U*  a  un  point  multiple  d'ordre 
5,  le  nombre  des  normales  menées  par  ce  point,  y  compris 
les  normales  en  ce  point  même,  est,  comme  dans  le  cas 
général,  m : -h  n  ,  parce  que  la  démonstration  générale 
subsiste  sans  aucune  modification. 

2e  Démonstration.  —  Celte  démonstration  sera  une 
conséquence  immédiate  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si,  autour  d'un  point  O,  on  fait  tour- 
ner un  angle  droit  AOB,  et.  qu'aux  points  où  le  côté 
OA  coupe  une  courbe  U'/„  on  mène  les  tangentes,  les- 
quelles rencontreront  le  côté  OB  en  m  points,  le  lieu  de 
ces  points  est  une  courbe  de  V ordre  [m  -+-  n),  aya  U  un 
point  multiple  d'ordre  n  en  O. 

Prouvons  que  la  courbe  a  ///  -+-  //  points  sur  une  droite 
quelconque  L.  Par  un  point  x  de  cette  droite  passe  le 
côté  OB  de  l'angle  ;  le  côté  OA  rencontre  la  courbe  en  m 
points,  et  les  tangentes  en  ces  points  coupent  L  en  /// 
points  u.  Par  un  point  u  passent  n  tangentes;  si  le  côté 
OA  de  l'angle  passe  successivement  par  les  //  points  de 
contact,  le  côté  OB  coupe  L  en  n  points  x.  Il  existe  donc 
m  ■+■  n  points  x  qui  coïncident  chacun  avec  un  point  u 
correspondant.  Ces  points  appartiennent  à  la  courbe 
cherchée,  qui  est  donc  d'ordre  (m  -f-  n).       c.   Q.   F.   n. 

Conséquence.  —  Cette  courbe  d'ordre  (m  +  «)  a 
m  -f-«  points  à  l'infini;  alors  le  côté  OB  de  l'angle  droit 
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est  parallèle  à  la  tangente  en  l'un  des  points  du  côté  OA, 
et,  par  conséquent,  ce  côté  OA  est  la  normale  en  ce 
point.  Donc  il  existe  (///  -f-/z)  normales  émanées  du  point 
O5  ce  que  nous  nous  proposions  de  démontrer. 

Observation .  —  Les  deux  démonstrations  que  nous 
venons  de  donner  de  la  formule  m  -f-  «,  qui  exprime  le 
nombre  des  normales  qu'on  peut  mener  par  un  point, 
s'appliquent  d'elles-mêmes  au  cas  des  obliques  abaissées 
d'un  point  sous  un  angle  de  grandeur  donnée  et  dans  un 
même  sens  de  rotation,  dont  le  nombre  est  aussi  m  ■+-  n. 
Il  suffit  de  considérer,  dans  la  première  démonstration, 
l'oblique  et  la  tangente  en  son  pied  comme  deux  droites 
qui  divisent  le  segment  ef  de  l'infini  dans  un  rapport 
anharmonique  donné,  au  lieu  du  rapport  harmonique. 

Passons  au  théorème  relatif  à  la  réflexion  sur  une 
courbe  U^j,  dont  voici  l'énoncé  : 

Lorsque  des  rayons  émanés  d'un  point  Q  se  réflé- 
chissent sur  une  courbe  U"n,  les  rayons  réfléchis  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  ni  -+-  an. 

Il  faut  prouver  qu'il  existe,  sur  la  courbe  U^,  m-+-  in 
points  tels,  que  les  rayons  réfléchis  en  ces  points  passe- 
ront par  un  même  point  Q'.  Ces  rayons,  et  les  rayons 
incidents  émanés  du  point  Q  font  des  angles  égaux  avec 
la  tangente,  et  sont  par  conséquent  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  à  la  tangente  et  à  la  normale  ;  on  peut 
dire  réciproquement  que  la  tangente  et  la  normale  cou- 
pent la  droite  QQ'  en  deux  points  x,  x'  conjugués  har- 
moniques par  rapport  aux  deux  points  Q.  Q'.  Cela  posé, 
par  un  point  x  de  la  droite  QQ'  passent  n  tangentes  x6 
de  la  courbe  Ll^;  les  normales  aux  points  de  contact  8 
coupent  QQ'  en  n  points  x".  Un  point  x",  pris  arbitrai- 
rement sur  QQ',  a  pour  conjugué  par  rapport  au  seg- 
ment QQ'  un   point  x'  par  lequel   passent  ni  -f-  n  nor- 
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toaies  de  U^  ;  les  tangentes  aux  pieds  de  ces  normales 
coupent  QQ'  en  m  -+-  n  points  x.  Donc  il  existe  tri  -+-  in 
points  a:  qui  coïncident  chacun  avec  un  point  x  corres- 
pondant. Ces  m  -f-  aw  points  apparlienent  aux  tangentes 
de  m  -{-in  points  de  la  courbe  qui  satisfont  à  la  ques- 
tion. Le  théorème  est  donc  démontré. 

Observation.  —  Ce  résultat  se  vérifie  immédiatement 
par  celte  considération  que  la  courbe  enveloppe  des 
rayons  réfléchis  a  ni  -+-  in  tangentes  passant  par  le  point 
Q.  Ces  tangentes  sont:  i°  les  m  -+-  n  normales  menées 
par  Q,  qui,  regardées  comme  rayons  incidents,  se  réflé- 
chissent dans  leur  propre  direction  ;  i°  les  n  tangentes 
menées  du  point  Q,  qui,  regardées  comme  rayons  inci- 
dents, font  un  angle  nul  avec  les  tangentes,  et  donnent 
lieu  à  des  rayons  réfléchis  faisant  aussi  un  angle  nul  avec 
ces  tangentes,  et  passant  par  le  point  Q. 

Cas  particulier.  —  Si  la  courbe  U*  passe  par  les  deux 
points  circulaires  à  l'infini  e,  f,  il  y  a  deux  solutions 
étrangères  dans  le  nombre  m  -{-in  qui  exprime  la  classe 
de  la  caustique,  et  qui  devient  donc  m -{-in  —  2.  En 
effet,  la  normale  au  point  e  est  indéterminée  de  direc- 
tion, comme  nous  l'avons  dit  dans  le  problème  des  nor- 
males, de  sorte  que  le  rayon  réfléchi  est  aussi  indéterminé 
de  direction,  et  passe  donc  par  tel  point  Q'  qu'on  voudra, 
ce  qui  constitue  une  solution  étrangère-,  de  même  poul- 
ie point  f. 

Ainsi,  pour  le  cercle,  la  caustique  est  de  la  quatrième 
classe.  Effectivement,  on  sait  qu'alors  sa  développante 
appelée  caustique  secondaire  est  l'ovale  de  Descartes 
ayant  un  point  double  au  point  rayonnant  avec  les  deux 
points  de  rebroussement  aux  points  circulaires  de  l'in- 
fini. La  développée  de  cette  courbe,  c'est-à-dire  la  caus- 
tique proprement  dite,  est  donc  |  suivant  la  formule 
ni  (m  —  1)  —  2(1 — 3^/'   qui    exprime    la    «lasse    d'une 
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courbe  d'ordre  m  clouée  de  ci  points  doubles  et  de  d' 
points  de  rebroussement]  de  la  classe  4-3  —  2  —  6  —  4- 
C'est  surtout  dans  la  théorie  des  systèmes  de  courbes 
représentés  par  les  deux  caractéristiques  u,  v  que  le  prin- 
cipe de  correspondance  est  d'un  usage  précieux,  et  nous 
pouvons  dire  indispensable.  Mais  il  est  une  foule  de  ques- 
tions et  de  théorèmes  relatifs  à  une  simple  courbe,  dans 
lesquels  il  procure  la  même  facilité  que  dans  les  démon- 
strations qui  font  le  sujet  de  cette  Note.  On  avait  pu  en 
juger  déjà  par  les  exemples  que  j'en  avais  donnés  en  pré- 
sentant ce  principe,  d'abord  dans  des  limites  restreintes, 
sous  le  titre  de  Principe  de  correspondance  entre  deux 
objets  variables ,  qui  peut  être  dyun  grand  usage  en 
Géométrie  (*).  J'aurai  à  revenir  sur  ce  sujet. 


NOTE  SIR  LA  DETERMINATION  DES  FACTEURS  PREMIERS 
D'UN  NOMBRE; 

Far  M.  STOUFF. 


Si  Ton  construit  une  table  des  nombres  premiers  de- 
puis 1  jusqu'à  1000,  et  qu'on  y  cherche  tous  les  nombres 
terminés  par  l'unité,  on  trouve  les  quarante  nombres 
suivants  : 

11,  3i ,  41 5  61,      71.    101,    1 3 1 ,  1 5 1 ,  181,  191, 

211,  241,  25i ,  271,   281,   3i 1 ,   33 1 ,  4QI »  42I>  4^x » 

461,  49 '  5  52i,  54i,   571,  601,  63i,  64 1 >  661 ,  691, 

701,  75 1,  761,  811,  821,  8c;i ,  911,  94 •  1  97 1  >  99' • 

"Veut-on  reconnaître  si  un  nombre  donné  401673  est 
divisible  par  l'un  quelconque  de  ces  nombres^  par  191 

(*)  Comptes  rendus,  t.  XLI,  i8S5,  p.  1097-1 107. 
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par  exemple?  On  supprime  le  chiffre  des  unités  3  du 
nombre,  on  le  multiplie  par  19,  el  Ton  retranche  le 
produit  57  des  dizaines  /\o  167  du  nombre.  Le  reste  /\o  1 10 
et  401673  diffèrent  d'un  multiple  de  191.  On  opère 
ensuite  sur  4OIIO>  ou  plutôt  sur  4011  comme  sur  le 
nombre  donné;  le  second  reste  382  est  le  double  de  191; 
donc  le  nombre  donné  est  multiple  de  191.  Après  avoir 
supprimé  les  facteurs  3  et  191,  on  trouve  pour  quotient 
701.  Si  l'on  veut  reconnaître  directement  que  le  nombre 
donné  admet  ce  diviseur,  on  forme  le  tableau  suivant  : 

401678 


39957 
49° 
35o5 
35o 


On  serait  arrivé,  après  deux  opérations,  au  reste  zéro, 
si,  au  lieu  de  procéder  sur  401673,  on  avait  commencé 
par  supprimer  le  facteur  3,  comme  on  le  fait  toujours. 

Dans  le  cas  du  nombre  premier  701,  on  arrive  plus 
rapidement  au  résultat  en  suivant  la  méthode  suivante. 
On  supprime  les  deux  derniers  chiffres  du  nombre  donné, 
on  multiplie  par  7  le  nombre  qu'ils  forment;  on  retranche 
le  produit,  des  centaines  du  nombre,  et  l'on  obtient  im- 
médiatement 3  5o5,  reste  de  la  seconde  soustraction  (pre- 
mière méthode).  Deux  opérations  conduisent,  dans  ce 
cas,  au  rcsle  o. 

Nous  avons  opéré  sur  un  nombre  admettant  les  divi- 
seurs essaj  es  ;  s'il  en  était  autrement,  on  s'arrêterait 
aussitôt  qu'on  aurait  reconnu  qu'un  reste  n'admet  pas 
comme  facteur  le  diviseur. 

Au  moyen  des  nombres  non  premiers  terminés  par  1. 
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on  peut  reconnaître  facilement  si  un  nombre  est  divisible 
par  un  nombre  premier  quelconque  autre  que  les  précé- 
dents. A  cet  effet,  il  suffit  de  consulter  la  table  suivante, 
commençant  à  7  et  se  terminant  à  97  : 

MULTIPLICATEURS. 


I\  ombres 

Première 

Deuxième 

premiers. 

Multiples. 

méthode. 

méthode. 

7 

91 

9 

» 

» 

23l 

23 

a 

» 

3oi 

» 

3 

i3 

9' 

9 

» 

*7 

5i 

5 

» 

J9 

171 

'7 

» 

23 

i6i 

(7) 

16 

» 

29 

261 

26 

D 

3i 

34 1 

34 

» 

37 

1 1 1 

1 1 

« 

43 

3oi 

» 

3 

47 

141 

i4 

» 

53 

37i 

(7) 

37 

■ 

59 

53i 

53 

» 

67 

201 

» 

1 

;3 

5n 

(7) 

5i 

» 

79 

711 

71 

» 

83 

58t 

(7) 

58 

u 

89 

801 

0 

8 

97 

291 

29 

• 

Quand  un  nombre  a  six  chiffres  ou  un  plus  grand 
nombre,  on  peut  simplifier  encore  la  recherche  des  divi- 
seurs 7,  i3,  17,  23,  29,  127,  en  remarquant  que 


1001=    7  x     1 1  X  1 3 , 
2001=    3x    23x?-9> 
6001  =  17  x  353, 
8001  =    7  x  9  X  127. 
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On  supprimera  donc  les  trois  derniers  chiffres  du  nom- 
bre, on  multipliera  le  nombre  qu'ils  forment  par  i,  2, 
6  ou  8,  selon  le  facteur  que  l'on  essaye;  on  retranchera 
le  produit  des  mille  du  nombre  ;  le  reste  et  le  nombre 
donné  diffèrent  entre  eux  d'un  multiple  de  7,  i3,  23,  29, 
17,  7  ou  127. 

Quelle  que  soit  la  méthode  employée,  on  n'a  jamais  à 
multiplier  qu'un  nombre  de  deux  ou  trois  chiffres  par  un 
nombre  inférieur  à  10. 


PROBLÈME  DE  GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE; 

Par  M.  A.  MOREL. 


Soit  un  angle  ayant  son  sommet  en  un  point  A  d'une 
conique,  et  tel  que  les  côtés  AB  et  AC  soient  également 
inclinés  sur  la  tangente  en  A..  La  ligne  BC,  qui  joint  les 
points  d'intersection  des  côtés  de  Vangle  avec  la  co- 
nique coupe  la  tangente  en  A  en  un  point  M  indépen- 
dant de  la  valeur  de  Vangle.  On  propose  de  trouver  le 
lieu  de  ce  point  M  quand  le  point  A  décrit  la  conique. 

Pour  démontrer  la  première  partie  de  ce  théorème,  je 
considère  la  tangente  et  la  normale  en  A.  Ces  deux  lignes 
étant  les  bissectrices  de  l'angle  BAC  et  de  son  supplé- 
ment, la  ligne  BC  est  partagée  harmoniquement  aux 
points  M  et  N  par  la  tangente  et  la  normale.  Donc  le 
point  M  est  le  pôle  de  la  normale,  et  par  suite  indépen- 
dant de  la  position  sur  la  courbe  des  points  B  et  C  ré- 
pondant à  la  question,  c'est-à-dire  indépendant  de  la 
valeur  de  l'angle.  Nous  pourrions  par  suite  trouver  im- 
médiatement le  lieu,  en  le  considérant  comme  la  polaire 
réciproque  de  la  développée  par  rapport  à  la  conique  de- 
mandée. Nous  pouvons  déduire  les  propriétés  de  ce  lieu 


(  io8  ) 
de  celles  de  la  développée.  Nous  remarquons  d'abord  que, 
dans  les  courbes  à  centre,  le  lieu  sera  du  quatrième  de- 
gré, puisque  la  développée  est  de  la  quatrième  classe.  De 
pins,  la  courbe  présentera  quatre  branches  infinies,  puis- 
qu'il y  a  quatre  normales  passant  par  le  centre,  et  cette 
courbe  aura  quatre  asymptotes  deux  à  deux  parallèles  aux 
axes-,  ces  asymptotes  seront  les  polaires  des  points  de 
rencontre  de  la  développée  avec  les  axes.  Dans  l'ellipse, 
les  quatre  points  de  rencontre  étant  réels,  il  en  sera  de 
même  des  quatre  asymptotes.  Deux  seulement  existeront 
dans  le  cas  de  l'hyperbole,  les  autres  étant  imaginaires. 
Enfin,  la  courbe  ne  pourra  jan^ais  rencontrer  la  conique, 
car  si  P  était  un  point  commun  aux  deux  courbes,  R  le 
point  correspondant  de  la  développée,  la  polaire  de  P 
devrait  être  tangente  à  la  conique  en  P,  et  tangente  à  la 
développée  en  R,  c'est-à-dire  qu'elle  devrait  être  à  la 
fois  tangente  et  normale  à  la  courbe.  Ce  fait  ne  peut  avoir 
lieu  que  pour  les  droites  imaginaires  qui  vont  du  foyer 
aux  points  de  rencontre  imaginaires  de  la  directrice  avec 
la  conique. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  le  lieu  cherché  sera  du 
troisième  degré,  puisque  la  développée  de  la  parabole  est 
une  courbe  de  la  troisième  classe.  De  plus,  elle  aura  deux 
branches  infinies,  l'une  avant  une  asymptote  parallèle  à 
la  tangente  au  sommet,  et  à  une  distance  du  sommet 
égale  au  demi-paramètre,  mais  à  l'extérieur;  l'autre  sera 
le  prolongement  de  l'axe  au  delà  du  sommet,  car  les 
points  où  la  développée  rencontre  le  second  axe,  rejeté  à 
l'infini,  étant  eux-mêmes  à  une  hauteur  infinie  au-dessus 
de  l'axe,  leur  polaire,  c'est-à-dire  l'asymptote,  devra 
passer  par  le  centre,  c'est-à-dire  se  confondre  avec  l'axe. 
Nous  pourrions,  d'après  cela,  trouver  facilement  l'équa- 
tion du  lieu,  en  partant  de  l'équation  de  la  développée. 
Mais  on  pétilla  trouver  directement,  d'après  la  définition 
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du  lieu,  cl  revenir  de  là   à  l'équation  de  la  développée. 
Nous  allons,  par  exemple,  chercher  cette  équation  dans 
le  cas  des  courbes  à  centre,  laissant  au  lecteur   le  soin 
d'opérer  de  même  dans  le  cas  de  la  parabole. 
Prenons  donc  l'équation 

/  %  -r2     y* 

(,)  _+-__I  =  0 

de  la  courbe  rapportée  à  son  centre  et  à  ses  axes;  nous 
supposons  que  b  peut  être  réel  ou  imaginaire  de  la  forme 
b' \] —  i,  et  qui  nous  donne  simultanément  le  cas  de  l'el- 
lipse et  celui  de  l'hyperbole.  Soit  (a,  (S)  un  point  du  lieu; 
la  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  la  courbe  a  pour 
équation 

.  a.r         Ry 

a'  b~ 

Cette  ligne  coïncidera  avec  la  normale  au  point  (.r',  )  '), 
dont  l'équation  est 

(3)  a*f  x  —  b'x'y  —  c2x'y'  =  o, 
si  l'on  a  les  relations 

£sa  «2p  a*b2 

(4)  ^7'  ~~  —  ¥*~'  ~~  c2x'.>  ' : 

.r' et  y'  étant  liés  par  la  relation 

.t'>         y" 

—  ■+--, 1    =   o. 

«'  b1 

En  éliminant  x'  et  y'  entre  ces  équations,  nous  aurons 
le  lieu  cherché.  L'inspection  des  égalités  (4)  nous  donne 

x1  __  a3         y'  _     -  fr 
a         c2ct         b  c2p 

Donc,  en  portant  ces  valeurs  dans  l'équation  de  la  courbe, 


(    no    ) 
nous  aurons  pour  le  lieu  cherché 

5  — +  Tïï;-,=0• 

On  pourrait  facilement  trouver,  par  la  discussion  de 
cette  équation,  que  la  courbe  présente  bien  les  particu- 
larités dont  nous  avons  parlé. 

Revenons  maintenant  à  la  développée  de  la  conique. 
Pour  prouver  que  cette  courbe  est  la  réciproque  de  la 
précédente,  prenons  un  point  (£,•/;)  de  la  réciproque  de 
la  courbe  représentée  par  l'équation  (5).  Si  nous  identi- 
fions l'équation  de  la  polaire  de  ce  point  avec  celle  de  la 
tangente  à  la  courbe  (5),  nous  trouvons  comme  équation 
de  condition 

—  g  —n 

a?  b* .  _ 

c*  a3  c*  b3 

D'où 

«2\  3  b2  l  b*\3 

-        '       P  = , 

C%)  c    \cr, 

Portant  ces  valeurs  de  a  et  de  (3  dans  l'équation  (5)  et 
réduisant,  nous  trouvons  pour  le  lieu  des  points  (ç,r,), 
c'est-à-dire  pour  la  courbe  réciproque  de  l'équation  (5), 
la  courbe  représentée  par  l'équation 

2  2 

bn 


ce  qui  est  précisément  la  développée  de  la  conique  pro- 
posée, ainsi  que  nous  l'avons  démontré  plus  haut. 


QUESTIONS  DE  LICENCE; 

Par  M.    J.    GRAINDORGE, 

Docteur  es  sciences,  à  Liège. 


I.    Trouver  V intégrale  générale  de  l  équation 

d*r  d*y 

— ^ 2  — \-y  =  Ac'-f-  Be-*-f-  Csin^r  -h  Dcos.z: 

dxK  dx2 

A,  B,  C,  D  sont  des  constantes. 

On  trouve  facilement  que  1  équation  privée  de  second 

membre 

d*y  d2y 

a  pour  intégrale 

y  =  ex{u+$x)  -+-  er*  (u'  +  $'•*)■ 

Nous  obtiendrons  l'intégrale  cherchée  par  la  méthode 
de  la  variation  des  constantes  arbitraires,  et  nous  trou- 
verons que  a,  (3,  a'  et  j3'  sont  déterminés  parles  quatre 
équations 

du  dû  da!  d&' 

ez  — 1-  xex  —i-  H-  6,_x h  a: e~x  ~-  =  o, 

«x  a  j:  ax  air 

e* h  (  ex  -1-  .ï«*   —  —  e~' 1-  (  e~*  —  xer*\  -f-  =  o, 

dx  dx  dx  dx 

doc  ,  d&  du'         ,  .  rffl' 

e*  —  4-(2tjI  +  ^ex)  — -  -\-e~x (2e-1  —  xe-*)-£-  =  o, 

dx  dx  dx  dx 

du        ,_  srf8  rfa         ,_  ,  r/S' 

<•*—+( 3e* H-xe*   -£  —  <?-*  —  -\-(3e-x  —  xe-x)  -f-=s  V, 
a.r  rf.r  cm:  <Xr 

en  posant 

V=  Ae*-i-Be-:t4-  Csînar-h  Dcosa:. 


(  l"  ) 

Ces  équations  nous  donnent  immédiatement 

d&  dW 

— "  —  iVr1  — —  —  ±Vrz 

dx  -  ^6     >  dx  ~*>e' 

dx  4  d.r.  ^ 

Les  équations  qui  serviront  à  déterminer  les  quanti- 
tés a,  jS,  a'  et  (3'  seront  donc 

4^(3  =  A rflr H- B e~ixdx  -h  Ce~xs'inxdx  ■+■  T>e~xcosxdx, 
£d$'  =  Ae21  e?.r  +  Br/.r  +  Ce1  sinxdx  -f-  T>e*cosxdxy 

—  ^dx  =  A(x-hi)dx-hB(x-\-i)c-2xdx 

H-C(.r  -h  i)  e~x  sin  x  dx -h  D  (x  -{-i)e~xcosxdxi 

—  4  ^a'  =  A  (  a:  —  i  )  e^dx  -\-  B  f  x  —  i  )  dx 

-4-C(.r  —  \)exûnxdx-\-  D(.r  —  i)  excosxdx. 

Nous  voyons  donc  que  nous  aurons  besoin  de  calculer 
les  intégrales  suivantes,  que  nous  écrivons  en  faisant 
abstraction  des  constantes  : 


!" 


e-x  dx  =  —  ? 


e-1 

c~~ixdx  = 

2 


/ 


x  e7x  dx  =  —  x  e11 e-x, 

i  4 

x  e-"*  dx  = x  e~ ix  —  -j  c~2x, 

2  4 


sin.r  —  cos.r 
(f  sin  x  dx  =  eT  ■ 

sin  x  -+-  cos  x 


ex  cos  x  dx  =  e1 


e~x  sin  x  d x  =  —  e~* 


2 

sin  x  -f-  cos  x 

2 

sin  x  —  cos.r 


/ 


x  ex  sin  x  dx  = 


(  »3  ) 

xe*(<i\nx  —  cos.r)        ezcosx 


2  2 


/,          xe'tsinx  -4-cos.r)        exsin.r 
.r  ex  cos  xdx  ■=.  ï L , 
2                                2 

/_,  •        ,  ^e-x(sinx-+-cosjc)       e-xcos.r 

2  2 

/                             .re~x(sin.r — cos.r)        e~xsin.r 
j:e_rcos^a.r=r : :  _| . 
2                                        2 

Nous  aurons  alors  très  -facilement 


2  2  2 


-  J 


/«/      a'    i    ^   a*  i   ti      ,  n  Tsm-T —  cos.?:  sinx  +  cos.r 

2  2  2 

2  24 

sin^  +  cosx  C<?-Xsin.r 

-f-Care* h  Ce-* cos .r  H 

2  2 

siru:  — cos.r  .  Delcos.?: 

-  Dxe  x D<?-Xsin.r  H , 

2  2 

4a'=x,  — h  -t  Ae2x ï - 

24  2 

sinx  — cosj:  C^sin.r- 

_  i^xex Cexcos.r  -\ 

2  2 

sinx-i-cosx       ^       .  Dexcos.z 

_  Dxex h  Dexsm.r  H 

2  2 

En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expression  de  y,  on 
trouve,  tous  calculs  faits, 

4j  =  a,ex  -t-  p,.ze*-t-  x',e-x  -f-  p'(  j:e-x-f-  Ae1  l- ^  +  7) 

H-B<r~x  ( har-f-y  j  H-Csin-r  -f-  Dcosx, 

qui  sera  l'intégrale  de  l'équation  proposée. 
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Cette  intégrale  peut  encore  être  mise  sous  la  forme 
suivante  : 

Y  —  . \-  . — - —  ~'r-  le1  4-  un'  -,-  a  e      -h  {*  arc   J 

C    .  D 

-+-  -7  sin.r  +  -r-  cos.r, 

4  4 

ou  bien 

M*2  -A  r(Bx2  i  w 

^  =  ex  I  -q-  -4-  f*«  +  ).  J  4-  e~ *  [  -g-  4-  pt'ar-t-  X' 

G    .  D 

-+-  y  sin.r  -f-  -y-cosx. 

4  4 

II.  Un  point  matériel  P  est  sollicité  par  une  force 
dirigée  vers  un  centre  fixe  O,  et  qui  dépend  de  la  dis- 
tance r  du  point.  P  au  point  O.  L'action  de  la  force  sur 
r  unité  de  masse  s'exprime  par  la  formule 


On  suppose  le  point  P  placé  d'abord  en  C  à  une  dis- 
tance a  du  centre  O.  On  imprime  à  ce  point  une  vitesse 

perpendiculaire  au  rayon  OC  et  égale  à  -•  Déterminer 
son  mouvement. 

Prenons  pour  pôle  le  point  fixe  O,  pour  axe  polaire  le 
rayon  vecteur  initial,  et  appliquons  les  formules  connues 
(Sturm,  Mécanique,  t.  I,  p.  227,  228  et  229), 


(0 

(2) 

(3) 
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dans  lesquelles  c  est  une  constante,  p  la  longueur  de  la 
perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  tangente  au 
point  P,  v  la  vitesse  en  ce  point  P. 

La  vitesse  initiale  au  point  C  étant  ->  et  a  étant  la 
1  a 

perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  sur  la  direction  de 

la  vitesse  en  C,  nous  aurons,  d'après  la  formule  (3), 

h  _  c 
a         a 

et,  par  suite. 


La  formule  (i)  nous  donne  alors,  en  remplaçant  <p  par 
sa  valeur,  et  divisant  les  deux  membres  par  P  =  c8, 


2(a=+62)         3  a1  b- 


d'( 


*± 


2  (a-  +  b')        3«J  b1         i 


en  multipliant  par  id-->  et  intégrant,  il  vient 

a-b-        i 

h  C. 

re  ,.2 

Pour  déterminer  C,  nous  nous  reporterons  à  l'origine 
du  mouvement;  en  faisant  r=«,  dans  cette  dernière 
formule,  il  vient 

=  Ci 

8. 


(  n6  ) 
mais  la   formule  (2)   nous  donne,   en   faisant  r  =  a  et 

/?• 

v  =  —  i 


\d9/0       °; 
donc 

C  =  o, 

et  nous  aurons,  pour  l'équation  de  la  trajectoire, 


a1  -•-  b-        «2A2         i 

d'où 

r  r  a/- 

rt*0 


v* 


'a2-hb2        à'b2         i  vV2-+-  A2)r2  — «2A2  — 

r4  rc  r2 

Si  l'on  pose  /,2=  s,  il  vient 


dz 

2d0=- 


\l{a--h  b2)z  —  a2b2—z2 

d'où  l'on  tire,  en  intégrant  et  désignant  par  co  une  con- 
stante, 

iz—{a'A-b-) 

2  0  —  w  )  =  arc  cos  — ; •> 

a1  —  b2 

ou 

iz  =  {a--\-  b"1)  -+-  [a2 —  b2)  cos 2(0  —  w), 

ou  enfin,  en  remplaçant  z  par  sa  valeur  /,2, 

2/-*=  (rt2—  A2)   -I-  (rt2 —  A2)  COS2(0  — w). 

Pour  déterminer  oj,  nous  remarquerons  que,  pour 
9  =  o,  on  a  /•  =  a  ;  par  conséquent,  w  =  o,  et  il  vient, 
pour  l'équation  de  la  trajectoire, 

2/-2  =  (a2-4-  A2)  -+-  (a2  —  b')  cos20. 


(  "7  ) 
ou 


a1  cos2ô  -f-  b-  sin'Q. 


Cette  équation  est  celle  de  la  podaire  du  centre  de 
l'ellipse  dont  a  et  b  sont  les  deux  axes  :  en  coordonnées 
rectangulaires,  elle  a  pour  équation 

(.r2  -i-  y2Y=  aix}-\-  b\y2. 


NOTE  SUR  UN  PROCEDE  NOUVEAU  POUR  TROUVER  LES  CURES 
DE  CERTAINES  SOMMES  ; 

Par  M.   AMIGUES, 

Professeur  au  lycée  de  Toulon. 


J'ai  indiqué  dernièrement  un  procédé  pour  trouver 
les  cubes  de  certaines  sommes.  Je  me  propose  de  l'appli- 
quer à  deux  exemples. 

1.   Désignons  par  Sp  la  somme  des  piemes  puissances 

des  n  premiers  nombres  entiers.  Je  vais  démontrer  la 

formule 

i6Se  —  5S4  +  Sj 


Imaginons  pour  cela  qu'on  écrive  par  ordre  et  sur  une 
même  ligne  les  carrés  des  n  premiers  nombres,  puis  au- 
dessous  une  seconde  ligne  formée  en  multipliant  les 
nombres  de  la  première  par  2%  puis  encore  une  autre 
ligne  obtenue  en  multipliant  les  nombres  de  la  première 
par  32,.  .  .,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  un  carré.  Ce  carré  sera 
la  tranche  inférieure  d'un  cube,  dont  les  tranches  suc- 
cessives se  déduiront  de  la  première  en  multipliant  les 
nombres  de  celle-ci  par  2%  32, .  .  . ,  ?r. 

La  somme  dfs  nombres  de  ce  cube  sera  évidemment  Si. 
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A  l'un  des  sommets  du  cube  se  trouve  le  nombre  m6. 
Faisons  la  somme  des  nombres  contenus  dans  les  trois 
faces  qui  se  coupent  en  ce  sommet,  en  suivant  l'ordre 
que  j'ai  indiqué.  Nous  trouverons 

3[("-')w6(2,,-,)J+3i,'("--,^2,,-IU< 

c'est-à-dire 

\6ne —  5nl  -f-  ri1 


11  est  clair  alors  qu'en  opérant  de  même  sur  les  cubes 
réduits  successifs,  nous  aurons,  pour  la  somme  des  nom- 
bres disposés  en  cube, 


t6Sfi—  5S« 


d'où  l'égalité 


eJ  _  »6S6  —  5S4-t-S, 


2.   Désignons  par  Sp  la  somme  des  piim"  puissances 
des  nombres 

iii  i  i 

1.2        2.3'      3-4  n(n-hi)         (n  -\-i)(n-\-  2) 

/\         •               c         n  "+"  '      j'    « 
Un  sait  que  S,  =- ;   d  ou 

1  n  h-  7. 


S3.= 


Proposons-nous  de  trouver  S^  sous  une  autre  forme. 
Écrivons  pour  cela,  par  ordre  et  sur  une  même  ligne, 
les  nombres  (mon  obtient  en  multipliant  les   nombres 

proposes  par  1    puis  au-dessous  les   nombres  qu'on 
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obtient  en  multipliant  les  proposés  par  — -?  •  •  • ,  jusqu'à 

ce  que  nous  ayons  un  carré. 

Multiplions  tous  les  nombres  de  ce  carré  par Ces 

1  J        I  .2 

produits  formeront  la  tranche  inférieure  du  cube.  Mul- 
tiplions ces  mêmes  nombres  par  — -•  Ces  produits  for- 
meront la  deuxième  tranche  du  cube,  etc. 

La  somme  des  nombres  disposés  en  cube  est  évidem- 
ment S^. 

Considérons  le  sommet  du  cube  où  se  trouve  le  nombre 

; ,  et  faisons,  en  suivant  l'ordre  prescrit, 

la  somme  des  nombres  contenus  dans  les  trois  faces  qui 
se  coupent  en  ce  point.  Nous  avons  ainsi 


[n  4-  i)(r/  ■+-  i)  \n 
+  3- Jl 


(«  4-  i)2(w  -4-  l'j1  n  H-  i         (fl  +  i)!(«  +  2; 

c'est-à-dire 

i  3«3+6«2+3« 

(«  4- i)(« -t- 2)  (n  4-  i)2(«  4-  2) 

i  i  3« 


i)3(«4-2)3  (n  4-  i)(«  4-  2)  n  4-  2 

i 


(n  h-i)'(b  +  2)8 
Or,  en  posant  l'identité  suivante  par  rapport  à  n 
3«  A  B 


(«  +  !)(«-+-  2j*  («  +  l)(«  4-   2)  ("+2^ 

on  trouve 

A  =  -  3, 

-6; 
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en  sorte  que  la  somme  des  nombres  contenus  dans  les 
trois  faces  est 


(n  +  f)  [n  -+-  2)        (n-hi)2        [n  -h  i)3(»  -+-  a)3 

Si  alors  on  opère  de  même  pour  les  cubes  réduits  suc- 
cessifs, il  est  clair  que  l'on  aura,  pour  la  somme  des 
nombres  disposés  en  cube, 

-3S,-f-6r      '         -4-..,h-1"|h-S3; 

L(«  +  2J-  25J 


d'où  l'égalité 


s;  =-  3s,  +  4— i_  +. . .  +  -il  +  s3, 

K^-t-a)1  2-J 

c'est-à-dire 

f^±iy+3i±i=S3H-6r/  '    +...-+.11. 

Ajoutant  6  aux  deux  membres, 

f^±jy+3^±i+6=g,+6ri.+-L+...+  '  i 

\//-i-2/  rt-f-2  Ll-1  2"  C-*- 2)"J 

Supposons  n  =  ce  , 


,o  =  S,  +  6     -U-.  +  7 

\  I  •  22  3* 

I  O  =  S3  -+-  7T2, 

I  I 


IO 


l\23         2J.  33         3J.4-' 
Il  est  facile  de  voir  que,  si  le  premier  terme  négligé  dans 

la   série   est    — -,   l'erreur  commise  est   moindre 

P  l^  +  ij1 
i 
que  —  • 
)- 
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3.  On  peul  d'ailleurs  arriver  à  ce  résultat,  sans  con- 
sidérer notre  cube,  et  même  dans  le  cas  actuel,  avec  plus 
de  simplicité. 

Cherchons  d'abord  S9. 


(  n  -f-  i  )  (  n  -+-  i  )         n  -4-  i         n  -j-  2 
Elevant  au  carré, 


i 


(n  4-  i)'(«  -|-2J2        (rt-f-i)2        i«-t-2)2  (n-f- ij(«H-2) 

Ecrivant  les  égalités  analogues  et  faisant  la  somme, 

r  i       i  i      i  i 

S2  =  2      —  H h  .  .  .  +  7 ■ r   — I 2S,  ; 

d'où,  en  supposant  n  —  oo  , 

Tïï^+  2^T2_f" "3        ' 

formule  donnée  par  M.  Lucas. 

Connaissant  S2,  il  va  être  très-facile  de  trouver  S3. 
Partons  toujours  de  l'identité 


(«  -(-  i)  («  H-  2)  b+i'  n  -h  2. 

Elevant  au  cube, 


n  H-  i  P  (  n  -+-  2 


-3 A rf-! 


(rt  +  l)a  («H-2)3  («  +  l)(«+2)\ff-rl  «-f-2 

c'est-à-dire 


-3 


(»-4-r)3(/H-2)s        (ra-t-i)3       (b  +  2)î  (/î-4-i)î(«  +  2)3 
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Écrivant  les  égalités  analogues  et  faisant  la  somme, 


8,=  !-,      *_    w-3S,. 

(n  -+-  2j3 

Remplaçant  S2  par  sa  valeur  trouvée  plus  haut, 

s,=i — ? — 6ri-+i+...+   '  1 

3  _  n  -+-  i 

+  3  H h  6 

{  «  -h  2  )■*  rt  -f-  2 

Supposons  w  =  oo  , 

S3  =  io  —  6    —  +  —  -h  —  -+■ .  .  .  {■> 
S3  =  io  — 7T'. 

DES  COORDONNÉES  B1ANGILAIRES  ; 

Par  M.   William  WALTON. 


(Traduit  de  l'anglais  de  The  Quarterly  Journal  ofpure  and  applied 
Mathematics.) 


Des  diverses  elasses  de  courbes  de  la  Géométrie  ana- 
lytique, les  unes  sont  représentées  par  des  coordonnées 
bilinéaires,  et  c'est  le  plus  grand  nombre;  les  autres  le 
sont  par  des  coordonnées  polaires.  Il  y  a  cependant  un 
nombre  considérable  de  courbes  dont  il  est  très-difficile 
de  trouver  les  propriétés  à  l'aide  de  l'un  ou  l'autre  de  ces 
systèmes  de  coordonnées. 

Imaginons  deux  points  fixes  A  et  B,  et  un  point  va- 
riable P.  Je  mène  les  lignes  AB,  AP,  BP,  et  je  désigne  les 
angles  PAB,  PBA  respectivement  par  0,  ©.  Le  lieu  du 
point  P  peut  être  représenté  par  l'équation  F(0,  çp)  =  o, 
et  1  on  peut  dire  alors  qu'il  est  rapporté  à  des  coordon- 
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nées  bian gulaires .  Un  certain  nombre  de  courbes  peu- 
vent être  représentées  de  cette  manière,   et  repoussent 
l'emploi  des  coordonnées  bilinéaires,  trilinéaires  ou  po- 
laires. Telles  sont  par  exemple  les  courbes 

Q2±f=  i. 

On  se  propose  dans  cette  Note  de  présenter  quelques 
observations  sur  l'expression  biangulaire  de  certaines 
propriétés  de  la  ligne  droite  et  des  courbes.  La  méthode 
des  coordonnées  biangulaires  pourrait  être  poussée  plus 
loin,  mais  ce  que  nous  en  dirons  ici  suffira  pour  mettre 
les  élèves  à  même  d'attaquer  d'autres  questions  de  Géo- 
métrie analytique  au  moyeu  de  ces  coordonnées. 

1 .  Les  perpendiculaires  abaissées  des  points  A  et  B  (*) 
sur  une  droite  indéfinie  la  coupent  respectivement  en 
Y  et  Z.  La  ligne  AB  est  vue  des  points  Y  et  Z  sous  les 
angles  ^  et  fi,  6  et  ce  étant  les  coordonnées  biangulaires 
d'un  point  quelconque  P  de  la  ligne  droite. 

Du  point  O,  milieu  de  AB,  je  mène  OL  perpendicu- 
laire sur  la  ligne  YZ;  je  mène  ensuite  PM  perpendiculaire 
sur  AB. 

Alors,  la  ligne  OL  étant  égale  à  la  somme  des  projec- 
tions de  OM  et  PM  sur  elle-même,  on  a 

OM  cos^  +  PM  sin4-  =  OL. 
Mais 

ABsinJ>=YZ,  AB  cos^  =  AY  — BZ; 
donc 

OM  .  (  A  Y  —  BZ  )  +  PM  .  YZ  =  OL .  AB, 
ou  bien 

;-(AM  —  BM)(AY  —  BZ)-hPM.YZ=|(AY-f-BZ)(AM  +  BM), 

(*)  Le  lecteur  es!  prit   d<:  faire  la  ligure. 
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et  par  suite 

AM .  BZ  -+-  BM .  A  Y  =  PM .  YZ  ; 

d'où  l'on  tire 

coQcotô  +  cotu.  coto  =  i. 

Posons  coll  =  a,  cotfx  =  Z>;  cotÔ  =  a,  cot<p  =  |3. 
Alors  l'équation  biangulaire  générale  de  la  droite  est 

a  a  -1-  b  p  =  i . 

Si  la  droite  est  parallèle  à  AB,  on  a 

a  =  b. 

Si  elle  coïncide  avec  AB,  on  a 

a  =  o  =  b. 

Donc  l'équation  dune  parallèle  à  AB  est 

a  -T-  (3  =  const., 

et  celle  de  AB  est 

a  -4-  p  =  oo  . 

On  peut  appeler  les  points  A  et  B  les  pôles  biangu- 
laires,  et  le  milieu  de  AB  le  centre  biangulaire. 

2.  Trouver  la  forme  de  l'équation  d'une  droite  passant 
par  le  centre  biangulaire. 

Lorsqu'une  ligne  passe  par  le  centre,  son  équation  doit 
être  telle  que,  pour  son  centre,  on  ait 


Donc 


a  -4-/; 

Par  suite 

a  -+-  b  =  o, 


p=  oc. 
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et  l'équation  d'une  droite  passant  par  le  centre  biangu- 
laire  est  de  la  forme 


«  —  p  =  const. 

3.  Les  équations  des  lignes  droites  passant  par  les  pôles 
biangulaires  sont  évidemment  de  la  forme 

a  =  const.,      (3  =  const. 

D'ailleurs,  l'équation  de  la  droite  de  l'infini   est  évi- 
demment 

a  +  $  =  o. 

4.  Trouver  la  condition  pour  que  deux  lignes  soient 
parallèles  entre  elles. 

Soient  les  deux  lignes  représentées  par  les  équations 

av.  H-  bp  =  i ,      a'  a  -f-  b'  p  =  i . 

Puisque  ces  lignes  sont  parallèles,  il  en   résulte  que,  à 
leur  point  d'intersection,  on  a 

«4-p  =  o. 
Donc 

(a  —  b)oc.  =  i,       [a — 6')a=i, 

et  l'on  trouve,  comme  condition  de  parallélisme, 

a  —  b  =  a'r-V. 

5.  Trouver  la  condition  pour  que  deux  droites  soient 
perpendiculaires. 

Soient   a  =  k,  (3  =  k'  les  équations  des  lignes  menées 
respectivement  par  les  points  A  et  B  parallèlement  aux 

lignes 

a  a  +  b  [3  =  i ,      a'  a  -4-  b'  j3  =  i , 

à  l'intersection  de  la  première  et  de  la  troisième  de  ces 

lignes;  on  a 

a  -!-  p  =  o  ; 


(    126    ) 

il  en  est  de  même  pour  L'intersection  de  la  seconde  et  de 
la  quatrième.  On  a  donc 

(a  —  b)/>  =  i,        b'—a')/s'z=\. 

Mais  on  a  évidemment  M' =  i.  Donc  la  condition  de 
perpendicularilé  est 

(a  —  b)  (a'—b')=  —  I. 

6.  L'équation  d'une  ligne  passant  par  les  deux  points 
(a,  p),  (a,,  fi,)  est  évidemment 

«,—  a         p,  —  P 

7.  Trouver  l'inclinaison  d'une  ligne  sur  la  ligne  des 
pôles  biangulaires. 

Soit  l'équation  de  la  droite 

aa.  -4-  bp  =  i, 

et  soit  <£  l'angle  LOA. 

La  ligne  menée  par  le  pôle  biangulaire  parallèlement 
à  la  ligne  proposée  a  pour  équation  tang^  =  a.  Ces  deux 
lignes  se  coupant  sur  la  ligne  de  l'infini,  dont  1  équation 

est  a  -f-  j3  =  o,  on  déduira  de  ces  trois  équations 

cot^  =;  a  —  b . 

Les  résultats  obtenus  dans  les  art.  4  et  5  sont  des  con- 
séquences de  cette  expression  de  col<L. 

8.  Trouver  l'équation  de  la  tangente  à  une  courbe. 
D'après   l'observation  de  l'art.  6,  il  est  évident   que 

l'équation  de  la  tangente  en  un  point  (a,  (S)  d'une  courbe 
est 

«'-g   _  V—  2 
«se      "     dp 
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Si  l'équation  de  la  courbe  est  de  la  forme  F(a,|3)  =  o, 
celle  de  la  tangente  sera 

<-«>^-<  =  o. 

9.  Trouver  l'équation  de  la  normale  en  un  point  dune 
courbe. 

Puisque  la  normale  passe  par  le  point  (a,  /3),  son  équa- 
tion est  comprise  dans  la  forme 

a  (a'— a)  4-  b(p'  —  P)  =  0, 
ou  bien 

aa!  b$ 

a  a  -+-  b  p        a  a.  -+-  b  p 

De  plus,  l'équation  de  la  tangente  peut  s'écrire 
oi'dB  B'rfa 

L 1 L =    ! 

ar/p  —  prfa         prta  +  arfp 

La  condition  de  perpendiculaire  est 

a  —  b        da.  -h  dp 
ax-i-bp  xd\i  —  fU/a  ~~      ~  *' 
ou  bien 

6[f/p(l  —  ap  )  H-  rfa  (i  +  P2)]  =  «  [«a(l  —  ap)  +  d${\  +a5)]. 

L'équation  de  la  normale  est  donc 

a'  —  a ,  p'  —  0 

rfa  (  I  —  ap  )  +  rfp  ( n-  a2 )  ^  ^T1"— «P)  +  rfa(l  +  P2)  "~  '  ' 

ou  bien,  en  employant  les  coefficients  aux  différences  par- 
tielles, 

a'  — a  p'— p 
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10.  Prenons  pour  exemple  le  cercle  ayant  pour  dia- 
mètre la  distance  entre  les  deux  pôles  biangulaires. 
L'équation  de  ce  cercle  est  a (3  =  i. 

L'équation  de  la  tangente  en  un  point  (a,jS)  est, 
d'après  la  formule  de  l'art.  8, 


a'        8' 

—  -+-  hr  =  2' 


et  celle  de  la  normale,  d'après  la  formule  de  l'art.  9,  est 

a'  —  6'  =  y.  —  S, 

qui  représente,  comme  on  devait  s'y  attendre,  une  droite 
passant  par  le  centre  biangulaire. 

Comme  second  exemple,  proposons-nous  de  trouver  la 
tangente  à  la  courbe 

Sa  —  ?  =  i , 

au  point  pour  lequel  y  =  o. 
Puisque 

d¥        dF  dQ  .        dF 

-—  =  •—.  —  =  —  sin2ô— -  =  —  2  0sin2O, 

dot.         dQ  du  dO 

dF        dF  dm  dF 

——  =  — -i-  =  —  sin2»  — -  =  <psin2<j>, 

dp       do  dp  *  d<?        T 

l'équation  de  la  tangente  en  un  point  est 

0sin5Ô(a'  —  a)  =  <psin??(3'  —  S) 
ou 

G  sin2  9.  a'  —  Ôsinôcosô  =  <psin2©.  p'  —  <psin<j>cos<p. 

Si  l'on  pose  <j>  =  o,  on  a  9  =  ±  i,  et  l'équation  de  la 
tangente  devient 

al  =  rfccot  i. 

Ce  résultat  prouve  que,  au  pôle  A,  par  lequel  passe  la 
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courbe,  il   y  a  deux    tangentes  inclinées  chacune  d'un 
angle  i  sur  la  ligne  AB,  et  de  côtés  opposés  de  cette  ligne. 

11.  Trouver  l'équation  de  l'asymptote  à  une  courbe. 

On  combinera  l'équation  de  la  courbe  de  l'infini,  ou 
a  ■+-  (3  =  o  avec  l'équation  F  (a,  (3)  =  o,  ce  qui  déter- 
minera oc  et  (3  ;  ces  valeurs,  si  elles  sont  possibles,  seront 
substituées  à  a  et  à  (3  dans  l'équation 

ia._a)_+(P_3)_=o, 

et  si  l'équation  résultante  représente  une  ligne  a  distance 
finie,  cette  ligne  est  une  asymptote. 
Prenons  par  exemple  l'hyperbole 


dans  laquelle  s  est  une  constante.  Combinant  l'équation 
de  la  courbe  avec  l'équation  ce.  ■+-  (5  =  o,  on  a 

2 

L'équation  de  la  tangente  est 

*{*'  —  a)H-p(P'-P)  =o, 
ou 

On  en  déduit,  pour  l'équation  des  asymptotes, 

résultat  qui  prouve  que  les   asymptotes  passent  par   le 
centre. 

Prenons  pour  second  exemple 

92—  «p2=  i. 
Ami.  de  Malhémat.,  :>e  série,  t.  X.  (Mars  iS-  ,  Vj 
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Pour  avoir  l'asymptote,  on  doit  poser 

a  +  B  =  o,     cotô  -+-  cot<p  =  o,      <j>  =  nit  —  9. 
Portant  dans  l'équation  de  la  courbe,  on  aura 

n-^  -'-    I  /227T2 I 


'«7T   —   Ô)2=I,         9  = 


2 1l  77  2  «  TT 


Par  suite,  en  se  rapportant  à  l'équation  de  la  tangente 
donnée  dans  l'article  40,  on  aura,  pour  l'équation  des 
asymptotes, 

,    .      «27r —  I     ,                          ,    .      n^it2  —  J  „, 
(«!7rJ  +  i   sin!- —  ce'  —  (n2n2  —  i)  sins B' 

2«77  2«7V 

«27T2-t-  I    T.  .      .        «27T2+   I 

=  cot («27t' h- i    sin2 

2  «  7T  2  n  7T 

.  .         «'7T2   —  1~| 

+    «27r2  —  ilsin2 • 

2«7T 

Cette  équation,  suivant  que  n  est  pair  ou  impair,  peut 
être  remplacée  par  les  équations 

[  ■-' \~i)  a' H-  (  --—  —  i  J  &'  =        2  cot— — , 

\  n-n'         J  \«27r2         /  2«7r 

(  ■  !     -f-ija'-hf-- i  )  B'  =  — 2tane— ?— • 

12.   Comme  exercice  des    coordonnées  biangulaires, 
cherchons  à  tracer  la  courbe  donnée  par  l'équation 

L'équation  de  la  tangente  en  un  point  (0,  cp)  est 

G  sin29.a'-j-  y  sin2^.  B'  =  9  sin 9  cos9  -+-  çp  sincp  coscp. 

Lorsque  0  =  ±i,  ce  qui  est  sa  plus  grande  valeur  ab- 
solue, on  a  <p  =  o,  et  l'équation  de  la  tangente  devient 

a'  =  ±coti,      ou      9'=±I. 
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De  même,  les  équations  de  la  tangente,  pour  <p=±i, 
sont 

Pour  déterminer  la  position  des  asymptotes,  s'il  y  en 
a,  on  doit  prendre  la  relation 

a.  -4-  p  =  o     ou     cotS  -+-  cot<p  ■=  o, 

et  par  suite 

f  z=  nn  —  9. 

On  en  déduit,  en  portant  dans  l'équation  de  la  courbe, 

62—  «tt9  =  I  (i  —  n-n'2), 
ou 

Pour  que  0  soit  possible,  il  est  évident  que  n  ne  peut 
être  que  nul,  puisqu'il  ne  peut  être  fractionnaire  ;  donc 

i  i 

V2  v2 

Portant  ces  valeurs  de  Q  et  de  cp  dans  l'équation  de  la 
tangente,  on  trouve,  pour  l'équation  des  asymptotes, 

a'—  (3'  =  qz2cot  — , 

V2 

résultat  qui  montre  que  les  deux  asymptotes  passent  par 
le  centre  biangulaire. 

De  plus,  par  l'article  7,  on  voit  que  les   asymptotes 
sont  inclinées  sur  la  ligne  des  pôles,  et  de  côtés  opposés, 

d'angles  égaux  chacun  à  — -  • 

V2 
La  forme  de  la  courbe,  comme  on  le  voit,  peut  être 

9- 
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facilement  donnée  par  la  figure  ci-dessous  :  AL  et  AL' sont 
les  tangentes  en  A;  BM,  BM'  celles  en  B;   SOS',  TOT' 
sont  les  asymptotes. 


On  peut  observer  que,  si  0  =  — =:>    a  =  —   ou   — — • 

y?.  sji  \Jl 

Les  coordonnées  — =j    —=.   représentent  le  point  C;  les 

sji      v 2 

coordonnées  — -•> =  représentent  le  point  à  l'infini  T. 

D'ailleurs,   si  6  =  cp,   ce  qui   est  le  cas   du   point  C, 
l'équation  de  la  tangente  devient 

y.'  -+-  P'=2COt0; 

et  par  suite  la  tangente  est  parallèle  à  AB. 

13.   Trouver  les  coordonnées  biangulaires  du  centre 
de  courbure  d'une  courbe  en  un  de  ses  points. 


c   .         -,        rfF     „       dF 

Soient    L  =  -—  »    V  = 


peuvent  s'écrire 

a 
en  posant 


——■}  les  équations  de  la  normale 

«8 


Lr,      p'.-p=Mr, 


L=  a(alH-  6V)  +  U  —  V, 
M=B(BV-4-aU)  -+-  V  —  U. 

Différenliant  les  équations  de  la  normale  dans  l'hypo- 


(  ^  ) 

thèse  que  da'  et  r/(3 '  sont  nuls  tous  ies  deux,  on  a 

—  da  =  Ldr  -+-  rdh, 

—  d^  =  Mdr-hrdM, 
et  par  suite 

a'  —  a  _  pf  —  ft  _     Mr/a  —  Lrf(3 
~ L  M       ~~  LdM  —  MdL* 

En  effectuant  les  différend  a  tions  indiquées,  remplaçant 
dans  le  résultat  doc,  dfi  par  leurs  proportionnels  U,  — V, 
et  posant 

dV  dV  _  dXJ  _         _dV 

da.  d^  dp  da. 

on  arrive,  par  une  marclie  très-simple,  aux  équations 

a— a.' P  —  F 

a(aU+pV)  -{-U  — V  ~~  P(pV  +  aU)  4-V  —  U 

(U  —  V)2+(aU-f-ftV)' 

(aU  +  pVj[(U— V)2+  (aU+pV)2] 
4-  («2+p2)  (U<>24-V«2  —  aUViv) 

qui  déterminent  les  coordonnées  biangulaires  du  centre 
de  courbure. 

Prenons,  par  exemple,  l'équation  a(3  =  1 5  alors 

U  =  (5,      V  =  a,      «:=o,      e  =  o,      w  =  l  ; 

donc 

-=■*- ^,      ou      a'—  fi'  =  a—  S. 

La  forme  de  cette  équation  nous  montre  que  le  centre 
de  courbure  est  sur  une  ligne  qui  passe  par  le  centre 
biangulaire. 

En  outre,  le  dénominateur  du  troisième  membre  des 
équations  qui  déterminent  les  coordonnées  du  centre  de 
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courbure  est  nul,   comme   il   est  facile  de  le  voir.   Par 
conséquent, 

a'  =  00  ,       (3'  =  00  . 

Le  centre  de  courbure  coïncide  donc  avec  le  centre 
biaugulaire  ;  ce  qui  est  évident,  puisque  la  courbe  est  un 
cercle  dont  le  centre  coïncide  avec  le  centre  biangulaire. 

14.  Tangente  indéterminée.  —  Supposons  que,  pour 

•     i-       j         i  i    />  dF    dF      . 

un  couple  particulier  de  valeurs  de  u  et  cp,  — >  —  soient 

nuls  tous  les  deux.  Alors,  en  supposant  que  les  premiers 
coefficients  aux  différences  partielles  qui  ne  s'annulent 
pas  soient  de  l'ordre  «,  on  a 

d  d\" 

dQ h  dm  —  )  F=o. 

dQ  T  dm  J 

De  plus 

da.  ■=.  —  coséc:  ô d9,      dp  =  —  coséc'© dm. 

Par  suite,  l'équation  de  la  tangente  en  un  point  peut 
s'écrire 

et  les  équations  des  tangentes  au  point  (9,  r^)  sont  ren- 
fermées dans  l'équation 

j  (a'  —  a)sin'0—  +(p'  —  PJsitfy  —  rF=o. 

Il  faut  remarquer  qu'il  n'est  pas  nécessairement  vrai, 
comme  dans  la  proposition  correspondante  en  coordon- 
nées bilinéaires,  que,  réciproquement,  s'il  y  a  plusieurs 
tangentes  en  un  point,  on  a 

dF  _  dF__ 

~dfy  ~~  °'      dm  ~~  °' 
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(  Voyez ,    par    exemple ,    la    courbe    étudiée   dans    l'ar^ 
ticle  12.) 

Cherchons  les  équations  des  tangentes  à  la  courbe 

F  =  [(e  —  ô,  )'+-(?  —  fO1?  —  (ô  —  e,)I  +  (?-?.)2=o 

au  point  (0,,  cp!). 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  a 

dF  _  dF  _  d2F_  rf2F  _  ^/2F_ 

d?  —  °'       d^~°'      ~d¥~  ~  2'      dJdy~°'      ~df~*' 

L'équation  des  tangentes  correspondantes  est 

(  a!  sin  6,  —  cosô,)2  sin20,  =  (  p'  siny,  —  cosy,  )2  sin'cp,. 

Cette  équation  est  équivalente  aux  deux  suivantes  : 

(i)         a!  sin20,  —  p'  sin2<p,  =  cosG,  sinô,  —  sinçp,  ces?,, 
(2)        a'  sin20,  -f-  p'  sin2cp,  =  cosô,  sinO,  -+-  sin<p,  cos^i. 

Supposons  0!  -=  cpi ,  les  équations  (1)  et  (2)  deviennent 

a'— p'  =  o,     a'  4-  £'=  2  cote,. 

Si,  en  outre,  0j  =  o,  on  voit  que  les  équations  des  tan- 
gentes au  point  (o,  o)  de  la  courbe 

(02+  ?2)2=0=  —  <f,2 
sont 

a'—  p'  =  o,      a'  +  p'  =  ao, 

la  première  représentant  une  ligne  passant  par  le  centre 
biangulaire  et  perpendiculaire  sur  la  ligne  des  pôles,  la 
seconde  représentant  la  ligne  des  pôles  elle-même. 
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DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  D  UN  THEOREME 
SIR  L'ELLIPSE  ^ 

Par  le  Rév.   H.-G.   DAY. 


{The  Quarterly  Journal  of  pure  and  applied  Mathematics;  avril  l86g.  ) 


Si,  d'un  point  P  d'une  ellipse,  je  mène  une  perpendi- 
culaire sur  le  grand  axe,  et  que  je  la  prolonge  jusqu'au 
point  Q  où  elle  rencontre  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe 
comme  diamètre,  le  diamètre  qui  passe  par  le  point  P 
sera  égal  à  la  corde  menée  dans  le  cercle  par  le  point  F 
parallèlement  au  rayon  OQ. 

Je  mène  AD  parallèlement  à  OQ,  et  je  joins  le  point  D 
au  point  A'.  Les  deux  triangles  A'MO,  QNO  sont  évi- 
demment égaux. 

B 


/ 

/  p 

/E\  \ 
\M/           \    v 

V             \ 

\\ 

1  ,'' 

x/" 

\       N  l 

1         M" 

o 

Nous  avons,  d'après  une  propriété  connue  de  l'ellipse. 


PN 
QN 


BE.FC 


PN3 
QN1 


OA2 
OE.EA'        DE.EA' 


A' M2 


QN 
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Donc 

PN3=DE.EA'. 

Je  mène  OH  parallèle  à  A'D,  et  j'ai 

ON2  ==  OM2  =  EH5. 
Donc 

PN5  -4-  ON2  =  BE .  EG  +  EH2, 

ou 

PN2-4-OIN2  =  BH2. 

Donc  enfin 

OP  =  BH  =  {BC. 

C     Q.     F.     D. 

Note  du  traducteur.  —  On  peut  de  là  déduire  une  dé- 
monstration très-simple  du  théorème  d'Apollonius,  à 
savoir  :  que  la  somme  des  carrés  de  deux  diamètres  conju- 
gués est  égale  à  la  somme  des  carrés  des  axes. 

En  effet,  on  sait  que,  si  l'on  prend  le  point  Q'  ana- 
logue au  point  Q  et  correspondant  à  l'extrémité  P'  du 
diamètre  conjugué  de  OP,  les  deux  lignes  OQ,  OQ'  sont 
à  angle  droit;  il  en  sera  donc  de  même  de  leurs  paral- 
lèles BFC,  bFc  menées  par  le  point  F.  Donc  on  aura 

BC2-4-  éc2  =  (BF  +  FC)î+  (6F-f-Fc)2 

=  BF2  -4-  FC2  -4-  £F2  -4-  Fc2  -+-  2BF.  FC  -+-  2  6F.  Fc. 

Or  on  a,  d'après  une  propriété  connue, 

BF2  -4-  FC2  +  b  F2  -+-  Fc2  =  4«2, 
et 

BF.FC==  b¥.Fc  =  b\ 

Donc  enfin,  on  a 

BC2-f-  bé  =  4«2+4iJ. 

C.     Q.     F.     D. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTIOX  PROPOSÉE  Al  CONCOIRS  GÉNÉRAL 
DE  1870, 

Par   M.  AUGIER, 

Elève  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lyon. 


On  donne  dans  un  plan  deux  ellipses  ayant  leurs 
axes  dirigés  suivant  les  mêmes  droites;  on  considère 
deux  cônes  égaux,  de  même  sommet,  et  ayant  respec- 
tivement pour  directrices  les  deux  coniques  données.  On 
demande  le  lieu  des  sommets  de  ces  cônes. 

Je  prends  pour  origine  le  centre  commun  des  deux 
ellipses,  pour  axes  des  x  et  des  y  les  axes  communs  aux 
deux  courbes,  et  pour  axe  des  z  une  perpendiculaire  à 
leur  plan. 

Les  équations  des  deux  ellipses  données  sont  dans  le 
plan  des  x,  y  : 

(0 

(2) 

Soit  M  un  point  du  lieu;  soient  (a,  j3,y)  ses  coor- 
données . 

Je  cherche  l'équation  du  cône  ayant  pour  sommet  le 
point  M  et  pour  directrice  l'ellipse  (i). 

Soit  P(x',y')  un  point  de  l'ellipse  (i);  soient  x,),  z 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  MP,  k  étant  le 
rapport  dans  lequel  ce  point  divise  le  segment  MP  :  on 

aura 

a  —  X.r            ,        6  h-  />  y                  y  -+-  iz 
x'  = — ,      y'  =-     ,    ;   ;      o= fi 


x- 

Y1 

i 

n> 

a1 

b2 

X2 

r2 

a\ 

b\ 

i 

— 

u 
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et  l'équation  du  cône  s'obtiendra  en  éliminant  k  entre 
les  deux  équations  : 

(«+**)'  (p  +  *r)' 

y  +  k  Z  =  O . 

Il  vient  ainsi 

(I) 


)  tf2"'     '     62^      '    \a2    '    b 
< 

J  3y  ay 

f      —  -2—  yz  —  7.  —  xz  -4-  27Z  —  72  =  o. 
62  y  a2  '  ' 


L'équation  du  second  cône,  ayant  son  sommet  en  M  et 
pour  directrice  l'ellipse  (2),  s'obtiendra  en  changeant, 
dans  cette  équation,  a  en  ax ,  h  en  bi  : 

7:  v2  [ce2         S2  \ 

—  1  -r-  yz  —  2  — „•  xz  -f-  rz  —  7  =  o. 
ôr  a2 


(H) 

Soient 

(3) 


j   S3—  mS2  -+-  nS-h  p  =  0, 

(  S3  —  m,  S,  -+-  /?,  S  -+-  p,  =  o 


les  deux  équations  en  S  relatives  aux  cônes  (I)  et  (II). 

Soient  S,  S',  S"  les  racines  de  la  première  équation. 

Soient  Sn  S',,  S",  les  racines  de  la  seconde. 

Si  l'on  rapporte  respectivement  à  leurs  plans  princi- 
paux les  cônes  (I)  et  (II),  ils  auront  pour  équations  : 

Sx2  +S'j'-(-S'Vr=o) 
S,x2-+-S',j--^  S",z2  =  o. 

Ces  deux  cônes  devant  être  égaux  : 

S  _  S^  _  S" 
S ,  —  W.  ~~  S^  ' 
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j'exprime  que  les  équations  (3)  ont  leurs  racines  pro- 
portionnelles, il  vient,  k  étant  une  constante  arbitraire, 

(4)  *=^,  p='^  *•=£. 

Je  forme  les  quantités  (m,  n,  p),  (m,,  »4,  pt)  ;  il  vient  : 

a2         B2  /  1  1  \ 

74 


«2  "   7'U2  +  Â 

V 


*î)]. 


1»,=     7 


Je  remplace  ces  valeurs  dans  la  relation  (4) 


33  /   1  1 

-  -+- 
a 


h  J h  -y* . 

1,2  <    \  b- 


a\b\  a2 -4-  p2H-72  —  (a3  -4-  b3)' 


«:'6- 


J'aurai  les  équations  du  lieu  des  points  M,  en  élimi- 
nant k  entre  ces  trois  dernières  relations,  et  remplaçant 
(a,  /3,  y)  par  (*,  j,  z). 

Il  vient  ainsi,  après  avoir  posé 

"*    -H 


(  Mi  ) 

H    représentant  le  rapport  des  aires  des  deux  ellipses 
données 


b\  +2 


X2 

a* 

*£-*( 

a5 

+ 

I 

)- 

I 

x1  -\-  y  2  + 

-2 

-( 

«î 

+ 

£ 

!) 

Il 


I 
H7 


Ces  deux  équations  peuvent  s'écrire 

s+£2  —  H^(«î-h*î) 


x2-f-  r'+  zs 


H 


(III) 


H3              i         H3 

"   a2             62         6S 

2          '     J                             1 

H3                «  —  H3 

('     ^J< 

H'\ 

\?,—*)+W 

~f) 

Ce  sont  les  deux  équations  du  lieu. 

La  première  représente  une  sphère  ayant  son  centre 
à  l'origine;  la  seconde,  une  surface  du  second  ordre, 
ayant  pour  plans  principaux  les  trois  plans  de  coor- 
données. 

Le  lieu  est  donc  une  courbe  gauche  splièrique,  symé- 
trique par  rapport  aux  trois  plans  de  coordonnées. 

En  éliminant  successivement  x,  j',  z  entre  les  deux 
équations  (3),  on  obtient  les  équations  de  trois  cylindres 
du  second  degré  parallèles  aux  axes  et  passant  par  la 
courbe  gauche. 

Ceci    pouvait  se   voir   à  priori ,    car,    les    deux    sur- 
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faces  (III)   ayant  trois  plans  principaux  communs,  les 
projections  de  leur  intersection  sur  ces  trois  plaus  prin- 
cipaux sont  trois  coniques. 

Si  l'on  élimine  les  termes  constants  entre  les  deux 
équations  (3),  on  obtient  un  cône  du  second  degré  rap- 
porté à  ses  trois  plans  principaux  et  passant  par  la  courbe 
gauche  sphérique. 

Je  cherche  les  conditions  pour  que  la  courbe  (III)  soit 
plane.  Le  lieu  se  composera  alors  de  deux  cercles. 

Pour  abréger,  j'écris  sous  la  forme  suivante  les  deux 
équations  (III)  : 

(  x1  -\-  r2-hz2  —  R5=  o, 
(111  bis) 

y  '         \   MxJ  +N7:T(M  +  N)z''-i  =  o. 

L'équation  générale  des  surfaces  du  second  ordre  pas- 
sant par  l'intersection  des  deux  surfaces  (III  bis),  est 

(M  -4-  X).r3-+-(N  -4-  a)/2  +  (  M  +  N  -+-  X)z2—  (XR*-i-  i)  =  o. 

Pour  que  la  courbe  soit  plane,  il  faut  et  il  suffit  que 
cette  équation  représente  deux  plans.  Or  cette  équation 
peut  représenter  deux  plans  de  six  manières  différentes, 
ce  qui  donne  successivement  les  six  conditions  : 

i°  M  —  N  =  o,  ou  bien,  eu  remplaçant  M  et  N  par 
leurs  valeurs,  c  et  cx  désignant  les  distances  focales  des 
deux  ellipses, 

2°  M  =  o,  ou,  en  remplaçant  M  par  sa  valeur, 
a, 

3°  N  =  o, 

b  -H*. 
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4°  MR5=i,  ou,  en  remplaçant  M  et  R2  par  leurs 
valeurs, 

G  -  H1)-  y~  ~  ^  J  [«24-  A'-  B}(«;  H-  6Î)]  ; 
5°  NR2=i, 

G-Hl)2=^-^)[«2H-^-HM«î  +  ^)]; 

6°  (M  +  N)R2  =  i, 

(— *),=(î^--i^^»'--îw+»ï)]- 

Suivant  ces  différentes  conditions,  les  cercles  seront 
réels  ou  imaginaires. 

On  peut  remarquer  que.,  si  H3  =  i,  ce  qui  donne 
ab  =  ax  biy  c'est-à-dire  si  les  aires  des  deux  ellipses  sont 
égales,  ce  qui  comprend  le  cas  particulier  où  les  deux 
ellipses  seraient  égales,  la  courbe  s'éloigne  à  l'infini  sur 
le  cône  : 

ce  cône  pouvant  d'ailleurs  être  réel  ou  imaginaire. 
La  condition  pour  que  la  sphère  soit  réelle  est 

(5)  H*<^, 

car  on  peut  supposer  i  —  H3  ^>  o. 

En  effet,  H  =  — —  •>  et  l'on  peut  toujours  supposer  que 

a  et  b  désignent  les  axes  de  l'ellipse  qui  a  la  plus  petite 
surface. 
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La  relation   (5)  peut  s'interpréter  géométriquement. 
7  représente  le  rapport  des  aires  des  deux  cercles 


a\-\-b  _ 

concentriques,  lieux  des  sommets  des  angles  droits  cir- 
conscrits à  chacune  des  deux  ellipses;  il  faut  que  ce 
rapport  soit  supérieur  à  la  puissance  f  du  rapport  des 
aires  des  deux  ellipses  correspondantes. 

La  condition  (5)  est  une  condition  nécessaire  de  réa- 
lité de  la  courbe;  mais  elle  n'est  pas  suffisante. 

Il  faut,  de  plus,  que  la  seconde  surface  (III)  soit  réelle, 
et  qu'elle  coupe  la  sphère.  On  aura  ces  conditions  de 
réalité  en  exprimant  que  le  plus  petit  des  axes  réels  des 
différentes  surfaces  représentées  par  la  seconde  équa- 
tion (III)  est  inférieur  au  rayon  de  la  sphère. 

Les  conditions  pour  que  la  seconde  surface  (III  bis) 
soit  réelle  sont  que  M  et  ÎN  doivent  être  simultanément 
positifs  ou  de  signes  contraires,  en  se  rappelant  que 

i  — HJ>o. 

D'ailleurs  ces  conditions  de  réalité  ne  présentent  point 
d'intérêt. 


QUESTION. 


1017.  On  coupe  une  surface  du  second  degré  par  un 
plan;  aux  différents  points  de  l'intersection  on  mène  les 
normales  à  la  surface;  par  un  point  de  l'espace,  on  mène 
des  droites  égales  et  parallèles  aux  longueurs  interceptées 
sur  ces  normales  entre  leur  pied  sur  la  surface  et  le  plan 
de  symétrie.  Les  extrémités  de  toutes  ces  droites  se  trou- 
vent sur  une  conique. 

(  E.  Laguerre.) 
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PROPRIÉTÉS  DES  SYSTÈMES  DE  COKIQ17ES  RELATIVES,  TOUTES, 
A  CERTAINES  SÉRIES  DE  NORMALES  EN  RAPPORT  AVEC 
D'AUTRES  LIGNES  011  DIVERS  POINTS; 

Par  M.   CHASLES. 


(Extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  V Académie  des  Sciences,  t .  LX  XII.) 


Les  systèmes  de  coniques  donnent  lieu  à  d'innom- 
brables théorèmes  concernant  particulièrement  leurs 
tangentes,  leurs  diamètres,  leurs  normales,  les  pôles  de 
certaines  droites,  les  polaires  de  certains  points,  etc.  Il 
est  fort  difficile  de  classer  de  si  nombreuses  propositions, 
de  manière  à  y  recourir  au  besoin;  d'autant  plus  que 
souvent  dans  une  même  proposition  se  trouvent  diverses 
espèces  de  ces  données  principales  à  chacune  desquelles 
on  pourrait  les  rattacher. 

Mais  il  en  est  dans  lesquelles  se  trouve  quelque  condi- 
tion générale  de  perpendicularité  entre  certaines  séries 
de  droites  :  et  ce  caractère  spécial  permet  de  les  réunir, 
lise  subdivise  même,  à  l'égard  des  propositions  qui  con- 
cernent particulièrement  les  normales  aux  coniques  d'un 
système.  Cette  classe  particulière,  fort  importante,  suffit 
déjà  pour  donner  lieu  à  de  très-nombreuses  propositions. 
Ce  sont  ces  propositions  qui  font  le  sujet  de  ma  Commu- 
nication de  ce  jour. 

Je  les  rangerai  en  trois  paragraphes.  Dans  le  premier 
sont  des  propositions  diverses,  c'est-à-dire  qui  ne  pré- 
sentent pas  un  caractère  commun.  Le  deuxième  renferme 
des  propositions  dans  lesquelles  une  série  de  droites  ren- 
contrent une  droite  fixe  en  des  points  d'où  partent  d'autres 
droites  dont  ou  demande  la   courbe  enveloppe,  ou  qui 

Ann.  de  Mathémat..  2e  série,  t.  X.   (Avril  1871.)  IO 
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déterminent  certains  points  dont  on  cherche  le  lieu,  ou 
se  prêtent  à  diverses  autres  conditions.  Dans  le  troisième 
paragraphe  se  trouvent  des  conditions  de  parallélisme  et 
de  perpendicularité,  mais  toutes  relatives  à  quelque  série 
de  normales  parallèles  ou  perpendiculaires  à  quelque 
autre  série  de  droites. 

Toutes  les  conditions  qu'indique  un  énoncé  de  théo- 
rème concernent  uni:  même  conique,  mais  s'étendent  à 
toutes  les  coniques  du  système  :  d'après  cela,  on  peut 
éviter  le  plus  souvent  de  prononcer  le  mot  conique  dans 
les  énoncés,  ce  qui  les  abrège  et  en  facilite  l'intelligence 
rapide. 

Toutes  les  propositions  dont  je  donne  ici  les  énoncés 
ont  élé  démontrées  d'une  manière  générale  par  le  prin- 
cipe de  correspondance .  bien  qu'un  certain  nombte  se 
puissent  conclure  de  quelques  cas  particuliers,  notam- 
ment quand  il  se  trouve  certains  points  ou  droites  fixes 
dans  les  conditions  de  la  question.  Ces  cas  particuliers 
peuvent  être  d'un  secours  très-utile,  comme  vérification, 
quand  il  se  trouve,  dans  les  démonstrations  générales  par 
le  principe  de  correspondance,  des  solutions  étrangères, 
parfois  variées  et  difficiles  à  découvrir. 

Un  théorème  donne  lieu  très-souvent  à  un  ou  à  deux 
autres,  dans  lesquels  la  conclusion  du  premier  devient 
le  point  de  départ,  c'est-à-dire  une  condition  de  la 
question. 

Ces  théorèmes  se  trouvent  sous  le  même  numéro  que 
celui  d'où  ils  découlent,  et  portent  les  lettres  a  et  b.  .Mais 
j'en  donnerai  aussi  la  démonstration  directe,  qui  exige 
généralement  des  considérations  différentes  de  celles  qui 
ont  servi  dans  la  démonstration  du  théorème  primitif,  et 
souvent  aussi  des  difficultés  différentes. 


(   i47  ) 

§  I.  —  Théorèmes  divers. 

1 .  Les  droites  menées  d  un  point  Q  aux  pieds  des  nor- 
males abaissées  d'un  point  N  rencontrent  les  coniques  en 
des  points  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre  6u.  4-  v,  qui 
a  en  Q  un  point  multiple  d'ordre  /\(x. 

a.  Si  d'un  point  Q  on  mène  des  droites  aux  points  des 
coniques  situés  sur  une  droite  D,  et  qu'aux  points  où  ces 
droites  rencontrent  de  nouveau  les  coniques  on  mène  les 
normales,  ces  normales  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  6  a  4-  u. 

h.  Si  des  pieds  des  normales  abaissées  d'un  point  N 
on  mène  des  droites  aux  points  des  coniques  situés  sur 
une  droite  D,  ces  droites  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  6[j.  4-  v. 

2.  Par  un  point  N.  on  mène  les  normales  à  chaque 
conique-,  chacune  d'elles  rencontre  les  autres  en  des 
points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de  l'ordre  6p.  -f-  9  V, 
qui  a  en  N  un  point  multiple  d'ordre  3  p.  4-  6v. 

La  courbe  a  6{x  -+-  9  V  points  à  l'infini  5  d'où  l'on  con- 
clut que  : 

Un  point  N  étant  donné,  il  y  a  6p.  4- 9V  coniques  dans 
lesquelles  deux  des  normales  menées  par  ce  point  sont 
rectangulaires. 

3.  D'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique;  la  normale  au  point  de  contact  de  l'une  ren- 
contre l'autre  en  un  point  dont  le  lieu  est  une  courbe 
d'ordre  p.4-3v  qui   a   en   S  un   point  multiple  d  ordre 

p.  4"  2V. 

4.  D'un  point  S,  on  mène  à  chaque  conique  des  tan- 
gentes et  le  diamètre;  les  normales  aux  points  de  contact 
des  tangentes  rencontrent  le  diamètre  en  des  points  si- 
tués sur  une  courbe  de  l'ordre  p.  H-  4v,  qui  a  en  S  un 
point  multiple  d'ordre  p.  4-  2v. 

io 
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5.  Si  d'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
eonique,  les  normales  aux  points  de  contact  se  coupent 
sur  une  courbe  de  l'ordre  y.  +  2v. 

6.  Les  normales  aux  points  de  contact  des  tangentes 
menées  d'un  point  S  ont  leurs  extrémités  sur  une  courbe 
d'ordre  3  p.  -t—  3  v . 

a.  Si  des  points  de  chaque  conique  sur  une  droite  D 
on  abaisse  des  normales,  les  tangentes  aux  pieds  de  ces 
normales  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3  p.  +  3v. 

7.  Les  normales  abaissées  des  points  de  contact  des 
tangentes  issues  d'un  point  S  ont  leurs  pieds  sur  une 
courbe  de  l'ordre  5u  +  3v. 

Les  points  de  la  courbe  situés  à  l'infini  sont  :  i°  deux 
points  multiples  imaginaires,  d'ordre  2tu,  aux  points 
circulaires-,  i°  les  points  de  contact  des  y.  -f-  v  asymp- 
totes des  coniques,  qui  passent  par  S;  et  3°  les  points  de 
contact  des  v  coniques  tangentes  à  la  droite  de  l'infini, 
dont  chacun  compte  pour  deux. 

8.  Si  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 
point  S  on  abaisse  des  normales  sur  les  coniques,  ces 
normales  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3 y.  -f-  2  V, 
qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  p. -f-  v  à  l'infini. 

a.  Si  d'un  point  N  on  abaisse  des  normales  sur  les 
coniques,  les  tangentes  à  leurs  extrémités  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  3 p.  -f-  av. 

9.  Si  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 
point  S  on  abaisse  des  normales,  les  tangentes  en  leurs 
pieds  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  i\>.  -+-  3v,  qui 
a  une  tangente  multiple  d'ordre  2v  à  l'infini. 

a.  Si  l'on  mène  les  normales  aux  points  de  contact  des 
tangentes  issues  d'un  point  S,  les  tangentes  aux  extré- 
mités de  ces  normales  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  i\i-\-  3 V. 

10.  Si  Ion   mène  les   normales  aux  points  de  contact 
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des  tangentes  issues  d'un  point  S,  les  tangentes  aux  extré- 
mités de  ces  normales  rencontrent  les   tangentes  issues 
de  S  en  des  points  dont  le  lieu  est  une  courbe  d'ordre 
1(jl-+-  2v,  qui  a  en  S  un  point  multiple  d'ordre  2  p.  +  v. 

11.  Les  normales  aux  deux  points  de  chaque  conique 
sur  une  droite  D  ont  leurs  points  d'intersection  sur  une 
courbe  d'ordre  \j.  -f-  v. 

12.  La  tangente  en  l'un  des  deux  points  de  chaque 
conique  sur  une  droite  D  rencontre  la  normale  à  l'autre 
point,  sur  une  courbe  de  l'ordre  3p  -f-  av. 

13.  Aux  points  a  des  coniques  sur  une  droite  D  on 
mène  les  normales,  et  par  des  points  a'  d'une  autre 
droite  D',  qui  correspondent  anharmoniquement  aux 
points  a,  on  mène  des  parallèles  à  ces  normales  :  ces  pa- 
rallèles enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3^+v,  qui  a 
une  tangente  multiple  d'ordre  2p. -h  v,  coïncidante  avec  D'. 

14.  Par  un  point  N  on  mène  des  normales  et  des  tan- 
gentes à  chaque  conique,  et  aux  points  de  contact  de  ces 
tangentes  on  mène  d'autres  normales  :  celles-ci  rencon- 
trent les  premières  en  des  points  situés  sur  une  courbe  de 
l'ordre  6p-\-  iov,  qui  a  en  N  un  point  multiple  d'ordre 

2jtX  H-  -2V. 

15.  Les  diamètres  qui  partent  des  pieds  des  normales 
abaissées  d'un  point  IN  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  3p.  -f-  2  V,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  v  à 
l'infini. 

a.  Les  normales  aux  extrémités  des  diamètres  menés 
par  un  point  P  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
3p-(-2v,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  p. -h  2  V 
à  l'infini. 

16.  Si  d'un  point  N  on  mène  les  normales  et  les  cordes 
qui  leur  sont  perpendiculaires,  les  extrémités  de  ces  cor- 
des sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  6p  H-  2 y  qui  a  en  N 
un  point  multiple  d'ordre  4[x- 
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17.  Si  d'un  point  jN  on  mène  des  normales,  les  droites 
qui  joignent  leurs  pieds  aux  pôles  d'une  droite  fixe  en- 
veloppent une  courbe  de  la  classe  3  u.  -f-  3v. 

a.  Si  d'un  point  on  mène  des  droites  aux  pôles  dune 
droite,  les  normales  aux  points  où  ces  droites  rencon- 
trent les  coniques  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
3u-h3v. 

18.  Si  l'on  mène  d'un  point  N  des  normales  et  des 
tangentes  à  chaque  conique,  ces  tangentes  rencontrent 
les  tangentes  aux  pieds  des  normales  en  des  points  dont  le 
lieu  est  une  courbe  de  l'ordre  fx  -+-  6-j,  qui  a  un  point 
multiple  d'ordre  fjt  -f-  2V  en  N. 

49.  Si  par  les  pôles  dune  droite  on  mène  les  nor- 
males, elles  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2^  -h  3v. 

a.  Si  d'un  point  jN  on  mène  des  normales,  il  y  a 
2fxH-  3v  coniques  dans  lesquelles  une  normale  passe  par 
le  pôle  d'une  droite  donnée, 

20.  Les  normales  abaissées  d'un  point  ÎN  rencontrent 
les  polaires  d'un  point  P  en  des  points  dont  le  lieu  est 
une  courbe  de  l'ordre  Sjtz-j-  v,  qui  a  un  point  multiple 
d'ordre  4«  en  fi , 

a.  Si  par  les  points  où  les  polaires  d'un  point  P  ren- 
contrent une  droite  D  on  mène  les  normales,  ces  nor- 
males enveloppent  une  courbe  de  la  classe  5tu-|-v,  qui 
a  une  tangente  multiple  d  ordre  p  +  v,  coïncidante 
avec  D. 

§  II.  —  Théorèmes  dans  lesquels  une  série  de  droites 
rencontrent  une  droite  fixe  A  en  des  points  d'où  par- 
tent d'autres  droites. 

21.  Si  d'un  point  N  on  mène  des  normales,  et  que  par 
les  points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène 
de  nouvelles  normales,  celles-ci  enveloppent  une  courbe 
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de  la  classe  7  p.  H-  7  V,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre 
4p.-f-4v  coïncidante  avec  A. 

a.  Si  de  deux  points  N,  W  on  mène  des  normales  à 
chaque  conique,  les  points  d'intersection  de  ces  normales 
sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  7  p.  -+-  7  v,  qui  a  deux  points 
multiples  d'ordre  3p  -+-  3  v,  en  N  et  IN'. 

22.  Si  d'un  point  N  on  mène  des  normales,  et  que  par 
les  points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène  de 
nouvelles  normales  :  celles-ci  ont  leurs  pieds  sur  une 
courbe  de  l'ordre  8p  +  5  v. 

a.  Si   aux  points  des  coniques  sur  une  droite  D  on 
mène  les  normales,  et  que  par  les  points  où  elles  ren 
contrent  une  droite  A  on  mène  de  nouvelles  normales, 
celles-ci  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  8  p.  -+-  J  v. 

b.  Les  normales  menées  par  un  point  N  rencontrent 
les  normales  aux  points  d'une  droite  D  en  des  points  si- 
tués sur  une  courbe  de  l'ordre  8p  -+-  5v,  qui  a  en  N  un 
point  multiple  de  l'ordre  6  p. -h  3v. 

23.  Les  normales  menées  d'un  point  N  rencontrent 
une  droite  A  en  des  points  d'où  l'on  mène  de  nouvelles 
normales  :  celles-ci  rencontrent  les  tangentes  aux  pieds 
des  premières,  en  des  points  situés  sur  une  courbe  de 
l'ordre  10  p.  -f- 13  v. 

24.  Par  un  point  N  on  mène  les  normales,  et  par  les 
points  où  les  tangentes  en  leurs  pieds  rencontrent  une 
droite  A  on  mène  d'autres  normales  :  celles-ci  rencon- 
trent les  premières  en  des  points  dont  le  lieu  est  une 
courbe  d'ordre  10p.  +  i3  v,  qui  a  en  N  un  point  multiple 
d'ordre  6p.  -f-  gv. 

25.  D'un  point  N  on  mène  des  normales,  et  par  les 
points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène  les  dia- 
mètres :  ces  diamètres  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  p. -h  5 y,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  4V 
coïncidante  avec  A. 
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a.  Si  d'un  point  P  on  mène  les  diamètres  des  coni- 
ques, les  normales  menées  par  les  points  où  ils  rencon- 
trent une  droite  A  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
y.  -f-  5  v . 

b.  Les  normales  menées  par  un  point  IN  rencontrent 
les  diamètres  menés  par  un  point  P  en  des  points  situés 
sur  une  courbe  d'ordre  w.+  5v,  qui  a  en  N  un  point 
multiple  d'ordre  4V»  et  en  P  un  point  multiple  d'ordre 

f*  -f-  y. 

26.  D'un  point  N  on  mène  des  normales,  et  par  les 
points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène  les 
diamètres  des  coniques  :  les  conjuguées  de  ces  diamètres 
enveloppent  une  courbe  de  la  clase  5  p.  +  5  y. 

a.  D'un  point  P  on  mène  les  diamètres  des  coniques, 
et  par  les  points  où  les  diamètres  conjugués  rencontrent 
une  droite  A  on  mène  les  normales  :  ces  normales  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  5  p.  -(-  5  v. 

h.  D'un  point  N  on  mène  des  normales,  et  d'un 
point  P  les  diamètres  :  les  diamètres  conjugués  rencon- 
trent les  normales  en  des  points  situés  sur  une  courbe  de 
l'ordre  5a-f-  5  v,  qui  a  un  point  multiple  d'ordre  4^  -h  4V 
en  N. 

27.  D'un  point  N  on  mène  les  normales,  et  par  les 
points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène  les 
tangentes  :  ces  tangentes  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  "2y.-\-6v,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  4v 
coïncidante  avec  A. 

a.  Si  d'un  point  S  on  mène  des  tangentes,  et  que  par 
les  points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène  des 
normales,  ces  normales  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  liu-hô'y,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre 
2u-f-  2v  coïncidante  avec  A. 

b.  Si  d'un  point  N  on  mène  de*  normales,  et  d'un 
point  S  des  tangentes,  ces  tangentes  rencontrent  les  n  or- 
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inales  en  des  points  dont  le  lieu  est  une  courbe  d'ordre 
aù-f-  6v,  qui  a  un  point  multiple  d'ordre  4^  en  N,  et 
un  point  multiple  d'ordre  iy.-\-  uv  en  S. 

28.  Si  d'un  point  N  on  mène  les  normales  aux  co- 
niques, et  que  par  les  points  où  elles  rencontrent  une 
droite  A  on  mène  des  tangentes,  les  normales  aux  points 
de  contact  de  ces  tangentes  enveloppent  une  courbe  de 
la  classe  S  y.  -f-  12  v. 

a.  Si  d'un  point  N  on  mène  des  normales,  et  par  leurs 
pieds  des  tangentes,  et  que  par  les  points  où  ces  tangentes 
rencontrent  une  droite  A  on  mène  d'autres  normales, 
celles-ci  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  8f/-f-i2V. 

b.  Si  de  deux  points  N,  N'  on  mène  des  normales,  les 
normales  issues  de  N'  rencontrent  les  tangentes  aux  pieds 
des  normales  issues  de  N,  en  des  points  dont  le  lieu  est 
une  courbe  de  Tordre  8  p.  -+-12V,  qui  a  en  N'  un  point 
multiple  d'ordre  4p-  4-  8  V. 

29.  D'un  point  N  on  mène  des  normales,  et  par  leurs 
pieds  on  mène  les  tangentes-,  par  les  points  où  ces  tan- 
gentes rencontrent  une  droite  A  on  mène  de  nouvelles 
tangentes  :  celles-ci  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
fz  — t—  6  v,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  4  v  coïnci- 
dante avec  A. 

a.  Si  d'un  point  S  on  mène  des  tangentes,  et  que  par 
les  points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène  de 
nouvelles  tangentes  ,  les  normales  en  leurs  points  de 
contact  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  y.  -+-  6v,  qui 
a  une  tangente  multiple  d'ordre  ^v  coïncidante  avec  A. 

b.  D'un  point  N  on  mène  des  normales,  et  d'un  point  S 
des  tangentes  :  ces  tangentes  rencontrent  les  tangentes 
aux  pieds  des  normales  en  des  points  situés  sur  une 
courbe  de  l'ordre  y  •+-  6v,  qui  a  en  S  un  point  multiple 
de  l'ordre  fx-f-  2v. 

30.  D'un  point  N  on   mène   les  normales,  et  par  les 


(  «M  ) 

points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène  les 
tangentes  :  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  sur 
une  courbe  d'ordre  6(j.  -+-  6  v. 

a.  Si  l'on  mène  les  tangentes  aux  coniques  en  leurs 
points  sur  une  droite  D,  et  que  par  les  points  où  ces  tan- 
gentes rencontrent  une  droite  A  on  mène  les  normales, 
ces  normales  enveloppentune  courbe  de  la  classe  6f/.-|-6v, 
qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  2  p.  -+-  iv  coïncidante 
avec  D. 

b.  Les  normales  menées  par  un  point  N  rencontrent 
les  tangentes  aux  points  d'une  droite  en  des  points  dont 
le  lieu  est  une  courbe  de  l'ordre  6p.  -f-  6  v,  qui  a  un  point 
multiple  d'ordre  4/^-f-4v  en  N. 

3.1.  Si  par  les  points  où  les  normales  aux  points  d'une 
droite  D  rencontrent  une  droite  A  on  mène  de  nouvelles 
normales,  les  pieds  de  celles-ci  sont  sur  une  courbe  de 
l'ordre  S  y.  -+-  4^- 

a.  Les  coniques  étant  coupées  par  deux  droites  D,  D', 
les  normales  aux  points  de  l'une  rencontrent  les  nor- 
males aux  points  de  l'autre  en  des  points  dont  le  lieu  est 
une  courbe  de  Tordre  8p  +  4vi  qui  a  un  point  multiple 
d'ordre  (x  en  (D,  D). 

32.  Aux  points  des  coniques  sur  une  droite  D  on  mène 
les  normales,  et  par  les  points  où  elles  rencontrent  une 
droite  A  on  mène  des  tangentes  :  ces  tangentes  envelop- 
pent une  courbe  de  la  classe  4  y-  -+-  4v.i  qui  a  une  tangente 
multiple  d'ordre  iv  coïncidante  avec  A. 

a.  Si  d'un  point  S  on  mène  des  tangentes,  et  que  par 
les  points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène  des 
normales,  les  pieds  de  ces  normales  sont  sur  une  courbe 
de  l'ordre  4f*  -+-  4V- 

b,  Si  aux  points  des  coniques  sur  une  droite  D  on 
mène  les  normales,  et  que  par  un  point  S  on  mène  des 
tangentes,    ces    tangentes    rencontrent  les  normales  en 


(  i55  ) 
des  points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de  l'ordre  4^  -+-  4vi 
qui  a  en  S  un  point  multiple  d'ordre  \\y.  -+-  2  v. 

33.  Si  par  les  points  où  les  normales  aux  points  d'une 
droite  D  rencontrent  une  droite  A  on  mène  des  tan- 
gentes, les  points  de  ces  tangentes  sont  sur  une  courbe 
de  l'ordre  6p  -+-  4  v. 

a.  Si  par  les  points  où  les  tangentes  aux  points  d'une 
droite  rencontrent  une  droite  A  on  mène  des  normales,  les 
pieds  de  ces  normales  sont  sur  une  courbede  l'ordre  6/m  4-4  v. 

b.  Les  coniques  étant  coupées  par  deux  droites  D,  D', 
aux  points  de  D  on  mène  les  normales,  et  aux  points 
de  D'  les  tangentes  :  ces  tangentes  rencontrent  les  nor- 
males en  des  points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de  l'ordre 
6[J. -+- 4  v,  qui  a  un  point  multiple  d'ordre  y.  au  point (D,D'). 

34.  Au  point  a  de  chaque  conique  sur  une  droite  D  on 
mène  la  normale,  et  par  le  point  où  elle  rencontre  une 
droite  A  on  mène  des  tangentes,  lesquelles  rencontrent 
la  tangente  du  point  a  en  des  points  dont  le  lieu  est  une 
courbe  de  l'ordre  3 fx  — f-  4  v ^  qui  a  un  point  multiple  d'or- 
dre p.  au  point  (D,  A). 

a.  Si  en  chaque  point  a  d'une  droite  D  on  mène  la 
tangente  et  la  normale,  et  que  par  le  point  où  la  tan- 
gente rencontre  une  droite  A  on  mène  une  seconde  tan- 
gente, celle-ci  rencontre  la  normale  en  un  point  situé  sur 
une  courbe  d'ordre  3^  +  4^,  qui  a  un  point  multiple 
d'ordre  \).  en  (D,  A). 

35.  Aux  points  des  coniques  sur  une  droite  D  on  mène 
les  normales,  et  par  les  points  où  elles  rencontrent  une 
droite  A  on  mène  les  diamètres  :  ces  diamètres  envelop- 
pent une  courbe  de  la  classe  2  p.  -f-  3  v. 

a.  Si  par  un  point  P  on  mène  les  diamètres  des  coni- 
ques, et  que  par  les  points  où  ils  rencontrent  une  droite  A 
on  mène  les  normales,  les  pieds  de  ces  normales  sont 
sur  une  courbe  de  l'ordre  2  p.  -+-  3v. 
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h.  Les  normales  aux  points  a  des  coniques  sur  une 
droite  D  rencontrent  les  diamètres  menés  par  un  point  P 
en  des  points  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre  2p  -f-  3v, 
qui  a  un  point  multiple  d'ordre  2j^  +  v  en  P. 

36.  Si  des  points  des  coniques  sur  une  droite  D  on 
abaisse  les  normales,  et  que  par  les  points  où  elles  ren- 
contrent une  droite  A  on  mène  les  diamètres,  ces  dia- 
mètres enveloppent  une  courbe  de  la  classe  4f*  -\-  jv. 

a.  Si  d'un  point  P  on  mène  les  diamètres  des  coni- 
ques, et  que  par  les  points  où  ils  rencontrent  une  droite  A 
on  mène  les  normales,  les  extrémités  de  ces  normales 
sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  4f*  H-  7  v. 

b.  Des  points  des  coniques  sur  une  droite  D  on  abaisse 
les  normales,  et  d'un  point  P  on  mène  les  diamètres  :  ces 
diamètres  rencontrent  les  normales  en  des  points  situés 
sur  une  courbe  de  l'ordre  4^  +  7^  qui  a  U11  point  mul- 
tiple d'ordre  y.  en  P,  et  u  -+-  2  v  points  triples  sur  D. 

37.  Les  normales  aux  points  de  contact  des  tangentes 
issues  d'un  point  S  rencontrent  une  droite  A  en  des 
points  par  lesquels  on  mène  des  tangentes  :  ces  tangentes 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2u  +  6v,  qui  a  une 
tangente  multiple  d'ordre  iv  coïncidante  avec  A. 

a.  Si  d'un  point  S  on  mène  des  tangentes,  et  que  des 
points  où  elles  rencontrent  une  droite  D  on  abaisse  des 
normales,  les  tangentes  menées  par  les  pieds  de  ces  nor- 
males enveloppent  une  courbe  de  la  classe  i\k  -+-  6v. 

b.  Si  de  deux  points  S,  S'  on  mène  des  tangentes  aux 
coniques,  les  normales  aux  points  de  contact  des  tan- 
gentes issues  de  S  rencontrent  les  tangentes  issues  de  S' 
en  des  points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de  Tordre 
ifx  -+-  4v  en  S'. 

38.  D'un  point  S  on  mène  des  tangentes,  et  des  points 
où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène  d'autres  tan- 
gentes :  les  normales  aux  points  de  contact  de  celles-ci 
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rencontrent  les  premières  tangentes  en  des  points  situés 
sur  une  courbe  de  Tordre  y.  -f-  jv. 

a.  Si  d'un  point  S  on  mène  des  tangentes,  et  que  des 
points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène  des 
normales,  les  tangentes  aux  pieds  de  ces  normales  ren- 
contrent les  tangentes  issues  de  S  en  des  points  situés  sur 
une  courbe  de  l'ordre  y.  -+-  yv,  qui  a  un  point  multiple 
d'ordre  fx  — | —  3v  en  S. 

39.  D'un  point  S  on  mène  des  tangentes;  les  nor- 
males aux  points  de  contact  rencontrent  une  droite  A  en 
des  points  d'où  l'on  mène  d'autres  tangentes  :  celles-ci 
rencontrent  les  premières  en  des  points  dont  le  lieu  est 
une  courbe  de  l'ordre  2«  +  8v,  qui  a  un  point  mul- 
tiple d'ordre  ay.  -f-  6v  en  S. 

a.  D'un  point  S  on  mène  des  tangentes,  et  par  les 
points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène  d'au- 
tres tangentes  :  celles-ci  rencontrent  les  normales  aux 
points  de  contact  des  premières,  en  des  points  dont  le 
lieu  est  une  courbe  de  l'ordre  2  y. -h  8  y. 

40.  Les  normales  aux  points  de  contact  des  tangentes 
issues  d'un  point  S  rencontrent  une  droile  A  en  des 
points  par  lesquels  on  mène  les  diamètres  :  ces  diamètres 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  y.  -f-  ^v. 

a.  Les  diamètres  menés  d'un  point  P  rencontrent  une 
droite  A  en  des  points  d'où  l'on  mène  les  normales  :  les 
tangentes  aux  pieds  de  ces  normales  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  y  -h  l\ y. 

b.  Les  normales  aux  points  de  contact  des  tangentes 
issues  d'un  point  S  rencontrent  les  diamètres  menés  d'un 
point  P  en  des  points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de  l'ordre 
y.  -f-  4  v,  qui  a  en  P  un  point  multiple  d'ordre  y.  -\~  2  v. 

41.  Des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 
point  S  on  abaisse  des  normales,  et  par  les  points  où  elles 
rencontrent   une  droite  A  on  mène  les  diamètres  :  ces 
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diamètres  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3u  -+-  8v. 

a.  Si  par  les  points  où  les  diamètres  issus  d'un  point  P 
rencontrent  une  droite  A  on  mène  les  normales,  les 
tangentes  aux  extrémités  de  ces  normales  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  3a  -f-  8  v. 

b.  Les  normales  abaissées  des  points  de  contact  des 
tangentes  issues  d'un  point  S  rencontrent  les  diamètres 
menés  par  un  point  P  en  des  points  situés  sur  une 
courbe  de  l'ordre  3a+  8v,  qui  a  un  point  multiple  d'or- 
dre 3  a  -h  2  v  en  P. 

42.  Par  un  point  P  on  mène  les  diamètres  des  coni- 
ques ;  les  normales  à  leurs  extrémités  rencontrent  une 
droite  A  eu  des  points  par  lesquels  on  mène  d'autres 
diamètres  :  ceux-ci  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 

3  a  +4V- 

a.  On  mène  par  un  point  P  les  diamètres  des  coniques, 
et  par  les  points  où  ils  rencontrent  une  droite  A,  les  nor- 
males :  les  diamètres  qui  passent  par  les  pieds  de  ces 
normales  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3a  H-  4V- 

b.  De  deux  points  P,  P',  on  mène  les  diamètres  de 
chaque  conique  :  les  normales  aux  extrémités  du  premier 
rencontrent  le  deuxième  en  des  points  dont  le  lieu  est 
une  courbe  de  l'ordre  3a  -+-  4vi  qui  a  un  point  multiple 
d'ordre  3a  H-  2  v  en  P'. 

43.  Par  les  points  où  les  tangentes  aux  pieds  des  nor- 
males abaissées  d'un  point  iN  rencontrent  une  droite  A  on 
mène  de  nouvelles  tangentes  :  celles-ci  rencontrent  les  nor- 
males en  des  poi  n ts  si  tués  sur  une  courbe  de  lordre2a-h7v. 

a.  Si  par  les  points  où  les  normales  abaissées  d'un 
point  N  rencontrent  une  droite  A  on  mène  des  tan- 
gentes :  ces  tangentes  rencontrent  les  tangentes  aux  pieds 
des  normales  en  des  points  situés  sur  une  courbe  d'ordre 
2 a  -f-  "v. 

44.  Si  par  les  points  où  les  polaires  d'un  point  P  ren- 
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contrent  une  droite  A  on  mène  les  normales,  ces  nor- 
males enveloppent  une  courbe  de  la  classe  5p-t-v,  qui 
a  une  tangente  multiple  d'ordre  p.  -+-  v  coïncidante  avec  A. 
a.  Les  normales  abaissées  d'un  point  N  rencontrent 
les  polaires  d'un  point  P  en  des  points  dont  le  lieu  est 
une  courbe  de  l'ordre  5  p.  +  v,  qui  a  en  N  un  point  mul- 
tiple d'ordre  4/^- 

45.  Si  par  les  points  où  les  polaires  d'un  point  P  ren- 
contrent une  droite  A  on  mène  des  normales,  leurs  pieds 
sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  4p-  +  V. 

a.  Les  normales  aux  points  des  coniques  sur  une 
droite  D  rencontrent  les  polaires  d'un  point  P  en  des 
points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de  l'ordre  ^u.  -f-  v. 

46.  Les  normales  menées  par  les  points  où  les  axes 
des  coniques  rencontrent  une  droite  A  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  2  p.  -f-  2  v. 

a.  Les  normales  menées  d'un  point  N  rencontrent  les 
axes  des  coniques  ou  des  points  situés  sur  une  courbe  de 
l'ordre  2p  -+-  av. 

47.  Les  normales  menées  par  les  points  où  les  direc- 
trices des  coniques  rencontrent  une  droite  A  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  12 p  -f-  8v,  qui  a  une  tangente 
multiple  d'ordre  4^+  4V  coïncidante  avec  A. 

a.  Les  normales  menées  d'un  point  N  rencontrent  les 
directrices  en  des  points  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre 
i2p-4-8v,  qui  a  en  N  un  point  multiple  d'ordre  8pH~4v. 

§  III.  —  Théorèmes  dans  lesquels  se  trouvent  des  con- 
ditions de  parallélisme  ou  de  perpendicularité  de  cer- 
taines séries  de  Normales, 

48.  Les  normales  parallèles  aux  normales  menées  par 
un  point  N  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  p  -h  ^v, 
fjui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  3v  à  l'infini. 
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49.  Les  normales  parallèles  aux  tangentes  issues  d'un 
point  S  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2u. +  6v, 
qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  iy.  -+-  4v  à  l'infini. 

a.  Les  tangentes  parallèles  aux  normales  abaissées 
d'un  point  N  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2u-f-6v, 
qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  /\v  à  l'infini. 

50.  Les  tangentes  parallèles  aux  normales  abaissées 
d'un  point  N  rencontrent  les  tangentes  aux  pieds  de  ces 
normales  en  des  points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de 
l'ordre  iy.  -+-  7  v. 

51.  Si  aux  points  des  coniques  sur  une  droite  D  on 
mène  les  normales,  les  tangentes  parallèles  à  ces  nor- 
males enveloppent  une  courbe  de  la  classe  iy.  -+-  4v,  qui 
a  une  tangente  multiple  d'ordre  %v  à  l'infini. 

a.  Les  normales  parallèles  aux  tangentes  menées  d'un 
même  point  out  leurs  pieds  sur  une  courbe  de  l'ordre 

2^-f-4v. 

52.  Les  normales  parallèles  aux  diamètres  des  coni- 
ques menés  d'un  même  point  enveloppent  une  courbe  de 
la  classe  ^-f-4v>  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre 
p  +  2và  l'infini. 

a.  Les  diamètres  parallèles  aux  normales  abaissées 
d'un  point  N  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  y.  -+-  4  v, 
qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  3  v  à  l'infini. 

53.  Les  normales  parallèles  aux  diamètres  qui  partent 
des  points  des  coniques  sur  une  droite  D  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  6  y  ■+•  8v,  qui  a  une  tangente  multiple 
d'ordre  \{y  -4-  v)  à  l'infini. 

a.  Les  diamètres  parallèles  aux  normales  abaissées 
d'un  point  N  ont  leurs  extrémités  sur  une  courbe  de 
l'ordre  6 y.  -+-  8v. 

54.  Les  normales  parallèles  aux  tangentes  aux  points 
des  coniques  sur  une  droite  D  enveloppent  une  courbe 
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de  la  classe  6u  -h  6v,  qui  a  une  tangente  multiple  d'or- 
dre 4p-  4-  4V  a  l'infini. 

a.  Les  tangentes  parallèles  aux  normales  abaissées  d'un 
point  N  ont  leurs  points  de  contact  sur  une  courbe  de 
l'ordre  6a  -h  6v. 

55.  Les  normales  parallèles  aux  normales  aux  points 
des  coniques  sur  une  droite  D  enveloppent  une  courbe  de 
la  classe  2p.  H-  3v,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre 
a  -h  2V  à  l'infini. 

a.  Si  d'un  point  N  on  abaisse  des  normales  sur  les  co- 
niques, les  normales  parallèles  ont  leurs  pieds  sur  une 
courbe  de  l'ordre  2u  -+-  3v. 

56.  Les  normales  parallèles  aux  normales  aux  points 
de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  S  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  u  -+-  4v->  qui  a  une  tangente  mul- 
tiple d'ordre  u  -4-  3v  à  l'infini. 

a.  Les  tangentes  parallèles  aux  tangentes  aux  pieds 
des  normales  abaissées  d'un  point  N  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  a  -|-  4^,  qui  a  une  tangente  multiple 
d'ordre  3v  à  l'infini. 

57.  Les  normales  parallèles  aux  asymptotes  des  co- 
niques enveloppent  une  courbe  de  la  classe  4"  +  v,  qui 
a  une  tangente  multiple  d'ordre  2u  -+-  v  à  l'infini. 

58.  Les  normales  parallèles  aux  asymptotes  des  co- 
niques ont  leurs  pieds  sur  une  courbe  de  l'ordre  4^-  -+-  2  v. 

a.  Le  lien  des  points  de  contact  des  tangentes  perpen- 
diculaires aux  asymptotes  des  coniques  est  une  courbe  de 
l'ordre  4  w  -h  av. 

59.  Les  normales  perpendiculaires  aux  diamètres  qui 
passent  par  un  même  point  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  a  -f-  4y- 

a.   Les  diamètres  perpendiculaires  aux  normales  abais- 
sées d'un  point  N  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
u  -f-  4v,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  4^  à  l'infini. 
.1/iH.  de  tiaihèmat.,  ?''  série,  t.  \.  (Avril  1871.]  J  l 
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60.  Les  normales  perpendiculaires  aux  diamètres  qui 
partent  des  points  d'une  droite  D  enveloppent  une  courbe 
de  la  classe  3/x  -]-6v,  qui  a  une  tangente  multiple  d'or- 
dre p-l-av  à  L'infini. 

a.  Les  diamètres  perpendiculaires  aux  normales  abais- 
sées d'un  point  N  ont  leurs  extrémités  sur  une  courbe  de 
l'ordre  3p.  -+-  6v. 


SIR  U  CYCLIDE; 

Par  .T.  Clerr.   MAXVELL, 
du  collège  de  la  Trinité,  h  Cambridge. 


(Traduit  de  l'anglais  de  The  Quarterly  Journal  of  pure  and  applicd 
Mathematics.  ) 


Dans  les  traités  d'optique,  les  loyers  primaire  et  secon- 
daire d'un  faisceau  délié  sont  quelquefois  représentés  par 
deux  lignes  droites  coupant  l'axe  du  faisceau  à  angle  droit 
et  situées  dans  des  plans  à  angle  droit  l'un  sur  l'autre. 
Chaque  rayon  de  ce  faisceau  est  supposé  passer  par  ces 
deux  lignes  et  former  ainsi  ce  que  M,  Plucker  a  appelé 
une  congruence  du  premier  ordre. 

Le  système  de  rayons  ainsi  définis  ne  peut  remplir  la 
condition  essentielle  des  faisceaux  optiques,  qui  est  que 
tous  les  rayons  doivent  avoir  une  surface  d'onde  com- 
mune, car  on  ne  peut  mener  aucune  surface  qui  coupe 
tous  les  rayons  d'un  pareil  faisceau  à  angle  droit. 

Sir  W.-R.  Ha  mil  ton  a  prouvé  que  les  foyers  primaire 
et  secondaire  sont  en  général  les  points  de  contact  du 
rayon  avec  la  surface  des  centres  de  la  surface  d'onde, 
laquelle  forme  un  double  caustique.  Si  1  on  prend  un 
faisceau  de  rayons  correspondant  à  une  petite  aire  de  la 
surface  d'onde,  leurs  points  de  contact  se  trouvent  sur 
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deux  pcliles  aires  des  deux  nappes  de  la  surface  caus- 
tique. Les  sections  du  faisceau  par  deux  plans  perpendi- 
culaires à  sou  axe  apparaîtront,  si  le  faisceau  est  suffi- 
samment délié,  comme  deux  petites  droites  situées  dans 
des  plans  rectangulaires. 

Je  me  propose  de  déterminer  la  forme  de  la  surface 
d'onde  telle,  qu'il  y  ait  une  ou  deux  des  lignes  ainsi 
appelées  lignes  focales  formant  réellement  une  ligne  et 
non  plus  seulement  la  projection  d'une  petite  aire  de 
surface  courbe. 

Déterminons  d'abord  la  condition  pour  que  toutes  les 
normales  d'une  surface  passent  par  une  courbe  fixe. 

Soit  R.  un  point  d'une  surface,  RP  une  normale  en  R 
rencontrant  la  courbe  fixe  en  P,  PT  la  tangente  en  P  à 
la  courbe  fixe,  et  RPT  un  plan  passant  par  R  et  PT, 

Des  deux  lignes  de  courbure  en  R,  l'une  touche  le 
plan  RPT,  et  l'autre  lui  est  perpendiculaire.  Donc,  si  le 
plan  RPT  tourne  autour  de  la  tangente  PT  comme  axe, 
il  sera  toujours  normal  à  la  seconde  ligne  de  courbure  ; 
cette  seconde  ligne  de  courbure  est  donc  un  cercle,  et  PT 
passe  sur  son  centre  perpendiculairement  à  son  plan. 
Toutes  les  normales  le  long  de  la  seconde  ligne  de  cour- 
bure sont  égales  et  également  inclinées  sur  PT,  de  sorte 
que  l'on  peut  les  considérer  comme  les  génératrices  d'un 
cône  droit  dont  l'axe  est  la  tangente  à  la  courbe  fixe,  ou 
comme  les  rayons  d'une  sphère  de  centre  P  qui  touche 
la  surface  tout  le  long  de  la  ligne  de  courbure. 

La  surface  peut  donc  être  considérée  comme  l'enve- 
loppe d'une  série  de  sphères  dont  les  centres  sont  sur  une 
courbe  fixe  et  dont  les  rayons  varient  suivant  une  cer- 
taine loi. 

Si  les  normales  passent  par  deux  courbes  fixes,  la  sur- 
face doit  être  aussi  l'enveloppe  d'une  seconde  série  de 
sphères  dont  les  centres  sont  sur  la  seconde  courbe,  et 

1 1 
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telles  que  chacune  d'entre  elles  touche  toutes  les  sphères 
de  la  première  série. 

Si  l'on  prend  trois  quelconques  des  sphères  de  la  pre- 
mière série,  la  surface  peut  être  considérée  comme  l'en- 
veloppe de  toutes  les  sphères  qni  touchent  continuelle- 
ment les  trois  sphères  données. 

Telle  est  la  définition  donnée  par  Dupin,  dans  ses  Ap- 
plications de  Géométrie  (p.  200),  de  la  surface  du  qua- 
trième ordre  appelé  cyclide,  parce  que  ses  deux  séries 
de  ligues  de  courbure  sont  des  cercles. 

Si  les  trois  sphères  fixes  sont  données,  elles  peuvent 
être  toutes  les  trois  du  même  côté  (à  l'intérieur  ou  à  l'ex- 
térieur) de  la  sphère  tangente,  ou  bien  l'une  d'elles  peut 
être  située  d'une  manière  opposée  par  rapport  aux  deux 
autres.  Il  y  a  donc  quatre  séries  différentes  de  sphères 
que  l'on  peut  mener  tangentes  aux  trois  mêmes  sphères 5 
mais  on  ne  peut  pas  passer  d'une  manière  continue  de 
Tune  à  l'autre,  et  les  normales  aux  cylides  correspon- 
dantes passent  par  des  courbes  fixes  différentes. 

Cherchons  la  nature  des  deux  courbes  fixes.  Puisque 
toutes  les  normales  passent  par  les  deux  courbes,  et  puis- 
que toutes  celles  qui  passent  en  un  point  P  sont  égale- 
ment inclinées  sur  la  tangente  en  P,  la  seconde  courbe 
doit  être  sur  un  cône  droit.  Si  maintenant  Je  point  P  est 
pris  de  telle  sorte  que  sa  distance  à  un  point  P  de  la 
seconde  courbe  soit  un  minimum,  alors  PQ  sera  perpen- 
diculaire à  PT,  et  le  cône  droit  deviendra  un  plan.  Donc 
la  seconde  courbe  est  une  conique  plane.  On  verrait  de 
la  même  manière  que  la  première  courbe  est  une  conique 
plane. 

Les  deux  courbes  sont  donc  deux  coniques  planes  telles, 
que  le  cône  dont  la  base  est  l'une  de  ces  coniques  et  le 
sommet  un  point  quelconque  de  l'autre  soit  de  révolu- 
tion. Ces  courbes  sont  donc  dans  des  plans  rectangulaires, 
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et  les  foyers  de  l'une  sont  les  sommets  de  lare  Ira  nsv  erse 
de  l'autre.   JNous    appellerons   ces  courbes  les  coniques 
focales  de  la  cyclide. 
Soient 

(i)  #  =  cosa,     j  =  (c2 —  /;2)2sina,      z-O 

les  équations  d'un  point  de  l'ellipse,  a  étant  l'angle 
excentrique,  et  soient  les  équations  d'un  point  de  l'hy- 
perbole 

(2)  .r  =  rtsécB,     j  =  o,     s=(t2 —  62)2tangB, 

dans  lesquelles  B  est  un  angle  tel,  que  ces  deux  coniques 
remplissent  les  conditions  proposées. 

Pour  l'uniformité,  nous  ferons  usage  quelquefois  des 
fonctions  hyperboliques 

(3)  coshp  =  ±(eP +*-*),     sinhp  =  i(c?—  er?), 

et  l'on  suppose  que  (3  et  B  sont  liés  par  les  relations 

(  cosh[3  =  sécB,     d'où     sinhjî -f- tangB, 
|séchp=cosB,     d'où     tanghp=  sinB. 


(4) 


Les  équations  d'un  point  de  l'hyperbole  peuvent  donc 
s'écrire 

(5)  .r  =  Z>cosh(3,     y  =  o,      z  =  (  cJ — £J)2sinhp. 

Première  construction  de  la  cyclide  par  points.  — 
Soient  P  un  point  de  l'ellipse,  O  un  point  de  l'hyper- 
bole: alors 

(6)  PQ  =  t-sécB  —  b  cosa.. 
Prenons  sur  PQ  un  point  R  tel  que 

(7)  PB—  /•—  fccosa, 
ou 

(8)  QR  =  r  — csécB, 
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où  /'est  une  constante.  Alors,  si  a  et  B  varient,  R  don- 
nera un  système  de  points  de  la  cyclide  (bcr). 

Car,  si  P  est  fixe  et  Q  variable,  R  décrit  un  cercle 5  si  Q 
est  fixe  pendant  que  R  varie,  R  décrit  un  autre  cercle,  et 
ces  cercles  se  coupent  à  angle  droit  et  sont  perpendicu- 
laires à  PQR  à  leur  intersection,  et  puisque  P  et  Q  sont 
des  points  des  deux  coniques,  le  système  entier  de  cercles 
forme  une  cyclide. 

Le  cercle  correspondant  à  un  point  fixe  P  sur  l'ellipse 
est  dans  un  plan  qui  coupe  celui  des  xz  le  long  de  la 
ligne 

1    \  br 

(9)  *  =  T'    •r  =  °' 

et  fait  avec  lui  un  angle  ©  donné  par  la  relation 

c 
tang-s  = -  tanga. 

Le  cercle  correspondant  à  vin  point  fixe  Q  sur  l'hyper- 
bole a  donc  un  plan  qui  coupe  le  plan  des  xy  suivant  la 
ligne 

/      »  cr 

(10)  x==~b  '      Z  =  °' 

et  fait  avec  lui  un  angle  ip  tel  que  l'on  ait 
tangi/  = sidB. 

(C2_  b-y 

Donc,  tous  les  plans  des  cercles  de  chaque  série  passent 
par  l'une  de  ces  deux  droites  fixes,  qui  sont  à  angle  droit 
l'une  sur  l'autre,  et  dont  la  plus  courte  distance  est 

r-- 


bc 
La  ligne  d  intersection  des  plans  des  deux  cercles  qui 
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passent  par  le  point  R  doit  donc  rencontrer  ces  deux 
lignes  en  des  points  S  et  T,  et  les  coordonnées  de  S  sont 


cr  c' 


b'V 


b"*     J=' b ,an8a'     3  =  °> 


et  celles  de  T 


(12)  x  = — ■>      y  =  o,      8  = sinB, 


et  il 

est 

facile 

de 

prouver 

que 

(.3) 

SR         ' 

TR 

1 

r 

~  ~b 

sec  a 

r 
c 

cosB 

On  en  déduit  ce  qui  suit. 

Seconde  construction  par  points.  —  On  trace  les  deux 
lignes  fixes,  on  détermine  les  deux  points  S  et  T  don- 
nés par  les  équations  (11)  et  (12),  et  l'on  trace  ST,  que 
l'on  partage  en  R  de  telle  sorte  que  le  rapport  des  seg- 
ments soit  celui  donné  par  l'équation  (i3).  R  est  un  point 
de  la  cyclide. 

Cette  construction  est  très-convenable  pour  tracer  une 
projection  de  la  cyclide  lorsque  les  distances  sont  mesu- 
rées sur  les  projections  des  lignes  fixes,  et  cette  ligne  ST 
peut  être  divisée  clans  le  rapport  donné  au  moyen  de  la 
règle  et  du  compas,  en  ne  traçant  sur  le  papier  aucun 
autre  point  que  la  position  du  point  R  cherché. 

Formes  de  la  cyclide.  —  Nous  supposons  que  b  et  c 
sont  donnés,  et  nous  allons  chercher  à  déterminer  la  forme 
suivant  les  différentes  valeurs  de  /\  Puisque  les  cyclides 
correspondant  aux  valeurs  négatives  de  r  ne  di fièrent  de 
celles  qui  correspondent  aux  valeurs  positives  égales  que 
parce    que   leurs  limites    positive  et  négative  sur  l'axe 
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des    X   sont   renversées,  nous   étudierons    seulement   les 
valeurs  positives. 

1.  Lorsque  r  est  compris  entre  zéro  et  b,  la  section 
dans  le  plan  de  l'ellipse  consiste  en  deux  cercles,  dont  les 
centres  sont  les  foyers,  et  qui  se  coupent  en  un  point  de 
l'ellipse.  La  section  dans  le  plan  de  l'hyperbole  consiste 
en  deux  cercles  extérieurs  l'un  à  l'autre,  dont  les  centres 
sont  les  sommets  de  l'ellipse.  La  cyclide  elle-même  est 
formée  de  deux  lobes  extérieurs  l'un  à  l'autre,  dont  le 
plus  large  est  le  négatif,  et  augmente  avec  /',  tandis  que 
le  lobe  positif  décroit.  Chaque  lobe  se  termine  en  deux 
points  coniques  suivant  lesquels  il  rencontre  l'autre  lobe. 
Le  cône  de  contact  en  ces  points  singuliers  est  un  cône 
droit,  dont  1  axe  est  tangent  à  l'ellipse,  et  dont  le  demi- 
angle  au  sommet  est 


's 


(ÉH9 


La  figure  complète  ressemble  à  deux  paires  de  cornes, 
les  cornes  d'une  paire  étant  réunies  par  la  base  et  les  deux 
paires  se  louchant  par  leurs  sommets  (*). 

2.  Lorsque  /'  est  compris  entre  b  et  c,  la  cyclide  con- 
siste en  une  seule  nappe,  en  forme  d'anneau,  dont  la 
section  la  plus  grande  est  du  côté  négatif. 

3.  Lorsque  r  est  pins  grand  que  c,  la  evelide  se  com- 
pose de  deux  nappes,  lune  intérieure,  l'autre  extérieure, 


(*)  Nous  regrettons  de  ne  pouvoir  donner  ici  les  remarquables  figures 

tracées  par  l'auteur  et  reproduites  par  le  Quarlerly  Journal,  figures  qui 

ont  surtout  l'avantage  de  parfaitement  faire  comprendre  les  formes  de 

la   surface,   puisqu'elles   sont  disposées  pour  être  vues  au   moyen  d'un 

eo]   •  Note  du  Traducteur.) 
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qui  se  rencontrent  en  deux  points  coniques  situés  sur  la 
branche  positive  de  l'hyperbole.  Le  demi-angle  au  som- 
met pour  ces  points  a  pour  mesure 


arc  cos  , 

b- 


11  y  a  en  outre  dans  toutes  les  formes  de  cyclidcs  un 
plan  tangent  singulier,  qui  touche  la  cyclide  le  long  du 

cercle  correspondant  à  B=  —  • 

Dans  ce  cas,  la  nappe  extérieure  avec  ses  cercles  de 
contact  et  ses  points  coniques  rentrants,  et  la  nappe  inté- 
rieure avec  ses  points  coniques  rencontrant  ceux  de  la 
nappe  extérieure,  offre  une  certaine  ressemblance  avec 
les  nappes  extérieure  et  intérieure  de  la  surface  d'onde 
de  Fresnel  ;  et  si  l'on  se  rappelle  que  la  surface  d'onde  a 
quatre  points  singuliers  pareils,  tandis  que  la  cyclide 
n'en  a  que  deux,  on  pourra  se  servir  de  la  figure  de  cette 
dernière  pour  se  faire  une  idée  des  points  singuliers  de  la 
surface  d'onde. 

Si  l'on  donne  à  T  toutes  les  valeurs  entre  -t-  oo  et  —  co, 
la  cyclide  prend  successivement  les  formes  (3),  (2),  (1), 
( —  1),  ( —  2),  ( —  3),  et  chaque  point  est  rencontré  quatre 
fois  parla  surface.  En  effet,  lorsque  r  est  infini,  un  point 
quelconque  R  est  dans  le  noyau  ou  nappe  intérieure 
de  (3).  Si  r  diminue,  le  noyau  se  contracte,  et,  pour 
/-  =  c,  il  est  nul. 

Donc,  pour  une  certaine  valeur  i\  ^>  c,  la  surface  du 
noyau  passe  par  le  point  11.  A  ce  moment,  la  nappe  exté- 
rieure de  la  cyclide  est  encore  au-delà  de  R,  mais  si  r 
diminue  la  surface  se  contracte,  et,  finalement,  s'éva- 
nouit pour  /'  —  —  b.  Donc  /•  doit  avoir  passé  par  une 
valeur  /*,  pour  laqiielle  la  surface  contient  le  point  R. 
A  ce  moment,  la  surface  peut  avoir  l'une  des  formes  de 
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la  nappe  extérieure  de  (3),  ou  de  la  cyclide  en  anneau  à 
une  nappe  (2)  ou  du  loLe  négatif  de  (1). 

Le  lobe  positif  de  (1)  commence  à  paraître  lorsque  /• 
devient  inférieur  à  b,  et  augmente  lorsque  /'diminue,  de 
sorte  que  pour  7  =  —  b  il  devient  un  anneau,  et,  pour 
7  ==  —  c,  il  devient  la  nappe  extérieure  de  ( —  3). 

La  surface,  par  suite,  pour  une  certaine  valeur  r3  de  /•, 
passe  par  le  point  R.  Celle  valeur  est  nécessairement 
inférieure  à  /•,. 

Lorsque  /'  a  atteint  la  valeur  ( —  c),  la  nappe  intérieure 
de  ( —  3)  se  développe  et  augmente  indéfiniment  lorque  r 
diminue,  de  telle  sorte  que,  pour  une  certaine  valeur  j\ 
de  /',  laquelle  est  inférieure  à  r8,  le  point  R  est  sur  la 
surface  intérieure  de  cette  nappe. 

On  voit  ainsi  que  Ton  peut  dire  que  la  cyclide  a  quatre 
nappes,  mais  que  deux  seulement  au  plus  sont  réelles 
simultanément.  Ces  quatre  nappes  se  touchent  en  trois 
points  coniques. 

La  première  nappe,  correspondant  à  /'t,  est  la  nappe  in- 
térieure de  la  cyclide  (3)  et  touche  toujours  la  seconde 
nappe  en  un  point  conique  sur  la  branche  positive  de 
l'hyperbole. 

La  seconde  nappe,  correspondant  à  rs,  a  trois  formes 
différentes,  pouvant  être  la  nappe  extérieure  ide  (3),  la 
cyclide  anneau  à  une  nappe  (2)  ou  le  lobe  négatif  de  (1). 
Si  la  première  nappe  existe,  elle  la  rencontre  en  un  point 
conique  sur  la  branche  positive  de  l'hvperbole,  et,  si  la 
troisième  nappe  existe,  elle  la  rencontre  en  un  point 
conique  sur  l'ellipse. 

La  troisième  nappe,  correspondant  à  /-3,.  a  aussi  trois 
formes  di  fie  rentes.  Elle  peut  être  le  lobe  positif  de  (1), 
la  cyclide  anneau  ( —  2)  ou  la  nappe  extérieure  de  ( —  3  ). 
Dans  le  premier  cas,  elle  a  un  point  conique  sur  1  ellipse, 
où  elle  rencontre  la  seconde  nappe;  dans  le  second  cas, 
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elle  n'a  pas  de  point  conique,  et,  dans  le  troisième,  elle 
rencontre  la  quatrième  nappe  en   un  point  situé   sur  la 
branche  négative  de  l'hyperbole. 

La  quatrième  nappe  est  la  nappe  intérieure  de  la  cy- 
clide  ( —  3)  et  rencontre  toujours  la  troisième  nappe  en 
un  point  conique  situé  sur  la  branche  négative  de  l'hy- 
perbole. 

Cyclides  paraboliques.  —  Si  les  valeurs  de  b,  c,  /',  x 
sont  augmentées  chacune  de  la  même  quantité  et  si  cette 
quantité  croît  indéfiniment,  les  deux  coniques  deviennent, 
à  la  limite,  deux  paraboles  dans  des  plans  perpendicu- 
laires, le  foyer  de  l'une  étant  le  sommet  de  l'autre,  et  la 
cyclide  devient  ce  que  l'on  peut  appeler  parabolique. 

Si  r  est  compris  entre  b  et  c,  la  cyclide  consiste  en 
une  nappe  indéfinie,  entièrement  située  entre  les  plans 
x  =  9.b  — •  /',  x  =  ic  —  r.  Les  portions  de  l'espace  situées 
sur  les  côtés  positif  et  négatif  de  la  nappe  sont  reliées 
entre  elles,  comme  la  terre  et  l'air  sont  reliés  entre  eux, 
par  une  surface  de  séparation,  les  terres,  dont  la  surface 
lait  partie,  embrassant  l'air  par-dessous,  pendant  que  l'air 
embrasse  la  surface  par-dessus. 

Lorsque  r  n'est  pas  compris  entre  b  et  c,  la  cyclide 
consiste  en  un  lobe  ayant  deux  points  coniques,  et  une 
niasse  infinie  avec  deux  points  coniques  rencontrant  ceux 
du  lobe. 

Surfaces  de  révolution .  —  Lorsque  b  —  o,  la  cyclide 
est  la  surface  formée  par  la  révolution  d'un  cercle  de 
rayon  r  autour  d'une  ligne  de  son  plan  située  à  une  dis- 
tance c  du  centre. 

Si  /'  est  inférieur  à  c,  la  forme  est  celle  d'un  anneau 
régulier  (tore);  si  r^>  c,  la  surface  consiste  en  deux 
nappes,  l'une  intérieure,  l'autre  extérieure,  se  rencon- 
trant en  deux  points  coniques.  Pour  b  =  c,  la  cyclide  se 
résout  d'elle-même  en  deux  sphères  tangentes  extérieu- 
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rement  si  b^>  r,  et  intérieurement  si  r^>  b.  Si  b  =  c  =  o, 
les  deux  sphères  se  confondent. 

Si  l'origine  est  transférée  en  un  point  conique,  et  si 
les  dimensions  de  la  figure  augmentent  indéfiniment,  la 
cyclide  devient  finalement  un  cône  droit  ayant  le  même 
angle  conique  que  la  cyclide  originale.  Si  b  =  c,  le  cône 
devient  un  plan. 

Lorsque  b  restant  fini,  les  quantités  c,  /',  .r  sont  aug- 
mentées d'une  même  quantité  infiniment  grande,  la  cy- 
clide devient  finalement  un  cylindre  droit  dont  le  rayon 
est  r  —  c. 

Inversion  fie  la  cyclide.  —  Puisque  toute  sphère, 
lorsqu'on  la  transforme  au  moyen  de  l'inverse  des  rayons 
menés  par  un  point  fini,  devient  une  autre  sphère,  toute 
cyclide  transformée  de  cette  manière  devient  une  autre 
cyclide.  H  y  a  cependant  certaines  relations  entre  les 
paramètres  de  l'une  des  cyclides  et  ceux  de  l'autre,  à 
savoir  : 

(»4)  -r^  =  7^=r^' 

ou 

ri_  Ji         r"  —  c" 

l5  1 -=—t TV 

r1  —  c-         /■  ' —  b  3 

Si  le  point  d'inversion  est  pris  sur  l'un  des  cercles 

2  hr.x 
(io)       x1  -\- y- +  o*  -f-  r"1  —  c-=  o,      z  =  o, 


(17)         x'' -r- z< b1—  r-\-c*=o,     y=o, 

la  cyclide  devient  une  surface  de  révolution  dans  laquelle 
V  =.  o,  et 

r  -  c1  —  O 


(  ^  ) 

si  le  point  d'inversion  est  sur  le  premier  cercle,  ou 

,      .  r'1        /-2  —  b2 

si  le  point  d'inversion  est  sur  le  second  cercle. 

Lorsque  r  est  inférieur  à  c,  le  premier  cercle  est  réel  ; 
si  /'^>  b,  le  second  est  réel.  Dans  la  cyclide  anneau,  /'  est 
compris  entre  b  et,  c,  et,  par  suite,  cette  cyclide  peut  être 
transformée  en  tore  de  deux  manières  différentes. 

Si  la  cyclide  a  des  points  coniques,  et  que  l'on  y  prenne 
l'un  d'eux  pour  point  d  inversion,  la  cyclide  devient  un 
cône  droit,  dont  le  demi  angle  au  sommet  a  pour  cosinus 

Si  le  point  d'inversion  est 

bc 

x  = — i     y  =  o,     z  =  o, 

la  surface  est  inverse  d'elle-même. 

Fonctions  isolhermales  conjuguées  de  la  cyclide.  Dé- 
fini/ion. —  Si  sur  une  surface  on  mène  deux  systèmes 
de  courbes,  chaque  courbe  individuelle  étant  définie  par 
la  valeur  d'un  paramètre  qui  lui  correspond,  et  si  les 
deux  systèmes  de  courbes  se  coupent  toujours  à  angle 
droit;  si  enfin  le  rapport  du  segment  compris  sur  une 
courbe  du  second  système  entre  deux  courbes  consécu- 
tives du  premier  au  segment  compris  sur  une  courbe  du 
premier  système  entre  deux  courbes  consécutives  du  se- 
cond est  égal  à  celui  de  la  différence  entre  les  paramètres 
des  deux  courbes  du  premier  système  à  la  différence  des 
paramètres  des  deux  courbes  du  second  système;  on  ap- 
pelle alors  ces  deux  systèmes  de  courbes  des  lignes  iso- 
thermales  conjuguées,  et  les  deux  paramètres  sont  des 
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fondions  isothermales  conjuguées.  Si  la  surface  est  sup- 
posée une  lame  conductrice  uniforme  placée  entre  deux 
milieux  non  conducteurs,  l'une  des  séries  de  ces  ligues 
sera  les  lignes  isu thermales  pour  la  chaleur  ou  équipo- 
tentielles  pour  l'électricité,  et  l'aulic  série  les  lignes  de 
conductibilité  (  voir  Lamé,  Fondions  isothermales). 

Cette  propriété  des  lignes  de  la  surface  n'est  pas  chan- 
gée par  l'inversion. 

Dans  la  cyclide,  on  trouve  que  le  segment  dsx  d'une 
ligne  de  courbure  du  premier  système  est 

/       \  ,  r -+-  ccoshS  \ 

20  )  ds,=  ■ — ,    r       (c2  —  b2  2  d<x , 

k       ;  ccoshp—  £cosa  V  ;         ' 

et  le  segment  ds9  d'une  ligne  de  courbure  du  second  sys- 
tème est 

(21)  *,=  '~bCT  (C2  -  b^d$. 

c  coshp  —  b  cosa 

Si  maintenant  9  est  une  fonction  de  a  et  œ  de  j5,  telles 

que 

dsx  _  d9 
ds2        do 

Q  et  <p  seront  des  fonctions  isothermales  conjuguées. 
Si 


0  =  K  / ,      ?  =  K| 

J   r  —  b  cos  a  J   r  —  c 


coshp 

la  condition  est  satisfaite.  Si  /'  est  plus  grand  que  b,  on 
trouve  : 

(23)  tang  T=—i " 

/    ,        r.."?  b  —  rcosz 

{r2—  b-j 

11  est  plus  commode  d'avoir  y.  en  fonction  de  B  de  la 
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manière  suivante  : 

(r2 —  èV'sin 


{r'—b'Y 


r 

-f 

e 

i 

(r« 

—  62)s 

b  - 

-r- 

e 

i 

(r«T 

-*>)2 

H) 


Si  /'  est  plus  petit  que  b,  on  substituera  (Zr  —  r'2)2  à 

(/'2 — &2)2,  et  on  changera  les  fonctions  circulaires  en 
fonctions  hyperboliques. 

De  même,  on  obtiendra  pour  les  relations  entre  |3  et  <p, 
lorsque  r  est  plus  grand  que  c, 

(/•-'  —  c2)^sin  h - ; 

tangB  =  sin  h  (3  = 


r  -\-  rcosh 


«P 


c2)'- 


G) 

c  +  /cosh 


(25)  sécB  =  coshp  =— - 


cosh 


Si  ;' est  plus  petit  que  c,  on  substituera  (c2 —  z2)3  à 

(r2  —  c2)7,  et  l'on  changera  les  fonctions  hyperboliques 
en  fonctions  circulaires. 

Ayant   trouvé  ces  couples  de   fonctions  isothermales 
conjuguées,  on  peut  en  déduire  d'autres  couples,  comme 
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0,  et  cpt1  pour  lesquels  ou  a 

.    r,                        dQ.         d<p,         rfô, 
20)                      —  =  — -  i      —  = 
v      '                    db        d?        dy 

dy, 
^9 

Cyclides  confocales.  —  Un  système  de  cyclides  dans 
lesquelles  l'ellipse  et  l'hyperbole  focales  restent  les 
mêmes,  /'étant  une  quantité  variable,  peut  s'appeler  un 
système  con focal. 

Ce  système  de  cyclides  et  les  deux;  systèmes  de  cônes 
droits  qui  ont  leurs  sommets  sur  l'une  des  coniques  et 
passent  par  l'autre  forment  trois  systèmes  de  surfaces  or- 
thogonales, qui,  par  conséquent,  se  coupent  le  long  de 
leurs  lignes  de  courbure.  Par  l'inversion  on  peut  obtenir 
trois  systèmes  de  cyclides  se  coupant  orthogonalement. 

Un  système  de  cyclides  confocales  peut  être  considéré 
encore  comme  un  système  de  surfaces  d'onde  dans  un 
milieu  isotrope,  correspondant  à  un  faisceau  de  rayons, 
dont  chaque  rayon  coupe  les  deux  coniques  focales. 
Chaque  cyclide  correspond  à  une  certaine  valeur  de  /•, 
que  l'on  peut  appeler  la  longueur  du  rayon  de  la  cyclide. 

Considérons  maintenant  le  système  de  surfaces  con- 
focales 

x2  r2  z2 

(27)  7 


p2        o1  —  b2        p-  —  f- 
En  posant  p  =  c,  on  trouve  l'ellipse 

(28)  f. +  _£_=,;      z  =  o; 
en  faisant  p  =  b,  on  a  l'hyperbole 

(29)  T,--^rb,  =  ^     ?  =  <>■ 

Ces  deux  coniques  font  donc  partie  du  système  et  peu- 
vent être  appelées  ses  coniques  focales . 
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Si  d'un  point  R,  comme  sommet,  on  mène  deux  cônes 
passant  par  l'ellipse  et  l'hyperbole,  ces  cônes  seront  des 
cônes  confocaux,  et  leurs  trois  axes  seront  les  normales 
aux  trois  systèmes  de  surfaces  confocales  passant  par  le 
point  R.  Ces  cônes  se  couperont  à  angle  droit  le  long 
des  quatre  génératrices  rl5  r2,  /'3,  r*,  qui  seront  normales 
aux  quatre  cyclides  passant  par  le  point  R. 

La  normale  à  l'ellipsoïde  passant  par  le  point  R  sera 
l'axe  réel  du  cône  passant  par  l'ellipse,  lequel  axe  bis- 
secte  l'angle  de  i\  et  i\,  ainsi  que  celui  de  i\  et  r4.  Si  l'el- 
lipsoïde estime  surface  réfléchissante,  un  rayon  incident 
de  direction  i\  devra  se  réfléchir  suivant  la  direction  i\. 
Donc,  d'après  la  théorie  des  ondes,  i\  -+-  r%  est  constant 
pour  l'ellipsoïde.  Au  point  de  l'ellipsoïde  (p  =  const.) 
où  il  est  coupé  par  l'axe  des  x,  on  a 

x  =  û,      r,  =  x  +  c,      r,=:x  —  c  ; 

de  sorte  que  l'équation  de  l'ellipsoïde  (p  =  consl.)  peut 
être  exprimée  en  fonction  de  p  comme  il  suit  : 

(3o)  r,+r2=:  2p. 

La  normale  à  l'ellipsoïde  bissecte  en  outre  l'angle 
formé  par  rz  et  r4,  d'où  l'on  déduit  cette  autre  formule 

(3i)  r3-+-  r,  =  —  2p. 

Par  suite,  la  relation  générale  entre  les  valeurs  de  r  est 

(  32  )  rt  -+-  rs  -f-  r3  -+-  r4  =  o. 

La  normale  à  l'hyperboloïde  à  une  nappe  (pt  =  const.) 
bissecte  l'angle  des  lignes  i\  et  r3,  ainsi  que  celui  des  li- 
gnes r2  et  r4,  et  l'on  a  les  équations 

(33)  r,  +  /-3  =  lu.  =  —  (r,-r-r4). 

La  normale  à  l'hyperboloïde  àdeux  nappes  (  v  —  const.) 
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bissecte  les  angles  (rs,  7-:5)  et  (/',,  /4);  doù 

(  34  )  t\  -h  r3  =  2  v  =  —  (/-,  +  r,). 

Telles  sont  les  équations  des  surfaces  en  fonction  des 
quatre  rayons  du  faisceau.  Les  équations  des  quatre  cy- 
clides  en  fonction  des  coordonnées  elliptiques  s'en  dé- 
duisent facilement  : 


(35) 

1   r3  —  —  p  -f-  p.  -+-  v, 

\   rÀ "=  —  p  —  a  —  v. 
Puisque  les  quantités 

p,      c,      u.,      b,      v,      o 

sont  rangées  par  ordre  de  grandeur  décroissante,  il  est 
évident  que 

r<,     p>     r?>     r*i      —  p>     r* 

sont  aussi  rangés  par  ordre  de  grandeur  décroissante. 

L'équation  générale  de  la  cyclide  en  coordonnées  ellip- 
tiques est 

(36)    (r — p  —  (*-H»)(r — p-+-f* — -j)[r-\-p —  u. — vj(r-f-p-!-p:-t-v)  =  o, 

et  peut  être  exprimée  en  coordonnées  cartésiennes  comme 
il  suit  : 

(x2+j;  +  z:  —  r2)2  —  2(.r-  -h/'2)  [b2  -hc2  ) 

^^(yi  —  z^^—b2)^  8bcr.r-±(c2  —  b2)2  =  o. 


(37) 


Lorsque  b  =  c,  il  y  a  deux  points  focaux  F  et  F',  et 
les  valeurs  des  rayons  sont 


(38) 


-,  =      RF 

•..  =      RF' 


RF  -+-  c 
RF  —  r. 
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L'équation  de  l'ellipsoïde 

(3oJ  r,  -h  r2  =  2p  =  RF ''-+-  RF' 

exprime  dans  ce  cas  la  propriété  de  l'ellipsoïde  allongé, 
que  la  somme  des  distances  d'un  point  quelconque  aux 
deux  foyers  est  constante. 

De  la  même  manière,  l'équation 

r,  ■->,-  r3  —  2v  =  RF'  —  RF 

exprime  la  propriété  de  l'hyperboloïde  de  révolution  à 
deux  nappes,  que  la  différence  des  distances  focales  est 
constante. 

Dans  le  but  d'étendre  une  propriété  analogue  aux  au- 
tres surfaces  confocales,  concevons  la  construction  mé- 
canique suivante. 

Supposons  les  courbes  focales  représentées  par  des  fils 
déliés  et  polis,  et  une  tige  droite  et  indéfinie  restant 
toujours  sur  les  deux  courbes,  r  étant  compté  sur  cette 
tige  à  partir  d'un  de  ses  points.  Un  fil,  dont  la  longueur 
est  (c -+-/>),  est  attaché  par  l'une  de  ses  extrémités  au 
foyer  négatif  de  l'ellipse,  et  par  l'autre  au  point  (-+-  b) 
de  la  tige  et  glisse  sur  l'ellipse  au  point  où  celte  courbe 
rencontre  la  tige.  Pour  le  tenir  toujours  tendu,  un  autre 
fil  égal  passe  par  le  foyer  positif  de  l'ellipse,  rencontre 
l'ellipse  et  se  fixe  au  point  ( —  b)  de  la  tige.  Ce  fil  dé- 
termine le  point  de  la  tige  qui  reste  sur  un  point  donné 
de  l'ellipse.  Supposons  que  la  tige  reste  aussi  sur  l'hyper- 
bole, de  sorte  que  la  portion  positive  de  la  tige  soit  sur  la 
branche  positive  de  l'hyperbole,  ou  la  portion  négative 
sur  la  branche  négative.  Alors  le  point  r  de  la  tige  est 
sur  la  surface  de  la  cyclide  de  paramètre  r;  et  comme  la 
tige  glisse  sur  l'ellipse  et  l'hyperbole,  le  point  r  décrit 
toute  la  surface  de  la  cyclide. 

Considérons  un  point  R  de  l'espace  ;  la  lige  passera  par 
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ce  point  dans  quatre  positions  différentes,   considérant 
aux  quatre  lignes  d'intersection  des  cônes  dont  le  sommet 
est  R,  et  qui  passent  par  l'ellipse  et  l'hyperbole. 

La  première  position  /•]  correspond  à  la  première 
nappe  de  la  cyclide  qui  passe  par  le  point  R.  Si  je  désigne 
l'intersection  de  l'ellipse  et  de  la  tige  par  E,  l'intersection 
avec  les  branches  positive  ou  négative  de  l'hyperbole  par 
H- H  ou  — H,  l'ordre  des  intersections,  dans  ce  cas,  sera 

E,     -i-H,     R. 

La  seconde  position  t\  correspond  à  la  seconde  nappe, 
et  Tordre  des  intersections  est 

E,     R,      -l-  H,     ou      —  H,      E,     R. 

La  position  ra  correspond  à  la  troisième  nappe,  et 
donne  pour  l'ordre  des  intersections 

R,      E,      H-  H,      ou      —  H,      R,      E. 

La  quatrième  position  i\  correspond  à  la  quatrième 
nappe,  et  l'ordre  des  intersections  est 

R,     —  H,     E, 

les  lettres  étant  toujours  disposées  dans  l'ordre  de  crois- 
sance de  7'. 

Ce  système  complet  de  rayons  est  un  exemple  de  con- 
gruence  linéaire  du  quatrième  ordre. 

Maintenant,  si  deux  tiges  suivant  les  conditions  précé- 
dentes se  coupent  en  R  en  deux  quelconques  de  leurs  po- 
sitions, et  si  un  fil  de  longueur  suffisante  est  fixé  à  un 
point  suffisamment  éloigné  dans  la  région  négative  de  la 
première  tige,  passe  sur  le  point  R  et  se  fixe  à  un  point 
suffisamment  éloigné  dans  la  région  négative  de  l'autre  fil, 
et  si  les  deux  tiges  se  déplacent  en  laissant  toujours  le  fil 
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tendu  en  leur  point  d'intersection  R,  alors  R  trace  une 
surface  confocale. 

Si  les  tiges  sont  dans  la  première  et  la  deuxième  posi- 
tion, ou  dans  la  troisième  et  la  quatrième,  cette  surface 
est  un  ellipsoïde. 

Si  elles  sont  dans  la  première  et  la  troisième,  ou  dans 
la  deuxième  et  la  quatrième,  c'est  un  hyperboloïde  à  une 
nappe. 

Si  elles  sont  dans  la  première  et  la  quatrième,  ou  dans 
la  deuxième  et  la  troisième,  c'est  un  hyperboloïde  à  deux 
nappes. 

Dans  le  système  confocal  parabolique,  la  quatrième 
nappe  de  la  cyclide  est  un  plan,  et  i\  est  parallèle  à  Taxe 
des  x. 

Donc,  si  les  rayons  parallèles  à  l'axe  d'un  paraboloïde 
sont  réfléchis  par  la  surface,  ils  passeront  toujours  par 
les  deux  paraboles  focales  du  système,  et  la  surface 
d'onde,  après  la  réflexion,  est  une  cyclide;  et  si  les  rayons 
sont  réfléchis  deux  fois,  ils  redeviennent  parallèles  à 
l'axe. 

SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  881 

l  voir  x*  série,  t.  VII,  p.  240  )  ; 

Par  M.   TOUBIN, 

à  Lons-lc-Sannier. 


Lorsqu'un  nombre  premier  est  de  la  forme  i  -+-  2", 
l'exposant  n  est  nul  ou  de  lajorme  2*. 

(LlONJNET.) 

Ce  théorème  est  un  cas  particulier  de  celui-ci  :  Lors- 
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qu  un  nombre  premier  est  de  Informe  A"  -f-  i,  V  expo- 
sant n  est  nul  ou  de  la  forme  i*. 

Pour  démontrer  ce  dernier,  supposons  que  n  ne  soit 
pas  nul  et  ne  soit  pas  de  la  forme  2a;  il  sera  forcément 
de  la  forme  2pA,  k  étant  impair;  le  nombre  premier 
A"-hi  sera  de  la  forme  P'-h  i  ;  or  cette  conclusion  est 
absurde,  puisque,  k  étant  impair,  P*'-f-  i  est  divisible 
par  P  H-  i . 

Question  896 

(voir  ?'  série,  t.  VU,  p.  bb-  ); 

Par  M.    VALLIER, 

Élève  du  collège  Rollin. 

Soit  I  un  point  d' inflexion  d'une  cubique  :  par  I 
menons  des  tangentes  en  P,  Q,  R  à  la  courbe,  et  par  P 
des  tangentes  en  A,  B,  C,  D.  Montrer  quel,  Q,  R  sont  les 
points  de  rencontre  respectifs  des  trois  couples  de  côtés 
opposés  du  quadrilatère  ABCD.  (Sylvester.) 

.Te  prends  le  triangle  IQR  pour  triangle  de  référence. 
L'équation 

/■(/S/-+-  m/a  -hrtap)  =  a8(Aa  -f-  B6) 

représente  une  cubique  circonscrite  au  triangle  et  tan- 
gente en  QR  :  comme  elle  contient  encore  quatre  para- 
mètres, c'est  l'équation  générale. 

Je  vais  exprimer  que  le  point  I  est  un  point  d'inflexion 
en  écrivant  que  sa  conique  polaire  se  réduit  à  deux  droites, 
dont  Tune  est  la  droite  QR  :  cette  conique  a  pour  équa- 
tion 

2/Py    -  2  m/a  ■+■  «ap  =  o. 

il  faut  don»  que  l'on  ait 
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et  il  vient 

/(/£  +  ma)  =  «p(Aa+  Bp). 

Le  point  P,  étant  à  l'intersection  de  QR  avec  la  courbe, 
est  donné  par 

j  =  o,      Aa  +  Bp  =  o; 

l'équation  de  sa  conique  polaire  est 

B(w/2  —  9.Aa|3  —  Bp2)  =  A(/yv— 2Bap  —  Aa"), 
OU 

A2a2  —  B?p2+  (B//i  — A/)y2=o. 

Ainsi  les  points  A,  B,  C,D  sont  sur  une  conique  conjuguée 
au  triangle  de  référence.  Je  vais  démontrer  qu'ils  sont 
sur  une  seconde  conique  conjuguée  aussi,  et  tout  sera 
démontré.  Or  ces  points  sont  aussi  sur  la  courbe 

j'[lp  -h  ma)  =  ap(Aa-f-  Bp). 

Ils  sont  donc  sur  le  lieu  obtenu  en  divisant  les  deux 
équations  membre  à  membre,  ou 

A2a2— B262  Al  —  Bm 


afi(AaH-Bp)         t$-+-m* 
ce  qui  donne  d'abord 

A  a  -+-  B  p  =  o, 

équation  de  IP,  qui  est  la  tangente  issue  de  I,  et  ne  fait 
pas  partie  du  faisceau  ABCD,  et 

(Aa  —  Bp)(/pH-  /»a)  =  ap(A/-B/«), 
km  a2—  B/j32  =  o. 

C'est  encore  une  conique  conjuguée  au  triangle  (ici 
c'est  le  système  de  deux  des  sécantes);  donc  le  théorème 
est  démontré. 
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Question  910 

(voir  2*  série,  t.  VIH,  p.  47); 

Par  M.  A.  MOREL. 

Deux  triangles  OAB,  O  A'B'  ont  un  sommet  commun; 
OAB  est  donné  en  grandeur  et  en  position,  OA'B'  est 
donné  en  grandeur  seulement.  Placer  O  A!  YS'  de  façon 
que  les  droites  A  A',  BB'  fassent  un  angle  donné  [*). 

(E.  Lemoine.) 

Si  je  suppose  le  problème  résolu,  je  remarque  que  les 
points  A' et  B'  appartiendront  respectivement  à  deux  cir- 
conférences concentriques  décrites  avec  OA'  et  OB' 
comme  rayons;  de  plus,  la  ligne  A'B'  a  une  longueur  et 
une  direction  données,  en  vertu  de  la  condition  imposée 
dans  l'énoncé.  Le  problème  revient  donc  au  problème 
suivant  :  Mener  entre  deux  circonférences  données  une 
ligne  droite  de  longueur  donnée  et  parallèle  à  une 
direction  donnée.  Ce  problème  est  très-connu,  et  je  ne 
fais  qu'en  rappeler  ici  la  solution.  Du  centre  O,  je  mène 
une  ligne  égale  et  parallèle  à  A'B',  j'obtiens  ainsi  un 
point  O'.  Du  point  O'  comme  centre,  avec  OA'  comme 
rayon,  je  décris  un  arc  de  cercle  qui  coupe  en  B',,  B'2  le 
cercle  de  rayon  OB'.  Je  joins  le  point  O'  à  l'un  des 
points  B',,  B',,  et  je  mène  les  rayons  parallèles  OA',,  OA',. 
Enjoignant  les  ligues  OA',,  OB',,  B',  A',,  j'ai  une  solution 
de  la  question. 

Il  est  à  remarquer  que  le  problème  comporte  toujours 
quatre  solutions 5  en  effet,  on  peut  d'abord  faire  l'angle 
donné  avec  la  droite  AB  de  deux  côtés  différents;  puis, 
e  triangle  OA'B'  étant  supposé  exister,  la  ligne  A'B'  est 
plus  petite  que  la  somme  des  deux  autres  côtés,  et  plus 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  taire  la  tigure. 
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grande  que  leur  différence  ;  donc  les  cercles  OB',  et  O'B'. 
se  couperont  toujours. 

Le  nombre  des  solutions  se  réduirait  à  deux  si  l'on 
supposait  l'angle  donné  compté  de  o  à  180  degrés  au- 
dessus  de  la  ligne  AB,  et  dans  le  sens  AB  et  non  BA. 


Question  941 

(  voir  2°  série,  t.  VIIT,  p.  j.75); 

Par  M.  Désiré  ANDRÉ. 


Théorème.  —  Tout  nombre  pair  est  égal  à  un  cube3 
qui  nJest  pas  nul,  plus  trois  carrés. 

(Désiré  André.) 

Pour  le  démontrer,  nous  rappellerons  ce  théorème 
bien  connu  :  «  Tout  nombre  de  la  forme  8«  -+-  3  est  la 
somme  de  trois  carrés  »  ;  et  nous  ferons  remarquer  : 
d'une  part,  que  les  cubes  des  nombres,  1  3,  5,  7,  divisés 
chacun  par  8,  donnent  respectivement  pour  restes  1,  3, 
5,  7;  de  l'autre,  que  tout  nombre  pair,  2  excepté,  est  de 
l'une  des  formes 

8« -4- 45     8«+6,     8/?-f-8,     8«-bio, 

n  étant  zéro  ou  un  nombre  entier. 

Cela  étant,  il  est  visible  que  le  théorème  est  vrai  : 
i°Pour  tous  les  nombres  pairs  de  la  forme  Su  4-4} 

car 

8«  +  4=  i3-+-(8«'  -4-  3); 

20  Pour  tous  les  nombres  pairs  de  la  forme  8  «4- 6, 
dès  qu'ils  dépassent  33,  car 

8«  +  6=^3J  +  (8//-T-3); 
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3°  Pour  tous  les  nombres  pairs  de  la  forme  8/1  +  8, 
dès  qu'ils  dépassent  5%  car 

8n-^S  =  5s~  (8/i'  +  3); 

4°  Enfin  pour  tous  les  nombres  pairs  de  la  forme 
8«  -f-  io,  dès  qu'ils  dépassent  7%  car 

8n  -+-  10  =  73  h-  (8/2'  -+-  3). 

Pour  étendre  le  théorème  à  tous  les  nombres  pairs,  il 
suffit  done  de  le  vérifier  pour  tous  les  nombres  pairs 
autres  que  les  précédents,  c'est-à-dire  pour  2;  pour  les 
trois  nombres  de  la  forme  8«  H-  6  qui  sont  inférieurs  à 
33  ;  pour  les  quinze  nombres  de  la  forme  Sn  -+-  8  qui  sont 
inférieurs  à  5  ;  enfin  pour  les  quarante-deux  nombres  de 
la  forme  8/*-f-  10  qui  sont  inférieurs  a  y3.  Vérifications 
faites,  le  théorème  s'applique  à  tous  ces  nombres-,  donc 
il  est  général. 

Remarque.  —  Il  est  évident  que,  quand  les  nombres 
pairs  considérés  sont  suffisamment  grands,  on  peut  rem- 
placer les  cubes  des  nombres  1,  3,  5,  7  par  les  cubes  de 
nombres  impairs  supérieurs  à  ceux-ci.  Il  en  résulte  que 
la  décomposition  en  un  cube  et  trois  carrés  peut,  en 
général,  s'effectuer  de  plusieurs  manières. 

IL 

Au  lieu  des  cubes  de  1 ,  3,  5,  7,  considérons  les  puis- 
sances (2a -h  1  )'«"'"  de  ces  nombres,  2a+i  étant  un 
nombre  impair  quelconque;  nous  trouvons  que  ces  puis- 
sances, divisées  par  8,  donnent  respetivement  pour  restes 
1,  3,  5,  7.  Par  suite,  quel  que  soit  un  nombre  pair  supé- 
rieur à  7:aH"',  nous  pourrons  toujours,  en  en  retranchant 
l'un  des  nombres  i-a+l,  3:a+',  5,a+1.  -:*-M.  obtenir  un  ré- 
sultat de  la  forme  8"  -h  3.  Or,  on  sait  que  tout  nombre 
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de  la  forme  8/*  -t-  3  est  la  somme  de  trois  cariés  impairs  ; 
donc  on  peut  énoncer  le  théorème  général  suivant  : 

Théorème.  —  Tout  nombre  pair  supérieur  à  yïa+i  est 
égal  à  une  puissance  (2a  -+-  1  )'*"',  différente,  de  zéro, 
plus  trois  carrés,  tous  différents  de  zéro. 

Remarque.  —  On  voit  que  le  théorème  qui  fait  l'objet 
de  la  question  941  n'est  autre  chose  que  le  théorème 
précédent,  réduit  au  cas  de  a=i,  étendu,  soit  par 
démonstration,  soit  par  vérification,  aux  nombres  pairs 
inférieurs  à  ^3,  et  délivré  de  la  condition  que  les  carrés 
soient  tous  différents  de  zéro.  Le  maintien  de  cette  der- 
nière conditon  eût  empêché  d'étendre  le  théorème  à 
certains  nombres  pairs,  à  2  par  exemple. 


Question  971 

(  voir  7'  série,  t.  VIII ,  p.  5G2  )  ; 

Par  M.   E.   KRUSCHWITZ, 

Étudiant  en  mathématiques,  à  Berlin. 

Trouver  la  loi  de  jormation  des  nombres  dont  les 
carrés  sont  terminés  par  deux  chiffres  égaux. 

(H.  Brocard.  ) 

Nous  n'avons  à  examiner  que  les  nombres  inférieurs  à 
5o,  vu  qu'un  multiple  de  5o  ajouté  à  un  nombre  n'in- 
flue pas  sur  les  deux  derniers  chiffres  de  son  carré.  De 
ces  nombres  inférieurs  à  5o,  il  faut  rejeter  tous  ceux  qui 
sont  impairs  et  tous  ceux  qui  sont  terminés  par  4  ou  6, 
puisque  les  deux  derniers  chiffres  de  leurs  carrés,  étant 
l'un  pair,  l'autre  impair,  ne  peuvent  être  égaux.  Reste 
donc  à  considérer  les  nombres  terminés  par  o,  2  ou  8. 

Tous  les  nombres  terminés  par  zéro,  ayant  leurs  car- 
ies terminés  par  deux  zéros,  répondent  à  la  question . 

Si  x  est  î'avant-dornier  chiffre  d'un  nombre  terminé 
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par  2,  il  faut  que  \x  soit,  terminé  par  4  ",  et,  x  étant  infé- 
rieur à  5,  cela  n'arrive  que  pour  x  =  i .  Donc  12  est  le 
seul  nombre  inférieur  à  5o  et  terminé  par  2,  qui  réponde 
à  la  question. 

Si  x  est  l'avant-dernier  chiffre  d'un  nombre  terminé 
par  8,  il  faut  que  i6x  -f-  6  se  termine  par  4,  ou  i6x  par 
8,  ce  qui  n'a  lieu  que  pour  x  =  3,  puisque  x  est  infé- 
rieur à  5.  Donc  38  est  le  seul  nombre,  inférieur  à  5o  et 
terminé  par  8,  qui  réponde  à  la  question. 

Ainsi  tous  les  nombres  cherchés  sont  de  l'une  des  trois 
formes 

lOa,      5oa-}-l2,      5oa-i-38, 
ou  bien 

IOa,      5oa  H-  12,      5oa —  12. 

La  série  de  ces  nombres  est 

o,    10,    12,   20,   3o,   38,  4°>   5o,  60,  62,   70,.... 

On  peut  remarquer  que  les  différences  premières  sont 

10,    2,  8,    10,   8,  2,    10;   10,   2,   8,..., 

et  qu'elles  forment  une  série  périodique  dont  chaque  pé- 
riode contient  cinq  nombres,  symétriquement  placés  par 
rapport  à  celui  du  milieu. 

Note.  —  La  même  question  a  été  traitée  par 
MM.  Adrien  Guébhard,  étudiant  en  médecine,  à  Paris-, 
Charles  Bloch,  du  lycée  Napoléon;  Emile  Laclais;  H.-V. 
Duruy,  élève  du  lycée  de  Metz  ;  Octave  Espanet,  du  lycée 
de  Psimes;  O.  Callaudreau,  à  Angoulème;  Moret-Blanc, 
professeur  au  lycée  du  Havre;  Lucien  Bignon,  à  Lima 
(Pérou);  H.  Rumpen,  étudiant  en  mathématiques,  à 
Bonn . 

Remarque.  —  M.  H.  Brocard  nous  a  fait  observer  que 
tous  les  nombres  de  la  forme  5oa  -+-  i4  ont  leurs  cubes 
terminés  par  44- 
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CORRESPONDANCE. 


Monsieur  le  rédacteur, 

Je  ne  sais  pas,  en  réalité,  pourquoi  les  éditions  suc- 
cessives des  programmes  portent  toutes,  à  propos  de 
l'emploi  des  Tables  de  logarithmes,  ces  mots  :  «  Tables 
de  Callet  »,  c'est-à-dire,  en  bonne  traduction,  Tables  à 
sept  décimales.  Certes,  il  est  très-bon  de  savoir  se  servir 
de  toutes  les  Tables  de  logarithmes,  voire  même  celles  à 
sept  décimales;  mais  vous  voyez  beaucoup  d'élèves  qui 
seraient  bien  embarrassés  si  vous  leur  mettiez  entre  les 
mains  des  tables  de  Hoûel  ou  de  Lalande,  par  exemple; 
et  pourtant,  pour  la  plupart  des  calculs,  les  tables  à  cinq 
décimales  sont  bien  suffisantes,  puisque  même  on  se  sert 
souvent  de  quatre  décimales  seulement.  Pourquoi  donc 
n'apprendrait-on  pas  à  se  servir  des  petites  tables,  plus 
portatives  que  ces  volumes,  qui  s'appellent  des  tables  à 
sept  décimales  ?  Je  dois  dire  qu'un  progrès  a  été  réalisé 
en  ce  sens  dans  l'enseignement  appelé  spécial.  En  effet, 
je  trouve  dans  le  programme  du  Cours  d  Algèbre  ces 
mots  :  «  Usage  des  tables  à  cinq  et  à  sept  décimales  ».  Si 
du  moins  on  n'a  pas  supprimé  les  grandes  tables,  on  a 
daigné  accorder  le  droit  de  cité  à  leurs  petites  sœurs,  aux 
tables  vraiment  usuelles. 

Mais  il  est  une  lacune  qui  n'a  pas  été  comblée,  même 
dans  l'enseignement  spécial,  où  l'on  cherche  à  préparer 
les  élèves  en  vue  de  la  pratique.  Pourquoi  les  Tables  de 
Gauss,  ou  Tables  de  logarithmes  d'addition  et  de  sous- 
traction, sont-elles  inconnues  en  France?  Le  recueil  de 
M.  Hoùel  en  contient  de  petites,  c'est  vrai;  mais,  pour 
la  plupart  des  élèves,  pour  ne  pas  dire  tous,  ces  tables 
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sont  lettres  mortes.  Et  pourtant  elles  peuvent  rendre  de 
grands  services.  Sans  m'étendre  sur  les  exemples  donnés 
par  M.  Hoùel  dans  son  Introduction,  je  vais  prendre  un 
cas  d'intérêt  pratique.  Je  veux  parler  des  annuités.  Lors- 
que l'on  fait  aux  élèves  la  théorie  des  annuités,  après 
être  arrivé  à  la  formule 

Ad  -+-  r '■"/■ 

a  =  •> 

(  i-f-  r\n—  I 

on  a  soin  d'ajouter  ;  «  Cette  formule  n'est  pas  calculable 
par  logarithmes  ».  Or,  au  moyen  des  logarithmes  de  sous- 
traction, on  arrive  rapidement  à  lever  cette  difficulté. 
En  effet,  si  nous  appelons  B  la  correction  donnée  par  ces 
tables,  on  a,  d'après  l'usage  de  ces  tables, 

lôg[(i-4-r}«  —  i]  =  log(H-r)»—  B)i 

donc  la  formule  devient 

logtf  =  logA  -h  logr  —  B. 

Donc,  au  moyen  de  quatre  lectures  de  logarithmes, 
savoir  : 

i°  LogA; 

20  Logr-, 

3°  Log(i -f- /•),  d'où  l'on  déduit  log(i  H- /')"; 

4°  B,  déduit  de  log(i  -+-  /•)"  au  moyen  de  la  table  de 
soustraction, 

On  arrive  à  calculer  a  par  une  addition  de  trois 
nombres  seulement,  et  sans  avoir  besoin  de  prendre  de 
complément  logarithmique,  ce  qui  simplifie  aussi  les 
calculs.  On  pourrait  donc  dire,  si  l'emploi  des  loga- 
rithmes d'addition  et  de  soustraction  était  connu,  que  la 
formule  qui  doaue  l'annuité  est  aussi  bien  calculable  par 
logarithmes  que  celle  qui  donne  les  intérêts  simples  ou 
les  intérêts  composés,  par  exemple,  excepté  dans  le  cas  où 
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l'inconnue  sérail  le  taux  r.  Mais,  comme  le  fait  remarquer 
très -judicieusement  M.  Sonnet  dans  ses  Problèmes  et 
exercices  d" Algèbre  et  d*  Arithmétique,  on  n'a  jamais, 
dans  la  pratique  réelle,  qu'à  choisir  entre  quelques  va- 
leurs pour  r,  et  par  suite  on  peut  arriver  facilement  à 
trouver  la  solution  du  problème. 

A.     MOREL. 


QUESTIONS. 


1018.  Si  deux  ellipses  de  même  centre  et  de  mêmes 
axes  ont  une  aire  égale,  les  angles  excentriques  au  point 
commun  sont  supplémentaires.  Considérer  le  point  limite 
où  les  ellipses  approchent  de  la  similitude  ;  trouver'  le  lieu 
du  point  limite  d'intersection.         (A.   Witworth.) 

1019.  Trouver  le  maximum  de  l'angle  sous  lequel  une 
ellipse  donnée  est  coupée  par  le  cercle  de  courbure. 

(A.   Witworth.) 

1020.  Un  point  matériel  décrit  une  ellipse  sous  l'ac- 
tion d'une  force  tendant  vers  un  point  fixe  O  :  démontrer 
que  la  loi  de  la  force  est  donnée  par 

DD'6 


OP  .PP' 


P  désignant  la  position  de  la  molécule,  PP'  la  corde  pas- 
sant par  le  point  O,  et  DD'  le  diamètre  parallèle  à  cette 
corde.  (A.   Witworth.) 

1021.  Un  mobile  est  lancé  dans  une  atmosphère  dont 
la  résistance  varie  comme  le  cube  de  la  vitesse.  Si  j  est 
l'accélération  lorsque  le  mobile  descend  sous  l'inclinai- 
son a  à  l'horizon,  f0  quand  il  se  meut  horizontalement. 
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et  f  quand  il  monte  sous  l'inclinaison  a,  on  a 
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1022.  Démontrer  qu'en  un  point  quelconque  d'une 
spirale  équiangle,  la  conique  osculatrice  est  une  ellipse 
et  que  le  point  de  contact  est  à  l'extrémité  de  l'un  des 
diamètres  conjugués  égaux  de  l'ellipse,  et  la  tangente  de 
l'angle  de  ces  diamètres  est  égale  à  trois  fois  la  tangente 
de  l'angle  de  la  spirale.  (A.  Witworth.) 

1023.  Le  triangle  ABC  et  le  triangle  A'B'C  formé  en 
joignant  les  pieds  des  hauteurs  de  ABC  ont  leur  axe 
d'homologie  perpendiculaire  à  la  ligne  qui  joint  le  point 
de  concours  des  hauteurs  au  centre  du  cercle  circon- 
scrit. (Lemoine.) 

1024.  Lieu  des  centres  des  coniques  qui  ont  leurs 
quatre  sommets  sur  quatre  droites  données.  Discussion. 
Construire  une  conique,  connaissant  cinq  droites.  Sur 
quatre  d'entre  elles  se  trouvent  les  sommets,  sur  la  cin- 
quième le  centre.  (Lemoike.) 

102o.  Trois  cercles  quelconques  passent  par  un  même 
point.  On  mène  les  cordes  d  intersection  des  cercles  pris 
deux  à  deux,  et  on  les  prolonge  de  manière  à  ce  qu'elles 
coupent  chaque  fois  le  troisième  cercle.  En  joignant  les 
points  d'intersection  des  cercles  à  ces  points  nouveaux, 
on  forme  un  hexagone.  Démontrer  que  le  produit  des 
côtés  de  rang  impair  est  égal  au  produit  des  côtés  de  rang 
pair.  (Callaiotieau.) 
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PROPRIÉTÉS  DES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES,  DANS  LESQUELS  SE 
TROUVENT  DES  CONDITIONS  DE  PERPENDIC11LAR1TÉ  ENTRE 
DIVERSES  SÉRIES  DE  DROITES  ; 

Par  M.   CHASLES. 


(Extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.LXXII.) 


Une  série  de  droites  perpendiculaires  à  d'autres  droites 
donne  lieu  généralement  à  trois  questions  principales  : 
la  recherche  de  la  courbe  enveloppe  de  ces  droites,  celle 
de  la  courbe  sur  laquelle  se  trouvent  leurs  pieds  de  per- 
pendicularité,  et  celle  de  la  courbe  lieu  des  points  de 
rencontre  de  ces  droites  et  des  coniques  auxquelles  elles 
appartiennent. 

Lorsque  les  perpendiculaires  sont  des  tangentes  aux 
coniques,  la  troisième  question  se  change  en  celle  du 
lieu  de  leurs  points  de  contact. 

Je  réunirai  sous  un  même  numéro  ces  trois  questions, 
bien  qu'elles  soient  différentes,  pour  éviter  de  répéter 
dans  les  énoncés  des  théorèmes  l'hypothèse  qui  leur  est 
commune. 

61.  Les  diamètres  perpendiculaires  aux  tangentes  des 
coniques  en  leurs  points  sur  une  droite  D  : 

i°  Enveloppent  une  courbe  de  la  classe  ^  +  8v,  qui 
a  une  tangente  multiple  d'ordre  2V  à  l'infini  5 

20  Rencontrent  les  tangentes  en  des  points  situés  sur 
une  courbe  de  la  classe  -2y.-\-4vi  ayant  deux  points 
multiples  d'ordre  ^  -f-  v  aux  deux  points  circulaires  à 
l'infini: 

3°  Ont  leurs  extrémités  sur  une  courbe  de  l'ordre 
4  fx  -f-6v. 

Ann.  de  Mathémal.,  2'  série,  t.  X.  (Mai  1871.)  '3 
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02.  Les  diamètres  perpendiculaires  aux  tangentes  issues 
d'un  point  S  : 

i°  Enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3v,  qui  a  une 
tangente  multiple  d'ordre  2v  à  L'infini; 

2°  Rencontrent  les  tangentes  en  des  points  situés  sur 
une  courbe  de  l'ordre  4  v,  qui  a  en  Sun  point  multiple 
d'ordre  3  v  -, 

3°  Ont  leurs  extrémités  sur  une  courbe  d'ordre 
2  (J.  -+-  6  V  . 

63.  Les  diamètres  perpendiculaires  aux  droites  qui 
vont  d'un  point  Q  aux  points  des  coniques  sur  une 
droite  D  : 

i°  Enveloppent  une  courbe  de  la  classe  p.  -f-  2v; 

2°  Rencontrent  les  droites  auxquelles  ils  sont  per- 
pendiculaires en  des  points  situés  sur  une  courbe  de 
l'ordre  2u+  2V,  qui  a  deux  points  multiples  d'ordre  p 
aux  points  circulaires  de  l'infini; 

3°  Ont  leurs  extrémités  sur  une  courbe  de  l'ordre 
4  y.  -rfc-  4  y . 

64.  Les  diamètres  perpendiculaires  aux  droites  me- 
nées d'un  point  Q  aux  points  de  contact  des  tangentes 
issues  d'un  point  S  : 

i°  Enveloppent  une  courbe  de  la  classe  fx  -h  3v. 

2°  Rencontrent  les  droites  auxquelles  elles  sont  per- 
pendiculaires sur  une  courbe  de  Tordre  2u-j-4v>  qui  a 
deux  points  multiples  d'ordre  p. -h  v  aux  deux  points 
circulaires  de  l'infini  ; 

3°  Ont  leurs  extrémités  sur  une  courbe  de  l'ordre 
4^4-  6v. 

65.  Les  diamètres  perpendiculaires  d'un  point  P  : 

i°  Enveloppent  une  courbe  de  la  classe  p.  -+-  v,  qui  a 
une  tangente  multiple  d'ordre  v  à  l'infini  ; 

2°  Rencontrent  les  polaires  en  des  points  dont  le  lieu 
est  une  courbe  de  l'ordre    2M-hv,  qui   a   deux   points 
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multiples  d'ordre  [x  aux  deux  points  circulaires  à   l'in- 
fini-, 

3°  Ont  leurs  extrémités  sur  une  courbe  de  1  ordre 
3/u.  -t-  2v. 

66.  Les  tangentes  perpendiculaires  aux  points  d'une 
droite  D  : 

i°  Enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2pi-h4v,  qui 
a  une  tangente  multiple  d'ordre  3  v  à  l'infini  ; 

2°  Rencontrent  les  tangentes  auxquelles  elles  sont 
perpendiculaires  sur  une  courbe  de  l'ordre  2p  +  4v, 
qui  a  deux  points  multiples  d'ordre  p  -+-  v  aux  deux 
points  circulaires  à  l'infini  5 

3°  Ont  leurs  points  de  contact  sur  une  courbe  de 
l'ordre  4p  +  4V- 

67.  Les  tangentes  perpendiculaires  aux  tangentes  issues 
d'un  point  S  : 

i°  Enveloppent  une  courbe  de  la  classe  4v,  qui  a  une 
tangente  multiple  d'ordre  2V  à  l'infini; 

20  Rencontrent  les  tangentes  issues  du  point  S,  sur 
une  courbe  d'ordre  4  v,  qui  a  un  point  multiple  d'ordre 
2V  en  S,  et  deux  points  multiples  d'ordre  v  aux  deux 
points  circulaires  à  l'infini  ; 

3°  Ont  leurs  points  de  contact  sur  une  courbe  de 
l'ordre  i\x  -h  4v. 

68.  Les  tangentes  perpendiculaires  aux  droites  me- 
nées d'un  point  Q  aux  points  des  coniques  sur  une 
droite  D  : 

i°  Enveloppent  une  courbe  de  l'ordre  2^H-2V,  qui 
a  une  tangente  multiple  d'ordre  2V  à  l'infini; 

20  Rencontrent  les  droites  auxquelles  elles  sont  per- 
pendiculaires en  des  points  dont  le  lieu  est  une  courbe 
de  l'ordre  2tt-f-6v,  qui  a  un  point  multiple  d'ordre 
2^-1-  2 v  en  Q,  et  deux  points  multiples  d'ordre  /\v  aux 
deux  points  circulaires  de  l'infini  : 

i3. 
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3°  Ont  leurs  points  de  contact  sur  une  courbe  de 
l'ordre  4f :-\-  2  V. 

69.  Les  tangentes  perpendiculaires  aux  diamètres  qui 
partent  des  coniques  sur  une  droite  D  : 

i°  Enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2^-f-6 v; 

i°  Rencontrent  les  diamètres  sur  une  courbe  de  l'ordre 
4^  -f-  iov,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  2fjt-f-  4v 
aux  points  circulaires  de  l'infini; 

3°  Ont  leurs  points  de  contact  sur  une  courbe  de 
l'ordre  4f*  +  6v. 

70.  Les  tangentes  perpendiculaires  aux  diamètres  qui 
partent  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 
point  S  : 

i°  Enveloppent  une  courbe  de  la  classe  4^-+-  A"J->  qui 
a  une  tangente  multiple  d'ordre  2V  à  l'infini; 

2°  Rencontrent  les  diamètres  en  des  points  situés  sur 
une  courbe  de  l'ordre  8fx-h6v,  qui  a  deux  points  mul- 
tiples d'ordre  t\]x-\-iv  aux  deux  points  circulaires  de 
l'infini  ; 

4°  Ont  leurs  points  de  contact  sur  une  courbe  de  l'or- 
dre 6u  -+-  4V- 

71 .  Les  tangentes  perpendiculaires  aux  asymptotes  des 
coniques  : 

i°  Enveloppent  une  courbe  de  la  classe  o.\).  -h  2  V,  qui 
a  une  tangente  multiple  d'ordre  2V  à  l'infini; 

2°  Rencontrent  les  asymptotes  en  des  points  situés  sur 
une  courbe  de  l'ordre  i  \x  -+■  3  v  ; 

3°  Ont  leurs  points  de  contact  sur  une  courbe  de  l'or- 
dre 4 F-  -H  2  v- 

72.  Les  tangentes  perpendiculaires  aux  polaires  d'un 
point  P  : 

i°  Enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2fx-t-v,  qui 
a  une  tangente  multiple  d'ordre  v  à  l'infini  ; 

2°  Rencontrent  les  polaires  sur  une  courbe  de  l'ordre 
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4  p.  -f-  v,  qui  a  deux  points  multiples  d'ordre  2  V  aux  deux 
points  circulaires  a  l'infini  -, 

3°  Ont  leurs  points  de  contact  sur  une  courbe  de 
l'ordre  3  p.  -f-  v. 

73.  Des  points  des  coniques  sur  une  droite  D,  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  diamètres  qui  passent  par  un 
point  P  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  (i  +  av,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  iv 
coïncidante  avec  D,  et  une  tangente  multiple  d'ordre  p. 
à  l'infini  ; 

2°  Les  pieds  des  perpendiculaires  sont  sur  une  courbe 
de  l'ordre  p-l-4v,  qui  a  en  P  un  point  multiple  de 
l'ordre  p  -h  2V; 

3°  Les  perpendiculaires  rencontrent  les  coniques  en 
des  points  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre  3p-|-  /\v. 

74.  Si  des  points  des  coniques  sur  une  droite  D  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  tangentes  issues  d'un 
point  S  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  2  p.  -H  2V  ; 

2°  Leurs  pieds  sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  2pH-4v, 
cfui  a  un  point  multiple  d'ordre  2p. -f-  2V  en  S,  et  deux 
points  multiples  d'ordre  2  V  aux  deux  points  circulaires 
de  l'infini  ; 

3°  Les  points  où  elles  rencontrent  les  coniques  sont 
sur  une  courbe  de  l'ordre  6{j.-\-  4v« 

75.  Des  points  des  coniques  sur  une  droite  D,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  diamètres  qui  passent 
par  les  points  d'une  autre  droite  D'  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  4^+  4  v->  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  p 
à  l'infini; 

2°  Leurs  pieds  sur  les  diamètres  sont  sur  une  courbe 
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de  l'ordre  6[x-\-  8v,  qui  a  deux  points  multiples  d'ordre 
2 p.  4-  4  v  aux  deux  points  circulaires  de  l'infini,  et  un 
point  multiple  d'ordre  a  au  point  de   rencontre  de  D 
et  IV; 

3°  Les  points  où  les  perpendiculaires  rencontrent  les 
coniques  sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  iop.  -+-  8v. 

76.  Si  d'un  point  de  chaque  conique  sur  une  droite  D 
on  mène  une  perpendiculaire  sur  la  tangente  en  l'autre 
point  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  2p  +  v,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  p  -+-  v 
coïncidante  avec  D,  et  une  tangente  multiple  d'ordre  y.  à 
l'infini; 

2°  Les  pieds  des  perpendiculaires  sont  sur  une  courbe 
de  la  classe  3/x  +  2  v,  qui  a  deux  points  multiples  d'ordre 
(fx-t-  v)  aux  deux  points  circulaires  à  l'infini; 

3°  Les  perpendiculaires  rencontrent  les  coniques  en 
des  points  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre  5  y.  -f-  2  V. 

77.  D'un  point  de  chaque  conique  sur  une  droite  D 
on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  diamètre  qui  passe 
par  l'autre  point  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  2f/-f-2V,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre 
fjt+2v  coïncidante  avec  D,  et  une  tangente  multiple 
d'ordre  ti  à  l'infini  ; 

20  Leurs  pieds  sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  3^-h4v  : 
3°  Les  points  où  elles  rencontrent  les  coniques  sont 
sur  une  courbe  de  l'ordre  5  xx  -f-  4V« 

78.  Si  les  coniques  sont  coupées  par  deux  droites  D,  Tï  : 
i°  Les  diamètres  perpendiculaires  aux  cordes  inter- 
ceptées entre  ces  droites  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  3p.  4-4^-.  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  4* 
à  l'infini  ; 

20  Ces  diamètres  rencontrent  les  cordes  en  des  point3 
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dont  le  lieu  est  une  courbe  de  l'ordre  6fjt  — f-  4 y i  qui   a 
deux  points  multiples  d'ordre  3p.  aux  deux  points  circu- 
laires de  l'infini  ; 

3°  Les  extrémités  des  diamètres  sont  sur  une  courbe 
de  l'ordre  ioa  +  8v. 

79.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  Q  sur 
les  diamètres  qui  passent  par  un  point  P  rencontrent  les 
coniques  en  des  points  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre 
fx  -+-  2V,  qui  a  un  point  multiple  d'ordre  p.  en  Q. 

80.  Si  d'un  point  Q  on  mène  des  perpendiculaires  aux 
diamètres  qui  partent  des  points  des  coniques  sur  une 
droite  D  : 

i°  Ces  perpendiculaires  ont  leurs  pieds  sur  une  courbe 
de  l'ordre  2  p.  -h  4V»  qui  a  trois  points  multiples  d'ordre 
p -f-  2v,  l'un  en  Q  et  les  deux  autres  aux  points  circu- 
laires à  l'infini  $ 

20  Elles  rencontrent  les  coniques  sur  une  courbe  de 
l'ordre  4p  + 4  v>  qui  a  un  point  multiple  d'ordre  2pen  Q. 

81.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  Q  sur 
les  diamètres  qui  partent  des  points  de  contact  des  tan- 
gentes issues  d'un  point  S  : 

i°  Ont  leurs  pieds  sur  une  courbe  de  l'ordre  4p  +  2V, 
qui  a  un  point  multiple  d'ordre  2 p. -h  v  en  Q; 

20  Rencontrent  les  coniques  en  des  points  situés  sur 
une  courbe  de  l'ordre  /\u  -+-  2  v,  qui  a  un  point  multiple 
d'ordre  2  p  -+-  v  en  Q . 

82.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  Q  sur 
les  taugentes  aux  points  dune  droite  : 

1°  Ont  leurs  pieds  sur  une  courbe  de  l'ordre  2p.  -(-  2  V, 
qui  a  en  Q  un  point  multiple  d'ordre  p  H-  v  ; 

20  Rencontrent  les  coniques  en  des  points  dont  le  lieu 
60C  une  courbe  de  l'ordre  4p  H-  2V,  qui  a  en  Q  un  point 
multiple  d'ordre  2  p. 

83.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  sur  les 
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tangentes  issues  d'un  point  S  rencontrent  les  coniques 
en  des  points  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre  2|i+2V, 
qui  a  un  point  multiple  d'ordre  i[i  en  Q. 

84.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  Q  sur 
les  polaires  d'un  point  P  : 

i°  Ont  leurs  pieds  sur  une  courbe  de  l'ordre  2fx,  quia 
trois  points  multiples  d'ordre  p,  l'un  en  P  et  les  deux 
autres  aux  points  circulaires  à  l'infini; 

2°  Rencontrent  les  coniques  en  des  points  situés  sur 
une  courbe  de  l'ordre  3f/.,  qui  a  en  Q  un  point  multiple 
d'ordre  f/. 

8o.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  Q  sur 
les  polaires  d'un  point  P  rencontrent  les  diamètres  menés 
d'un  point  P,  en  des  points  dont  le  lieu  est  une  courbe 
de  l'ordre  (x  -+-  v,  qui  a  deux  points  multiples,  l'un  d'ordre 
ju  en  Pj,  et  l'autre  d'ordre  v  en  Q. 

86.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  Q  sur 
les  polaires  d'un  point  P  rencontrent  les  diamètres  qui 
partent  des  points  des  coniques  sur  une  droite  D,  en  des 
points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de  l'ordre  3fx-f-  2v, 
qui  a  en  Q  un  point  multiple  d'ordre  p.  -h  2v. 

87.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  Q  sur 
les  polaires  d'un  point  P  rencontrent  les  tangentes  issues 
d'un  point  S,  en  des  points  dont  le  lieu  est  une  courbe 
de  l'ordre  2  a  -f-  v,  qui  a  en  S  un  point  multiple  d'ordre 
2fjt,  et  en  Q  un  point  multiple  d'ordre  v. 

88.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  Q  sur 
les  polaires  d'un  point  P  rencontrent  les  tangentes  aux 
points  dune  droite  D  en  des  points  dont  le  lieu  est  une 
courbe  de  l'ordre  3u-)-v,  qui  a  un  point  multiple  d'ordre 
fx-f-  v  en  Q. 

89.  Par  le  pôle  d'une  droite  D  dans  chaque  conique, 
on  mène  les  deux  droites  rectangulaires  conjuguées  par 
rapport  à  la  conique  : 
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i°  Ces  droites  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
[A -+-  2  V,  qui  a  deux  tangentes  multiples  d'ordre  v,  l'une 
coïncidante  avec  D,  et  l'autre  à  l'infini; 

2°  Le  lieu  des  points  où  elles  rencontrent  les  coniques 
est  une  courbe  d'ordre  2(x  H-  5v. 

90.  Si  par  un  point  Q  on  mène  dans  chaque  conique 
les  deux  droites  conjuguées  rectangulaires,  ces  droites 
rencontrent  les  coniques  en  des  points  situés  sur  une 
courbe  d'ordre  i\k  -+-  2  v,  qui  a  un  point  multiple  d'ordre 
2fx  en  Q. 

91 .  Si  des  points  où  les  diamètres  menés  d'un  point  Pi 
rencontrent  une  droite  A,  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  les  polaires  d'un  point  P  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de 
la  classe  (J.  -f-  v; 

2°  Leurs  pieds  sur  les  polaires  sont  sur  une  courbe 
d'ordre  2^-+-v,  qui  a  deux  points  multiples  d'ordre  fx 
aux  deux  points  circulaires  de  l'infini; 

3°  Les  points  où  elles  rencontrent  les  coniques  sont 
sur  une  courbe  de  Tordre  3^  +  2V. 

92.  Si  aux  points  où  les  diamètres  issus  d'un  point  P 
rencontrent  une  droite  A  on  mène  les  perpendiculaires 
à  ces  diamètres,  ces  perpendiculaires  rencontrent  les  co- 
niques   en    des   points    situés    sur   une  courbe   d'ordre 

93.  Si  par  les  points  où  les  diamètres  qui  partent 
d'une  droite  D  rencontrent  une  droite  A  on  mène  des 
perpendiculaires  à  ces  diamètres  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de 
la  classe  ici  ■+-  4v'i 

2°  Les  points  où  elles  rencontrent  les  coniques  sont 
sur  une  courbe  de  l'ordre  6 y.  -f-  8v. 

94.  Si  par  les  points  où  les  diamètres  qui  partent  des 
points  des  coniques  sur  une  droite  D  rencontrent  une 
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droite  A  on  mène  des  perpendiculaires  aux  polaires  d'un 
point  P  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de 
la  classe  3fx  -+-  2  V  ; 

20  Rencontrent  les  coniques  en  des  points  situés  sur 
une  courbe  de  l'ordre  Su  -f-  4v. 

95.  Si  des  points  où  les  tangentes  aux  coniques  en 
leurs  points  sur  une  droite  D  rencontrent  une  droite  A 
on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  polaires  d'un 
point  P  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  3fx-+-v,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  iu 
coïncidante  avec  A; 

2°  Leurs  pieds  sur  les  polaires  ont  pour  lieu  une  courbe 
de  l'ordre  5u  -+-  v,  qui  a  deux  points  multiples  d'ordre  2  V 
aux  points  circulaires  de  l'infini; 

3°  Les  points  où  elles  rencontrent  les  coniques  sont  sur 
une  courbe  de  l'ordre  Su  -+-  2v. 

96.  Si  des  points  où  les  tangentes  issues  d'un  point  S 
rencontrent  une  droite  A  on  abaisse  des  perpendiculaires 
sur  les  polaires  d'un  point  P  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  iu  •+■  v  ; 

2°  Leurs  pieds  sur  les  polaires  de  P  sont  sur  une  courbe 
de  l'ordre  ^u  •+-  v,  qui  a  deux  points  multiples  d'ordre  lu 
aux  deux  points  circulaires  de  l'infini  ; 

3°  Les  points  où  elles  rencontrent  les  coniques  sont 
sur  une  courbe  d'ordre  6u-\-  2v. 

97.  Si  par  les  points  où  les  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  Q  sur  les  polaires  d'un  point  P  rencontrent 
une  droite  A  on  mène  les  diamètres  des  coniques  : 

i°  Ces  diamètres  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
u  -+-  2  v  ; 
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20  Leurs  extrémités  sont  sur  une  courbe  de  l'ordre 

3fX+  2V. 

98.  Si  par  les  points  où  les  perpendiculaires  abaissées 
d'un  point  Q  sur  les  polaires  d'un  point  P  rencontrent 
une  droite  A  on  mène  des  tangentes  : 

i°  Ces  tangentes  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
'±\>-  4-  v; 

2°  Leurs  points  de  contact  sont  sur  une  courbe  d'ordre 
3/n-f-  v. 

99.  Par  chaque  point  d'une  conique  sur  une  droite  D 
on  mène  la  perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe  par  ce 
point  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  2^-f-2V,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre 
f/H-2v  coïncidante  avec  D,  et  une  tangente  multiple 
d'ordre  p.  à  l'infini  ; 

2°  Elles  coupent  les  coniques  en  des  points  dont  le 
lieu  est  une  courbe  d'ordre  5f*-t-4v- 

100.  Les  tangentes  perpendiculaires  aux  diamètres 
menés  d'un  point  P  : 

i°   Enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3v; 

2°  Rencontrent  les  diamètres  en  des  points  situés  sur 
sur  une  courbe  d'ordre  5v,  qui  a  en  P  un  point  mul- 
tiple d'ordre  3v; 

3°  Ont  leurs  points  de  contact  sur  une  courbe  d'ordre 
fA-h  3v. 

101.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  Q  sur 
les  diamètres  passant  par  un  point  P  rencontrent  les  co- 
niques en  des  points  situés  sur  une  courbe  d'ordre  3  v,  et 
les  tangentes  en  ces  points  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  p  -+-  3v. 

102.  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  P  sur 
les  polaires  de  ce  point  rencontrent  les  coniques  en  des 
points  situés  sur  une  courbe  d'ordre  2p;  et  les  tangentes 
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en  ces  points  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  5^. 

103.  Si  des  points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un 
point  S  on  mène  des  perpendiculaires  aux  cordes  com- 
prises entre  deux  droites  D,  D'  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  iofi-f-4v,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre 
4p-f-  4V  a  l'infini  ; 

20  Leurs  pieds  sur  les  cordes  sont  sur  une  courbe  de 
l'ordre  i6[x-\-  4v,  qui  a  deux  points  multiples  d'ordre 
6[jl  aux  deux  points  circulaires  de  l'infini  5 

3°  Leurs  points  de  rencontre  avec  les  coniques  aux- 
quelles elles  se  rapportent  sont  sur  une  courbe  de  l'ordre 

24/ji-h  4v. 

104.  Si  les  coniques  sont  coupées  par  trois  droites 
D,  D',  D",  et  que  de  leurs  points  D"  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires sur  les  cordes  comprises  entre  D  et  D'  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  iOf/,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  6yL  coïn- 
cidante avec  D",  et  une  d'ordre  4f*  à  l'infini; 

20  Les  pieds  des  perpendiculaires  sont  sur  une  courbe 
de  l'ordre  16^,  qui  a  deux  points  multiples  d'ordre  6u 
aux  deux  points  circulaires  de  l'infini  ; 

3°  Les  perpendiculaires  coupent  les  coniques  en  des 
points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de  l'ordre  24p- 


NOTE  SIR  L4  RESOLUTION  EN  NOMBRES  ENTIERS  ET  POSITIFS 
DE  L'ÉQUATION     (1)  a- =7»  4-1 

(  voir  2*  série,  t.  IX,  p.  469  ). 


2.  Lorsque  l'inconnue  y  représente  un  nombre  pre- 
mier, la  seule  solution  que  l'équation  (i)  puisse  admettre. 
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en  valeurs  entières  plus  grandes  que  l'unité,  est,  comme 
pour  le  cas  de  x  premier, 

x  =  3,  m  =  2,,     y  =  2,  n  =  3. 

La  démonstration  relative  à  ce  second  cas  diffère  peu 
de  celle  que  nous  avons  donnée  (n°  1)  pour  le  premier. 
L'équation  xm  =jn+  i  donne 

(x  —  i)[M(.r— ij-f-*»]  =yny 

où  M  désigne  la  partie  entière  du  quotient  de  la  division 
de  x"1'1  -+- xm~~  -+- .  .  .-+-.x  +  i,  par  x  —  i,  etle  reste,  m, 
de  cette  division  peut  être  considéré  comme  un  nombre 
premier  (voirie  n°  1). 

Le  facteur  (x  —  i)  représente  un  nombre  entier  supé- 
rieur à  l'unité,  car  l'égalité  (x — i)  =  i  donnerait  x==  2, 
et  l'on  sait  déjà  que  x  ne  peut  être  égal  à  un  nombre  pre- 
mier autre  que  3  (voir  le  n°  1). 

De  là,  on  conclura  (n°  1) 

y  =  m  =  (x  —  i). 
Par  suite,  l'équation  proposée  x'n  =yn-t-i  devient 


d'où 


Kï 


-Y=r-'+~ 


Or,  la  valeur  de  (  i  -f-  -  ]    étant  comprise  entre  2  et  3, 

les  deux  nombres  entiers  y  et  n  doivent  satisfaire  aux 
deux  inégalités 

r-'  +  ^>2,     et    j-r+^O, 

ce  qui  exige  qu'on  aitj-  =2  et  n  =  3.  Il  s'ensuit 
m  ■=  2,     x  =  3. 
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Remarque.  —  Lorsque  l'un  des  deux  nombres  x,  j  est 
premier,  la  résolution,  en  nombres  entiers  positifs  et  plus 
grands  que  l'unité,  de  l'équation  xm  =  yn  -f- 1  se  ramène 
à  celle  de  l'équation  xr  =jx-\-  i. 


THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE; 

Par  M.  J.  G., 

Étudiant  à  l'Université  de  Turin. 


Les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  M 
de  la  circonférence  circonscrite  à  un  triangle  ABC  sur 
les  trois  côtés  sont  les  points  d'intersection  des  circon- 
férences qui  ont  pour  diamètres  MA,  MB,  MC.  Donc, 
si  trois  circonférences  coupent  au  même  point  la  cir- 
conférence de  leurs  centres,  leurs  points  d'intersection 
sont  en  ligne  droite. 

La  réciproque  est  vraie.  Donc  les  centres  Oj,  02,  03, 
04  des  circonférences  circonscrites  aux  quatre  triangles 
formés  par  quatre  droites  A,  B,  C,  D  sont  sur  une  même 
circonférence  avec  le  point  M  d"1  intersection  des  circon- 
férences Ol5  02,  03,  04. 

Considérant  A,  B,  C,  D  comme  les  droites  qui  joignent 
les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  le  qua- 
drilatère qui  a  pour  sommets  les  points  diamétralement 
opposés  à  M,  on  conclut  que  :  Si  d'un  point  M  de  la  cir- 
conférence circonscrite  à  un  quadrilatère  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  côtés  et  les  diagonales  de 
ce  quadrilatère  f  leurs  pieds  donnent  lieu  à  quatre 
droites  ;  les  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  de  M 
sur  ces  droites  sont  en  ligne  droite. 


(  2°7  ) 
THÉORÈMES  D'ARITHMÉTIQUE; 

Par  M.   Désiré  ANDRÉ. 

Théorème  T.  —  Le  nombre  n  étant  entier  et  supérieur 
à  i ,  récitation 

X  [x  -f- 1  )  [x  -+-  2).  .  .{on  H-  n  —  l)=j" 

est  impossible  en  nombres  entiers  supérieurs  à  zéro. 

Pour  le  démontrer,  nous  distinguerons  deux  cas,  sui- 
vant que  n  est  égal  ou  supérieur  à  2. 
i°  n=2.  L'équation 

x{x  H-  1)  =  y3 

est  impossible  en  nombres  entiers  supérieurs  à  zéro.  En 
effet,  si  elle  admettait  la  solution  x  =  oc,  y  =  fi ,  le 
nombre  entier  (3  serait  compris  entre  a  et  a  -f- 1,  ce  qui 
est  impossible,  puisque  a  et  a  H-  1  sont  deux  entiers  con- 
sécutifs. 

20  rc^>2.  L'équation 

x(x  +  i)(x  +  î)...(x  +  k-i)  =yn 

est  encore  impossible  en  nombres  entiers  supérieurs  à 
zéro.  En  effet,  si  l'équation  admettait  la  solution  x  =  a, 
y  =2  (3,  le  nombre  entier  |3  serait  évidemment  l'un  des 
nombres  a  4-  1 ,  a  -f-  2, .  .  . ,  o.  -\-  n  —  2;  alors  le  premier 
membre  contiendrait  /3  —  1  en  facteur,  et  j3"  serait  divi- 
sible par  (3  —  1 ,  ce  qui  est  impossible. 

Théorème  IL  —  Le  nombre  n  étant  entier  et  supérieur 
à  2,  V équation 

x{.t  +  ij(x  +  2)...  (.?-  -h  n  —  1)  =  yn-\-  1 

est  impossible  en  nombres  entiers  supérieurs  à  zéro. 
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En  effet,  si  cette  équation  admettait  la  solution  x  =  a, 
jy  =  (3,  le  nombre  entier  (3  serait  évidemment  l'un  des 
nombres  a  +  i,  a  -h  2 , ... ,  a-\-  n  —  a-  alors  le  premier 
membre  contiendrait  j3  -+- 1  en  facteur,  et  jS"  -+-  i  serait 
divisible  par  jS  —  i,  ce  qui  est  impossible. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  où  n  =  2,  il  est  facile  de 
démontrer  que  l'équation  considérée  n'admet  que  la  so- 
lution unique  x  —  r  =  1 . 

Théorème  III.  —  Le  nombre  n  étant  entier,  impair 
et  supérieur  à  1,  V équation 

x(x  -{-i)(x  +  2).  .  .(x  -4-  n  —  1)  =-yn —  1 

est  impossible  en  nombres  entiers  supérieurs  à  zéro. 

En  effet,  si  elle  admettait  la  solution  x  =  a,  y  =  (3,  le 
nombre  entier  {3  serait  évidemment  l'un  des  nombres 
a-f-i,a-|-2,...,a.-h«  —  i\  alors  le  premier  membre 
contiendrait  j3 -h  1  en  facteur,  et  (3" — 1  serait  divisible 
par  (3  -t-  1,  ce  qui  est  impossible,  puisque  n  est  impair. 

NOTE  SUR  LES  PODAIRES  CENTRALES  DES  CONIQUES; 

Par  M.  Samuel  ROBERTS. 


Je  ne  sache  pas  que  les  relations  suivantes,  malgré  leur 

simplicité  élémentaire,   aient  été  remarquées.    L'équa- 

.x1        y* 
tion  dune  ellipse  étant h  7-  =  1,  on  sait  que  la  po- 

daire  centrale,  c'est-à-dire  le  lieu  des  pieds  des  perpendi- 
culaires abaissées  du  centre  sur  les  tangentes,  se  trouve 
représentée  par 

a5—  h'                   a--hb2 
[a)        p5=  <2:cos2a  -4-  o'sin'a  =  C0S2a-l • 


(   2oy  ) 
Nous  appellerons  cercle  focal  d'une  ellipse  ou  d'une 
hyperbole   le  cercle  construit  sur  la   droite   limitée  au 
centre  et  à  un  foyer  réel  comme  diamètre.  Donc,  l'équa- 
tion des  deux  cercles  focaux  de  l'ellipse  est 

n-—b-                    a*—b* 
(b)  p*  =  («2 — b')cos2a  =  cosîaH 


Le  cercle  dont  le  petit  axe  d'une  ellipse  est  un  dia- 
mètre peut  être  appelé  le  cercle  inscrit,  et  le  cercle  dont 
le  grand  axe  d'une  conique  est  un  diamètre  peut  être  ap- 
pelé le  cercle  circonscrit.  En  désignant  par  P  l'aire  de  la 
podaire  comprise  entre  les  limites  angulaires  a  =  a)1, 
a  =  w2  <^  w,  ;  par  C  l'aire  des  cercles  focaux  comprise 
entre  les  mêmes  limites  et  par  A  l'aire  du  cercle  inscrit 
entre  les  mêmes  limites,  on  a,  en  vertu  de  la  formule 


i  r*< 


p'da., 


Il  résulte  de  là  qu'étant  données  une  ellipse  et.  sa  po- 
daire centrale,  si  Von  mène  deux  rayons  vecteurs  cen- 
traux, l'espace  compris  entre  les  rayons  vecteurs,  la  po- 
daire et  le  cercle  inscrit  est  égal  à  l'espace  compris 
entre  les  mêmes  rayons  vecteurs  et  les  cercles  focaux. 

En  effet,  soient  AB,  CD  (*)  les  axes  de  l'ellipse,  O  le 
centre,  F,  F'  les  foyers,  OR^,  OR2  deux  rayons  vecteurs 
centraux  qui  coupent  un  cercle  focal  en  a,  b\  le  cercle 
inscrit  en  c,  d\  la  podaire  en  e,  f\  le  cercle  circonscrit 
en  g,  h  :  on  aura 

aire  Oab  =  aire  cdef. 

Pour  un  système  d'ellipses  homofocales,  les  deux  cer- 
cles focaux   restent  invariables.   Par  conséquent,  étant 

(")  Le  lecteur.est  prié  de  faire  la  figure. 

Ann.  de  Maihéniat.,  2e  série,  t.  X.(Mai  1871.  <4 
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donné  un  système  de  podaires  centrales  d'ellipses  ho- 
mojocales ,  V aire  comprise  entre  deux  rayons  vecteurs 
centraux  donnés,  une  podaire  et  le  cercle  inscrit  cor- 
respondant, est  constante  pour  tout  le  système. 

Si  l'on  mèneO/'j,  Or2,  deux  rayons  vecteurs,  perpen- 
diculaires à  ORj,  OR2  respectivement,  il  est  facile  de 
voir  qu'on  aura 

aire  Or, r3  =  aire  cfgh, 

en  supposant  que  O/,,  Or,  coupent  le  cercle  focal  en 
r,,  i\. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  les  deux  cercles  focaux 
forment  une  podaire  centrale  par  rapport  à  la  droite  li- 
mitée aux  foyers  F,  F',  c'est-à-dire  par  rapport  à  la  co- 
nique infiniment  aplatie  FF'. 

Passons  à  l'hyperbole.  Il  faut  observer  que  le  centre 
est  un  point  double  de  la  podaire  centrale  de  l'hyperbole. 
Par  conséquent,  le  rayon  vecteur  de  la  courbe  s'éva- 
nouit en  passant  par  ce  point,  et  l'on  doit  prendre  les 
aires  entre  des  limites  définies.  Les  équations  correspon- 
dantes à  (a),  (b)  sont 


a-  + 

fr 

COS?.a  -+- 

a2 

2 

Ir 

2 

«2  + 

b* 

COS2a 

-+- 

a7 

+ 

lr 

Nous  appellerons  cercle  adjoint  de  l'hyperbole  le 
cercle  concentrique  dont  le  rayon  est  b.  En  désignant  par 
P,  l'aire  de  la  podaire  centrale  comprise  entre  les  limites 
angulaires  a  =  (*>,,  a  =  o)<>  <^  Wj  :  par  C  l'aire  d'un  cercle 
focal  entre  les  mêmes  limites  et  par  A  l'aire  correspon- 
dante du  eerele  adjoint  on  aura 

P.,  =  G—  A,. 
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On  sait  que  les  rayons  vecteurs  coupent  la  même 
branche  de  la  podaire.  Il  résulte  de  là  quêtant  données 
une  hyperbole  et  sa  podaire  centrale,  si  Von  mène  deux 
rayons  vecteurs  qui  coupent  la  même  branche  de  la  po- 
daire et  un  cercle  focal  correspondant,  l'aire  de  la  po- 
daire comprise  entre  les  rayons  est  égale  à  Faire  com- 
prise entre  les  rayons,  le  cercle  focal  et  le  cercle  adjoint. 

En  effet,  soient  AB  (*)  le  grand  axe  de  l'hyperbole; 
O  le  centre;  F,  F'  les  foyers;  OF'  un  cercle  focal;  soient 
ORn  OR2  deux  rayons  vecteurs  qui  rencontrent  la  po- 
daire en  a,  b  ;  le  cercle  circonscrit  en  c,  d;  le  cercle  ad- 
joint en  e,  f\  le  cercle  focal  en  g,  h,  on  aura 

aire  Oab  =  aire  efgh. 

Soient  Or,,  Or2  deux  rayons  perpendiculaires  à  OR,, 
ORs  respectivement.  Il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura 

aire  Or,r2=  aire  abcd. 

Lorsqu'il  s'agit  d'un  système  d'hyperboles  homofocales, 
les  cercles  focaux  restent  les  mêmes.  Il  suit  de  là  qu'entre 
des  limites  convenables,  la  somme  aire  Oab  -+-  aire  Oef 
est  constante  pour  les  mêmes  rayons  vecteurs. 

Poui  la  lemniscate,  le  cercle  circonscrit  et  le  cercle 
adjoint  coïncident. 

Ces  relations  simples  entre  les  aires  des  podaires  cen- 
trales et  des  cercles  associés  conduisent  à  plusieurs  con- 
structions particulières  qui  offrent  de  l'intérêt. 


(*  )  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


■  4- 
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QUELQUES  PKOBLÈUES  RELATIFS  A  L  ELLIPSE 
ET  A  L'ELLIPSOÏDE; 

Par   M.    L.    LINDELOF. 


i  Extrait  des  Comptes  ri  v  du  s  de  la  Société  des  Sciences  de  Finlande 
pour  l'année  1868-1869.) 


Les  problèmes  concernant  les  maxima  el  les  minima 
des  polygones  inscrits  ou  circonscrits  à  une  ellipse  se 
résolvent  très-simplement  en  considérant  l'ellipse  comme 
projection  d'un  cercle.  Les  polygones  en  question  doi- 
vent être  alors  considérés  comme  les  projections  de  poly- 
gones de  même  espèce  inscrits  ou  circonscrits  au  cercle. 
Le  rapport  entre  la  surface  d'une  figure  quelconque  et 
celle  de  sa  projection  ayant,  dans  ce  cas,  une  valeur  con- 
stante, savoir  :  la  sécante  de  l'angle  des  deux  plans,  une 
figure  donnée  sera  donc  maximum  ou  minimum  en  même 
temps  que  sa  projection.  De  celte  simple  considération, 
il  s'ensuit  immédiatement  que  le  polygone  d'espèce  don- 
née (c'est-à-dire  d'un  nombre  donné  de  côtés)  et  de  sur- 
face maximum  ou  minimum,  parmi  ceux  que  l'on  peut 
inscrire  ou  circonscrire  à  une  ellipse,  n'est  autre  chose 
que  la  projection  du  polygone  maximum  ou  minimum 
de  même  espèce,  inscrit  ou  circonscrit  au  cercle.  Nous 
allons  développer  rapidement  quelques  conséquences  de 
ce  théorème  général. 

1.  Trouver  le  plus  grand  triangle  inscriptible  à  une 
ellipse  donnée. 

La  figure  cherchée  est  la  projection  du  plus  grand 
triangle  qui  puisse  être  inserit  dans  un  cercle.  Or  celui-ci 
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est  le  triangle  équilatéral.  Mais  dans  le  cercle  il  existe 
une  infinité  de  pareils  triangles,  et  ils  sont,  ta  leur  tour, 
circonscrits  à  un  cercle  moindre,  concentrique  au  pre- 
mier, et  dont  le  rayon  est  à  celui  du  premier  comme 
cos6o°:  i,  ou  comme  i  :  2.  Les  triangles  maxima  in- 
scrits dans  une  ellipse  sont  donc  aussi  en  nombre  infini, 
et  ils  sont  tous,  à  leur  tour,  circonscrits  à  une  ellipse 
concentrique  et  semblable  à  la  première,  et  de  dimen- 
sions moitié  moindres,  et  cela  de  telle  manière  que 
chaque  côté  touche  en  son  milieu  la  petite  ellipse.  La 

surface  de  chacun   de  ces  triangles  est  — j-  ab,  a  et  b 

4 

désignant  les  demi-axes  de  l'ellipse  donnée. 

On  peut  construire  le  triangle  cherché  en  déterminant 
à  volonté,  sur  la  circonférence  du  cercle  circonscrit  à 
l'ellipse,  trois  points  distants  les  uns  des  autres  de 
120  degrés,  et  abaissant  de  ces  points  des  perpendicu- 
laires sur  le  grand  axe.  Les  points  où  ces  perpendicu- 
laires rencontrent  la  périphérie  de  l'ellipse  seront  les 
sommets  du  triangle  cherché. 

2.  Trouver  le  plus  grand  quadrilatère  inscriptible  à 
une  ellipse  donnée. 

La  figure  cherchée  est  la  projection  d'un  carré  inscrit 
dans  le  cercle.  Ses  diagonales  forment  un  système  de 
diamètres  conjugués,  puisqu'elles  sont  les  projections 
de  deux  diamètres  du  cercle  rectangulaires  entre  eux. 

Les  quadrilatères  de  cette  nature  inscrits  dans  l'ellipse 
sont  en  nombre  infini,  et  sont,  à  leur  tour,  circonscrits 
à  une  autre  ellipse,  dont  les  axes  sont  à  ceux  de  l'ellipse 
donnée  dans  le  rapport  de  cos45°I  1,  ou  de  1  :  y?..  La 
surface  de  chacun  de  ces  quadrilatères  est  lab. 

3.  Trouver  le  plus   grand  polygone   </  un    nombre 
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donné  de  côtés,  qui  soit,  inscriptible  dans  une  ellipse 
donnée. 

La  figure  correspondante  inscrite  dans  le  cercle  est 
un  polygone  régulier,  qui,  à  son  tour,  est  circonscrit  à 
un  cercle  plus  petit.  Si  n  est  le  nombre  des  côtés,  le 
rayon    du    petit   cercle   est   à    celui    du    grand    comme 

7T 

cos  -  :  i . 

n 

La  figure  cherchée  est  donc  pareillement  circonscrite 
à  une  ellipse  concentrique  et  semblable  à  l'ellipse  don- 
née, et  dont  les  axes  sont  moindres  dans  le  rapport  ci- 
dessus  que  ceux  de  l'ellipse  donnée. 

La  construction  s'effectue  très-simplement  en  parta- 
geant la  circonférence  du  cercle  circonscrit  à  l'ellipse 
en  n  parties  égales,  et  abaissant  des  perpendiculaires  des 
points  de  division  sur  le  grand  axe.  Les  points  où  ces 
perpendiculaires  rencontrent  la  périphérie  de  l'ellipse 
seront  les  sommets  du  polvgone  cherché. 

On  peut  encore  parvenir  au  même  but  de  la  manière 
suivante.  Construisons  une  ellipse  dont  les  axes  coïnci- 
dent avec  ceux  de  l'ellipse  donnée,  mais  soient  moindres 

que  ces  derniers  dans  le  rapport  de  cos—;  i.    Par  un 

point  pris  à  volonté  sur  l'ellipse  extérieure,  menons  une 
corde  qui  soit  en  même  temps  tangente  à  l'ellipse  inté- 
rieure ;  par  l'autre  extrémité  de  cette  corde,  menons  une 
nouvelle  corde  tangente,  et  ainsi  de  suite.  En  continuant 
celte  construction  ,  on  revient  finalement  au  point  de 
départ,  et  l'on  obtient  un  polygone  fermé,  jouissant  de 
la  propriété  de  maximum  demandée. 

Les  côtés  du  polygone  sont  partagés  en  leurs  milieux 
par  les  points  de  contact.  Chaque  côté  partage  le  dia- 
mètre qui  lui  est  conjugué  en  deux  segments  qui  sont 

entre  eux  dans  le  rapport  de  i —  cos-  à   i-+-cos->  ou. 
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plus  simplement,  de  tang*  -  à  i.  On  obtient  ainsi  cette 

proposition    réciproque  :    Si  Von  partage  un   diamètre 
d'une  ellipse,  par  une  corde  conjuguée,  en  deux  seg* 

ments  qui  soient  entre  eux  comme  tang  -  :  i,  /  enve- 
7  "   n 

loppe  de  cette  corde  est  une  ellipse  concentrique  à  la 

première,  et  dont  les  axes  sont  moindres  que  ceux  de 

l  ellipse  donnée  dans   le   rapport   de  cos  —  \\.   Il   faut 

remarquer  qu  ici   n    peut  être  un   nombre  quelconque, 
entier,  fractionnaire,  ou  même  irrationnel. 

4.  Trouver  le  plus  petit  polygone  d\in  nombre 
donné  de  côtés,  qui  soit  circonscriptible  à  une  ellipse 
donnée. 

Ce  problème  se  résout  de  la  même  manière  que  le 
précédent.  On  trouve  que  le  polygone  est  pareillement 
inscrit  dans  l'ellipse  que  Ton  obtient  en  augmentant 
les   dimensions  de  l'ellipse  donnée  dans  le  rapport  de 

cos-;  i,  n  désignant  le  nombre  des  côtés.  La  construc- 
n 

tion  peut  se  faire  en  partageant  la  circonférence  du  cercle 
circonscrit  à  l'ellipse  en  //  parties  égales,  et  abaissant  des 
points  de  division  des  perpendiculaires  sur  le  grand  axe 
de  l'ellipse.  Les  points  de  l'ellipse  ainsi  déterminés  se- 
ront les  points  de  contact  des  côtés  du  polygone  cherché. 
La  méthode  suivie  dans  la  solution  des  problèmes  pré- 
cédents consiste  proprement  en  ce'ei  :  que  l'on  conçoit 
un  cercle,  avec  les  figures  régulières  correspondantes, 
inscrites  ou  circonscrites,  qui  soit  contracté  suivant  une 
certaine  direction,  ou  qui  soit  transformé  de  telle  ma- 
nière, que  toutes  ses  ordonnées  soient  diminuées  dans 
un  certain  rapport,  sans  que  les  abscisses  soient  altérées 
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Une  transformation  de  cette  espèce,  appliquée  aux  figures 
dans  l'espace,  est  ce  qu'on  appelle  la  transformation 
h omo graphique ,  laquelle  consiste  en  ce  que  la  figure  est 
dilatée  ou  contractée  suivant  les  directions  des  trois  axes 
coordonnés,  mais  d'après  une  échelle  différente  pour 
chacune  de  ces  directions.  Ces  échelles  peuvent,  par 
exemple,  être  choisies  de  manière  qu'un  ellipsoïde  donné 
à  trois  axes  se  change  par  là  en  une  sphère. 

Considérée  au  point  de  vue  de  la  géométrie  analytique, 
la  transformation  en  question  consiste  à  faire  corres- 
pondre à  un  point  (x,  y,  z)  de  l'une  des  figures  un  point 
(£>  W)  Ç)  de  l'autre,  en  supposant  £  proportionnelle  à  x, 
y;  proportionnelle  à  r,  et  £  proportionnelle  à  z.  En 
posant 

a  b  c 

alors,  à  un  ellipsoïde  ayant  pour  équation 

x2  y2         zJ 

-  +  77  ■*  -,  =  i , 
a-  b2  c2 

correspondra  une  sphère  dont  l'équation  sera 

P+»i"H-Ç»==i. 

Une  équation  du  premier  degré  entre  X,Yi  z  se  trans- 
forme en  une  équation  de  même  degré  entre  £,  r,  £, 
d'où  résulte  qu'à  un  plan  dans  l'une  des  figures  corres- 
pond un  plan  dans  l'autre.  De  plus,  on  voit  facilement 
que  les  plans  diamétraux  et  les  diamètres  conjugués  se 
correspondent  dans  les  deux  figures. 

Considérons  un  élément  de  volume  dxdydz  dans 
l'une  des  figures:  il  aura  pour  correspondant  un  élément 
de  volume  abcdïdr,  dÇ  dans  l'autre  figure.  Les  éléments 
de  volume  correspondants,  et  par  suite  aussi  les  volumes 
finis  correspondants,  sont  donc  proportionnels  dans  Ici- 
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lipsoïde  et  dans  la  sphère,  et  sont  entre  eux  dans  le  rap- 
port de  abc',  i.  Une  telle  proportionnalité  n'a  pas  lieu 
entre  les  lignes  ou  les  surfaces  correspondantes  en  gé- 
néral, mais  elle  a  lieu  entre  les  parties  correspondantes 
de  deux  lignes  droites  homologues  ou  de  deux  plans  ho- 
mologues. De  là  résulte,  en  particulier,  que  les  centres 
de  gravité,  tant  des  lignes  droites  que  des  surfaces  planes 
et  des  volumes,  conservent  leur  propriété  caractéristique 
dans  la  transformation  dont  il  s'agit. 

Si  l'on  compare  de  cette  manière  l'ellipsoïde  avec  une 
sphère,  et  que  l'on  considère  l'un  d'eux  comme  une 
transformation  homographique  de  l'autre;  si  l'on  ima- 
gine en  même  temps  des  figures  inscrites  ou  circonscrites 
à  la  sphère,  à  ces  figures  correspondront  des  figures  de 
même  espèce,  inscrites  ou  circonscrites  à  l'ellipsoïde.  Or, 
le  rapport  entre  les  volumes  n'étant  pas  altéré  par  la 
transformation,  la  propriété  de  maximum  ou  de  mini- 
mum subsistera  encore  pour  le  volume  que  peut  prendre 
une  figure.  Une  telle  comparaison  donne  le  moyen  d'éta- 
blir très-simplement  une  multitude  de  propositions  rela- 
tives à  l'ellipsoïde,  et  en  particulier  de  résoudre  les  pro- 
blèmes suivants. 

5.  Trouver  le  plus  grand  tétraèdre  que  Von  puisse 
inscrire  dans  un  ellipsoïde. 

La  figure  cherchée  est  homologue  au  tétraèdre  régulier 
inscrit  dans  la  sphère.  Elle  est  donc  également  circon- 
scrite à  un  ellipsoïde  moindre,  concentrique  et  semblable 
au  proposé.  Le  point  de  contact  de  chaque  face  coïncide 
avec  son  centre  de  gravité. 

Ces  tétraèdres  maxima  sont  en  nombre  infini.  Pour  en 
construire  un,  on  peut  prendre  à  volonté  un  diamètre  de 
l'ellipsoïde,  et  au  tiers  de  sa  longueur  mener  un  plan 
conjugué  à  ce  diamètre.  Dans  la  section  ainsi  obtenue, 
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on  inscrira  un  triangle  d'aire  maximum.  Ce  triangle  sera 
la  base  du  tétraèdre  cherché,  et  l'extrémité  du  diamètre 
la  plus  éloignée  en  sera  le  sommet. 

Si  par  les  sommets  de  la  ligure;  ainsi  déterminée  on 
mène  des  plans  tangents  à  l'ellipsoïde,  on  obtient  un 
tétraèdre  circonscrit  de  volume  minimum,  lequel,  à  son 
tour,  est  inscrit  dans  un  ellipsoïde  semblable  au  proposé. 

On  résoudra  d'une  manière  analogue  les  problèmes 
relatifs  à  l'hexaèdre,  à  l'octaèdre,  au  dodécaèdre  et  à 
l'icosaèdre. 

6.  Le  polyèdre  minimum  d'un  nombre  donné  de 
faces,  que  Von  puisse  circonscrire  à  un  ellipsoïde,  est 
tel,  que  toutes  ses  faces  touchent  l'ellipsoïde  en  leurs 
centres  de  gravité  respectifs . 

On  peut  se  convaincre,  par  un  raisonnement  très- 
simple,  de  la  nécessité  de  la  condition  que  nous  venons 
dénoncer.  Car  si  le  centre  de  gravité  d'une  face  ne  coïn- 
cide pas  avec  son  point  de  contact,  et  que  l'on  fasse  tour- 
ner la  face  infiniment  peu  autour  d'une  droite  menée 
dans  son  plan  par  son  centre  de  gravité,  on  voit,  en  vertu 
du  théorème  de  Guldin,  que  le  volume  du  polvèdre  n'a 
pas  varié,  bien  que  la  face,  dans  sa  nouvelle  position, 
tombe  en  dehors  de  l'ellipsoïde.  Si  l'on  transporte  ensuite 
cette  face  parallèlement  à  elle-même  vers  l'ellipsoïde, 
jusqu'à  ce  qu'elle  lui  redevienne  tangente,  on  obtiendra 
un  nouveau  polyèdre  circonscrit,  moindre  que  le  polyèdre 
donné,  lequel  par  conséquent  ne  saurait  être  un  mini- 
mum. 

Du  reste,  on  voit  facilement  que  le  dernier  théorème 
énoncé  a  généralement  lieu  pour  les  polvèdres  circon- 
scrits à  une  surface  convexe  et  fermée,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  sa  forme. 

En  renversant  les  propositions  que  nous  venons  de  dé- 
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montrer,  on  en  peut  déduire  de  nouveaux  résultats.  A  ce 
point  de  vue,  nous  allons  encore  traiter  quelques  pro- 
blèmes. 

7.  Trouver  V ellipse  minimum,  circonscrite  à  un 
triangle  donné. 

Le  rapport  entre  les  surfaces  de  l'ellipse  et  du  triangle 
doit  être  un  minimum,  et  cela  a  lieu  si  le  triangle,  de 
son  côté,  est  un  des  triangles  maxima  que  l'on  puisse 
inscrire  dans  l'ellipse,  auquel  cas  le  rapport  en  question 

devient  égal  à  sa  limite,  qui  est  -£-—«  Cette  dernière  con- 

dition  peut  toujours  se  réaliser.  En  ellet,  le  triangle 
donné  peut  être  considéré  comme  la  projection  d'un  cer- 
tain triangle  équilatéral,  et  l'ellipse  cherchée  sera  alors 
la  projection  d'un  cercle  circonscrit  à  ce  triangle. 

De  là  résulte,  d'après  le  n°  1,  que  le  centre  de  gravité 
du  triangle  donné  doit  être  le  centre  de  l'ellipse  cherchée, 
et  qu'ainsi  chacun  des  côtés  du  triangle  est  conjugué  au 
diamètre  mené  par  le  sommet  opposé.  Comme  on  con- 
naît de  cette  manière  un  diamètre  et  une  corde  conjuguée 
à  ce  diamètre,  l'ellipse  est  déterminée  et  peut  facilement 
se  construire  par  points. 

8.  Trouver  V ellipse  maximum,  inscrite  à  un  triangle 
donné. 

Le  rapport  entre  les  surlaces  de  l'ellipse  et  du  triangle 
doit  être  un  maximum^  et  cela  a  lieu  lorsque  le  triangle, 
de  son  côté,  est  un  triangle  d'aire  minimum  circonscrit 
à  l'ellipse.  Il  s'ensuit  donc,  d'après  le  n°  2,  que  le  centre 
de  gravité  du  triangle  est  le  centre  de  l'ellipse,  et  que 
celle-ci  touche  chacun  des  côtés  en  son  milieu. 

9.  Trouver  l'ellipsoïde  minimum,  circonscrit  à  un 
tétraèdre  donné. 
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Le  tétraèdre  donné  peut  toujours  être  eonsidéré  comme 
une  transformation  honiographique  d'un  tétraèdre  régu- 
lier. Pour  s'en  assurer,  le  plus  simple  est  de  rapporter 
les  deux  tétraèdres  à  un  système  particulier  de  coordon- 
nées obliques,  en  prenant  le  sommet  du  tétraèdre  pour 
origine  et  les  trois  arêtes  qui  y  aboutissent  pour  axes 
coordonnés.  Si  l'on  désigne  ces  trois  arêtes  par  a,  &,  c 
pour  le  tétraèdre  donné,  et  par  i  pour  le  tétraèdre  régu- 
lier, on  voit  qu'entre  les  coordonnées  x,  y,  z  du  pre- 
mier système  et  les  coordonnées  £,  n,  £  du  second,  il 
faudra  poser  les  relations 

x  y  z 

?=■'-»      n  =  t'      ?  =  -• 
abc 

11  est  clair  que,  dans  cette  transformation,  comme  dans 
la  transformation  avec  des  coordonnées  rectangulaires, 
les  éléments  de  volume  correspondants  dans  les  deux 
figures  sont  proportionnels,  et  aussi  que  les  lignes  droites, 
les  plans  et  les  surfaces  du  second  degré  conservent  leur 
caractère  général,  etc. 

Maintenant,  le  rapport  entre  les  volumes  de  l'ellipsoïde 
et  du  tétraèdre  devant  être  un  minimum,  et  la  plus  petite 
valeur  dont  ce  rapport  soit  susceptible  s'obtenant  lorsque 
le  tétraèdre  de  son  côté  est  un  maximum  parmi  tous 
ceux  que  l'on  peut  inscrire  dans  l'ellipsoïde,  il  est  clair- 
que,  dans  la  transformation  honiographique  en  question^ 
l'ellipsoïde  doit  avoir  pour  figure  correspondante  la 
sphère  circonscrite  au  tétraèdre  régulier.  De  là  on  déduit 
facilement  que  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre  donné 
doit  être  le  centre  de  l'ellipsoïde;  que  chacune  des  faces 
est  conjuguée  au  diamètre  mené  par  le  sommet  opposé, 
lequel  rencontre  la  face  en  son  centre  de  gravi  té. en  même 
temps  que  la  section  faite  par  le  plan  d'une  face  est  1  el- 
lipse la  plus  petite  qui  puisse  être  circonscrite  à  cette  face. 
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Connaissant  ainsi  un  diamètre  et  une  section  conjuguée 
à  ce  diamètre,  l'ellipsoïde  sera  complètement  déterminé. 

10.  Trouver  l  ellipsoïde  maximum,  inscrit  dans  un 
tétraèdre  déterminé. 

On  démontre,  comme  dans  le  problème  précédent, 
que  le  centre  de  l'ellipsoïde  coïncide  avec  le  centre  de 
gravité  du  tétraèdre,  en  même  temps  que  l'ellipsoïde 
touche  chaque  face  en  son  centre  de  gravité. 

Le  problème  traité  au  n°  7  a  été  proposé  pour  la  pre- 
mière fois  par  Euler,  et  résolu  par  lui  analytiquement; 
il  a  été  repris,  depuis,  d'une  manière  différente,  par 
Liouville,  par  Bertrand  et  par  d'autres  géomètres.  Rela- 
tivement à  une  autre  solution  géométrique  du  problème  9, 
on  trouve  une  courte  indication  de  Liouville  dans  le 
tome  VII  de  son  Journal  de  Mathématiques . 


SUR  LES  COMBINAISONS  SIMPLES: 

Par  M.   Désire  ANDRÉ. 


Problème.  —  On  forme  tous  les  produits  différents 
de  n  ■+-  p  lettres  n  à  n;  on  considère  les  fractions  qui 
ont  pour  numérateurs  ces  produits  et  pour  dénomina- 
teur commun  V  un  quelconque  d'entre  eux  ;  on  réduit 
chacune  d'elles  à  sa  plus  simple  expression,  et  Von  de- 
mande combien  il  y  a,  après  cette  réduction,  de  frac- 
Lions  conservant  k  lettres  à  chaque  terme. 

Évidemment,  les  k  lettres  qui  restent  au  numérateur 
sont  différentes  des  k  lettres  qui  restent  au  dénomina- 
teur. Ces  dernières  sont  l'une  quelconque  des  combinai- 
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sons  A  à  A  des  a  lettres  du  dénominateur  primitif;  les 
premières  sont  lune  quelconque  des  combinaisons  À  à  A 
des  p  lettres  qui  n'entraient  pas  dans  ce  dénominateur 
primitif.  Le  nombre  cherché  est  donc  C„  C„. 

Ainsi,  il  y  a  une  fraction  qui  se  réduit  à  un;  il  y  en 
a  C„  C'  qui  conservent  une  seule  lettre  à  chaque  terme  ; 
il  y  en  a  C*  Cp  qui  en  conservent  deux  ;  et  ainsi  de  suite. 

Remarque.  —  Il  convient,  dans  cette  question  et  les 
suivantes,  comme  dans  toutes  celles  qui  concernent  les 
combinaisons  simples,  de  regarder  comme  égaux  à  i  les 
nombres  de  combinaisons  dont  l'indice  supérieur  est 
zéro ,  et  comme  nuls  ceux  dont  l'indice  supérieur  sur- 
passe l'inférieur. 

II. 

Problème.  —  Étant  données  toutes  les  combinaisons 
simples  de  n  +  p  lettres  n  à  n,  on  demande  combien 
il  y  en  a  qui  aient  h  lettres  communes  avec  l  une  de  ces 
combinaisons. 

Si  l'on  divise  toutes  les  combinaisons  qui  répondent  à 
la  question  par  celle  à  laquelle  on  les  compare,  les  frac- 
tions obtenues,  réduites  à  leur  plus  simple  expression, 
ne  conserveront  plus  que  n  —  k  lettres  à  chaque  terme. 
D'après  le  problème  précédent,  le  nombre  cherché  est 

,  g-iti — k  pli — k 

donc  C„      y^p 

Remarque .  —  Il  est  évident  que  ce  problème  et  le 
précédent  conduisent  à  un  même  mode  de  classification 
pour  les  combinaisons  de  n-\-p  lettres  n  à  n. 

in. 

Théorème.  —  Quels  que  soient  les  nombres  entiers 
.  positifs  n  et  p.  on  a  identiquement 

cl,-c;c;-c;c;-cX+.... 
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Si  nous  nous  reportons,  en  effet,  à  la  solution  du  pre- 
mier problème,  nous  voyons  que  cette  égalité  exprime 
simplement  que  le  nombre  total  des  fractions  considé- 
rées est  égal  au  nombre  de  celles  qui  se  réduisent  à  i, 
plus  le  nombre  de  celles  qui  ne  conservent  qu'une  lettre 
à  chaque  terme,  plus  le  nombre  de  celles  qui  en  conser- 
vent deux,  et  ainsi  de  suite. 

La  solution  du  second  problème  suffirait  de  môme  à 
rendre  évidente  l'identité  qui  précède. 

Remarque.  —  Le  second  membre  de  l'identité  précé- 
dente est  symétrique  par  rapport  aux  deux  lettres  n  et  p  : 
il  en  résulte  immédiatement  ce  théorème  si  connu 
f>n       pP 

^n-hp  ^n->-p- 

IV. 

Théorème.  —  La  somme  des  carrés  des  coefficients 
du  développement  de  [a  -+-  b)"  est  égale  au  plus  grand 
coefficient,  c  est-à-dire  au  coefficient  du  milieu,  dans  le 
développement,  de  [a  -f-  &)2n* 

En  effet,  si,  dans  l'identité  précédente,  on  faitp  =  ra, 
on  a  immédiatement 

c=^+(c:r-H(c:)2  +  (c:)^...+  (c:)2. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Questions  758  et   759 

(  voir  a*  série,  t.  V,  p.  191  )  ; 

Par    le    P.    PEPIN,    S.    J. 
Question  758.   Le  nombre  a  n  étant  pas  divisible  j>ar 
p  nombre  premier  impair,  on  sait  que  a         =  \p  ±i; 
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le  reste  ±:  i  est  représenté  par  [-)■>  notation  de  Lc- 
gendre.  Cela  posé,  on  a 

2(ax*  +  by1  4-  c)P~'  =  Cp  -f-  (  ^— -  J  • 

a,  &,  c  sont,  des  entiers  non  divisibles  par  p:  A,  B,  C 
sont  des  entiers  •  les  sommes  sont  prises  en  donnant  à  x 
et  à  y  les  valeurs  o,  i ,  2, .  .  . ,  £>  —  i. 

(Le  Besgtje.) 

J'ajouterai  que  le  nombre  a  est  résidu  quadratique  de  p 
ou  non-résidu,  suivant  que  l'on  a 


?  =*  ou   G 


de  telle  sorte  que  le  nombre  des  solutions  de  1  équation 
indéterminée 

(i)  x*  —  a  =  /?r 

est  toujours  représenté  par  la  somme 

<„  .+(ï). 

Considérons  d'abord  la  première  des  sommes  propo- 
sées. D'après  le  théorème  de  Fermât,  les  termes  de  cette 
somme,  qui  ne  sont  pas  divisibles  par  p,  se  réduisent 
chacun  à  un  multiple  de  p  plus  un.  Par  suite,  la  somme 
entière  est  égale  à  un  multiple  de  p,  plus  l'unité  répétée 
autant  de  fois  que  la  formule 


a  de  valeurs  non  divisibles  par  p.  Or  le  nombre  de  ces 
valeurs  est  égal  au  nombre  p  des  valeurs  de  x  diminué 
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du  nombre  S2  des  solutions  de  1  équation  indéterminée 

ax-  --'■-  b  ■==.  p y 

ou  de  l'équation  équivalente 

(ax)*  —  (—  ab)  =py. 

D'après  la  formule  (2),  ce  nombre  est  donné  par  l'équa- 
tion 

(3)  s,  =  ,  +  (—•*' 

On  a  donc 


(ûx2+  by~l=  Bp  —     1-4-  ( 


De  même,  la  seconde  somme  est  un  multiple  de  p  aug- 
menté du  nombre  des  valeurs  de  la  formule 

ax*  -+-  by-  -+-  c 

qui  ne  sont  pas  divisibles  par  p.  Or  ce  nombre  s'obtient 
en  retranchant  de  /?%  nombre  total  des  valeurs  de  cette 
formule,  le  nombre  S2  des  valeurs  divisibles  par  p.  Tout 
revient  donc  à  déterminer  le  nombre  Sâ  des  solutions  de 
l'équation  indéterminée 

a  x2  -+-  b  y2  -h  c  =  0\Lp, 

OTlp  désignant  un  multiple  de  p  qui  variera  en  passant 
d'une  formule  à  l'autre. 

Multiplions  par  a  cette  équation,  et  posons 

ax  =  z  H-  0]Lp ,      —  ab  =  (3  -+-  0)tp ,      ac  =  a  -+-  OTL/; ; 

nous  aurons  l'équation  équivalente 

(4)  s' +  a  ==^  +  311//», 

où  la  variable  z  doit  prendre,  comme  la  variable  j,  les 
valeurs  o,  1 ,  2, .  .  . ,  p  —  1 . 

de   Mathémai  ,  ->'  séi  ie,  1     i.  (  Mai  ■  f  5 
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Pour  évaluer  le  nombre  des  solutions  de  cette  équation, 
considérons  simultanément  les  deux  équations 

(a)  z2-f-  a.  =y--i-D)l:p, 

(  b  )  z1  -h  a  =  n y-  +  DT^p , 

en  désignant  par  n  un  non-résidu  quadratique  de  p.  Dé- 
signons par  m  le  nombre  des  solutions  de  la  première,  et 
par  m'  celui  des  solutions  de  la  seconde.  On  aura 


En  effet,  si  l'on  donne  à  z  les  p  valeurs  o,  i,  2, 
3,...,  p  —  1,  pour  chaque  valeur  de  s,  ou  obtiendra  deux 
solutions  dans  l'ensemble  des  équations  [n)  et  (Z>),  savoir: 
deux  solutions  de  l'équation  («),  quand  la  somme  z~-\-  y. 
est  résidu  de  p,  deux  solutions  de  l'équation  (£),  quand 
la  même  somme  est  non-résidu,  et  enfin  une  solution  de 
l'équation  (a)  et  une  de  l'équation  (b) ,  quand  cette 
somme  est  un  multiple  de  p. 

Le  nombre  m  se  détermine  aisément.  L'équation  (a) 
peut  s'écrire 

(X  ■+  «).(/  —  z)=a-h3ïlp. 
Or  posons 

y  -+■  z  =  h  -+■  3TL/7,      j  —  2  =  /'4-  3IL/;, 

/i  et  A  désignant  des  nombres  compris,  comme  j  et  z, 
dans  la  suite  o,  1,  2,. .  .,  p  —  1.  Nous  aurons  la  relation 

h  k  =  a  -+-  Dit//», 

qui,  pour  chaque  valeur  de  A',  déterminera  pour  h  une 
valeur  unique,  et  les  équations  précédentes  donneront 
pour  y  et  pour  z  un  seul  système  de  valeurs.  Le  nombre 
de  ces  systèmes,  c'est-à-dire  le  nombre  m  des  solutions 
de  l'équation  [a)  est  donc  égal  à  p  —  1 . 

Ce  nombre  m  a  été  déterminé  à  peu  près  de  la  même 


, 
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manière  par  M.  Camille  Jordan.   {Comptes  vendus  des 
séances  de  V académie  des  Sciences,  t.  LX1I,  p.  689.) 
L'équation 

m  -l -  m'  ■=.  ip 

nous  donnera  par  conséquent 

m!  =  p  -r-  1 . 

Le  nombre  des  solutions  de  l'équation  (4)  est  donc 
égal  à  p  —  1  ou  à  /;  +  i,  suivant  qu'elle  se  ramène  à 
l'équation  (a)  ou  à  l'équation  (&),  c'est-à-dire  suivant  que 
j3  est  résidu  ou  non-résidu  de  p.  Ce  nombre  est  donc  re- 
présenté dans  tous  les  cas  par  la  formule 

En  remplaçant  (3  par  sa  valeur  — ab-±-3ïlp,  on  aura 
(5)  S,  =  , 


Or  nous  avons  vu  que  la  somme  ^.{ax^-h  bj" -\-  c)f~l 
est  égale  à  un  multiple  de  p  diminué  de  S«.  On  a  donc 

Z(ax2-h  &r»-+-  c)P~l  =  Cp  -h  (  ~  U) 

\     P 

C    Q.     F.     T. 

Question  759.  Les  nombres  al5  a2,  a3,.  .  .  ,  «,„,  am+l 
sont  des  entiers  <^p  et  non  divisibles  par  p.  On  repré- 
sente par  S°,,  Sm  les  nombres  de  solutions  des  équations 
indéterminées 

(  I)       d,  x\  -f-  «2  x\  -+-  «3  **  -+-  •  •  •  +  am  x';n  =pf, 

!  II  )     aix\  -+-  rt,  #]  H-  «3  x\  H-  .  .  .  -+-  flm  a:,2,,  -4-  am+1  —py, 

en  prenant  arn  j:2i  x?,,-  •  •  >  •**,„  parmi  les  nombres  o,   1, 
2,..  .,  /?  —  i. 

j5. 


|   ,,8  ) 
On  demande  la  démonstration  îles  formules 

(0  {p  —  i)  sm  =  s°m+l  -  s; 

(2)  SJ-I  =  0, 

(»)  S'-'  =  (^T-)' 

(4)  s; -/>  =  (/>-!)(— —  Ji 

—  a,  fl,  \ 

(6)      s°  -p^=P{ s;„_2  -  p*'-*  )  (  ~  g]T'  ""  )  ' 

(7)  S20„+I-^n  =  o, 

(8)  S£, -/>'-' =a>*-'(/>-i)[1-  i-^ -J. 

T( —  i  "a.  a,.  .  .  tf„l 

(9)  Sîn-p^  =  ~-p""^-        -y- ^j, 

(io)  (*)    SÎB+l-^-=/»»^ J- 

Les  numéros  indiquent  V ordre  à  suivre  dans  les  démons- 
trations, qui  sont  fort  simples.  (Le  Besgue.) 

Si,  désignant  par  zm+1  l'un  quelconque  des  nombres 
i,  2,  3,...,  p  —  i,  on  multiplie  l'équation  (II)  par  z~m_,u 
et  que  l'on  pose 

(III)  zm+ixi  =  zi  -  py 

pour  toutes  les  valeurs  i,  2,  3, . . . ,  m  de  l'indice  i,  cette 
équation  pourra  se  mettre  sous  les  deux  formes  suivantes  : 

(IV)  z;„+l  {a,  .-r-  4-  a,  x\  H-  a3  x\  -+-.-..  -+■  amx;n  +  «„+,)  =py, 

(V)  atz\-k-aiz\  +  diz\-\-    .  .  -+-amz;n  4-  am+,  z;„_rl  =  py. 

(*)  Dans  cette  dernière  formule,  j'ai  corrigé  une  taule  d'impression 
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vSous  la  dernière  forme,  elle  est  un  cas  particulier  de 
l'équation  (1).  Si  donc  x^,  x%,  x3,...,  x,n  forment  une  so- 
lution de  l'éqation  (II),  l'équation  (III)  donnera  (p —  i) 
solutions  de  l'équation  (V),  pourvu  que  Ton  donne 
successivement  à  zm+l  les  (/; —  i)  valeurs  o,  i,  2,...,/? — 1 . 
En  employant  successivement  toutes  les  solutions  de 
l'équation  (II),  on  obtiendra  toutes  les  solutions  de 
l'équation  (V),  à  l'exception  de  celles  qui  correspondent 
à  la  valeur  particulière  zm+i  =  o  ;  en  effet,  les  équa- 
tions (III)  et  (IV)  montrent  qu'à  toute  solution  de  l'équa- 
tion (V),  dans  laquelle  zm+i  est  différent  de  zéro,  corres- 
pond toujours  une  solution  de  l'équation  (II).  D'un  autre 
côté,  toutes  les  solutions  obtenues  sont  distinctes,  parce 
qu'elles  diffèrent  ou  bien  par  la  valeur  de  s„,+i,  ou  bien 
par  l'une  des  valeurs  de  zi9  zs", .  .  .,  zm1  si  elles  corres- 
pondent à  une  même  valeur  de  zrn+i.  On  a  donc 

(t)  S^-San=(p-i)Sm. 

On  a  évidemment 

(2)  S^  — 1  =  0; 

car  le  nombre  at  étant  supposé  non  divisible  par  p,  la 
congruence 

a  1  x  \  =  py 

n'a  qu'une  solution  xt  =  o. 

Si  donc  dans  la  formule  (i)on  fait  m  =  1,  on  aura 

Or  St,  désignant  le  nombre  des  solutions  de  l'équation 
«iï;  +  «2=  py, 
.  rminé  da        1 le  (3)  de  la  question  précé- 


(  a3o 
dente  :  on  a 

(3)  Si==H-' 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  précédente,  nous 
obtiendrons 

s--,  =  (,-■)  +  (,-. )(=-^)> 

d'où 

(4)  V-p  =  (r-t)[— j—y 

Enfin,  en  remplaçant  a,  b,  c  par  a,,  a2,  az  dans  la  for- 
mule (5)  de  la  question  précédente,  nous  avons 

(S,  S.-,  =  -(^). 

Reprenons  les  équations  (I)  et  (II),  et  posons 

a^  x\  -f-  O,  x\  -x-  .  .  .  -f-  *mxm  +  *m-Hi  =  *« 

La  formule  (5)  établit  une  relation  simple  entre  le  nom- 
bre S,„  des  solutions  de  l'équation  (II)  et  le  nombre  S„,_2 
des  solutions  de  l'équation 

(VI)  fl3  x\  -f-  a,  x\  -h  .  .    -f-  am  .c;n  -f-  amJ.,  =  py . 

Pour  l'obtenir,  partageons  en  deux  groupes  les  solutions 
de  l'équation  (II),  plaçant  dans  un  premier  groupe  toutes 
celles  qui  répondent  à  des  valeurs  de  A  non  divisibles 
par  p,  et  dans  un  second  groupe  celles  pour  lesquelles 
A  est  un  multiple  de  p.  Le  nombre  des  premières  sera 


[//• 


-,.^-i--^) 
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car,  pour  chacun  des  systèmes  de  valeurs  Xa,  j*,,.  .  . ,  x,„ 
auxquels  correspond  une  valeur  de  k  non  divisible  par  /?, 
l'équation  (II)  admet  le  même  nombre  de  solutions  que 
l'équation 

o,  x\  -+-  ajxj  -4-  Je  — />JF- 

En  vertu  de  la  formule  (5),  ce  nombre  est  égal  à 
P- 


Le  nombre  total  des  systèmes  x3,  x,,,.  .  . ,  xm  est  p'"~~. 
Celui  de  ces  systèmes  pour  lesquels  k  est  un  multiple 
de  p  est  égal  au  nombre  Sm_s  des  solutions  de  l'équa- 
tion (VI).  La  différence 

pm-- —  Sm_: 

exprime  donc  le  nombre  des  systèmes  xs,  ar4,.  .  . ,  xinS 
auxquels  correspondent  des  valeurs  de  A  non  divisibles 
par  p.  Pour  cliacun  de  ces  systèmes,  nous  avons  vu  que 
l'équation  (II)  admet  un  nombre  de  solutions  égal  à 


P 

donc  le  nombre  des  solutions  du  premier  groupe  est  égal 
au  produit 

Si  k  —  pv,  l'équation  (II)  se  réduit  à  la  suivante  : 
û,  x\  4-  a7x~,  =  py, 

qui  admet  un  nombre  de  solutions  déterminé  par  la  for- 
mule (4) 

a,  ,, 
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Le  nombre  des  solutions  du  second  groupe  est  dont* 

s"-|>-"->(^)} 

En  réunissant  les  solutions  des  deux  groupes,  on  a 

Sm  =  (//"  -'  -  S,n_,  )  ^  -  (  ^~-  )  ] 


{< 


d'où 


(  6  )'  S,,  -  p'--  =  (Sm_a  -  p"-  |  P  (  —^—  J  • 

On  démontrerait  de  la  même  manière  la  formule 

(6)     s?,:-p»'~>=(s^-p«->)p(^j^y 

Ces  deux  formules  jointes  aux  formules  (2),  (3),  (4) 
et  (  5  )  vont  nous  donner  pour  des  valeurs  quelcon- 
ques de  m  le  nombre  des  solutions  des  équations  (I) 
et  (II). 

Supposons  *m=2/ï-Hi.    La   formule  (6)   et    l'équa- 
tion (2)  nous  donnent  les  équations  suivantes  : 

S£m-.— J?M-  (S»„_,  -  />—  )/> I  , 

v     /'      / 

/  —  "3  <>i  \ 


S  i  -  -  n: 
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«I  où  1  oti  conclut  successivement 

S"  — ^=o,     S'-^=o,.    ., 

(  7  )  s:,; . ,  -  P»  =  o. 

De  même  la  formule  (6)'  et  l'équation  (3)  donnent 

SftH.,  — ^»«=(SÏ_1       p-"-)p{  ~~n,a\ 

\      P      ) 

S3H_,   -  />»*-*  =  (  S2/I_3  -  /^2n-'' )  p  (  ~  °*  °%  \  1 


S.-,  =  ( j. 

En  multipliant  ces  équations  membre  à  membre,  on  en 
déduit,  après  la  suppression  des  facteurs  communs, 

(io)    s_, - P™=P« a-ty"***...**»^ . 

Supposons  m=  in.  Les  formules  (6)  et  (4)  donnent 
la  suite  d'équations 

s  ;„  -  />— ■  =  (  SL-,  -  p*"-3)  P  { ~"^  ) , 


s°  —  p  =  {p  — 01 — - — 

lesquelles,  multipliées  membre  à  membre,  donnent,  après 
suppression  des  facteurs  communs. 


8)      S  p       /■       i 


P 


"  ! 
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De  même  les  formules  (6)'  et  (5)  donnent  la  suite  d'équa- 
tions 


:n~,  —p7"~*=  (S2n_,  —p™->)p 


P 
a ,  a. 


S}  —  p  =  — 
d'où  l'on  déduit 

(9)  S,ri -/>>»-  =  -/>—[ 


a1n—\  tl1 


(—  i)"o,«2    .  .a-2n 


En  employant  la  formule  (i),  nous  aurions  pu  déduire 
les  formules  (9)  et  (10)  des  formules  (7)  et  (8). 


Question  860 

voir  2'  série,  t.  VII,  p.  190  ); 

Par   MM.   BROCARD  et  GRASSAT. 

Un  cercle  (C)  de  centre  O  roule  sur  une  droite. 
Trouver  le  lieu  des  points  d  inflexion  des  cycloïdes  rac- 
courcies décrites  par  tous  les  points  d^un  cercle  décrit 
sur  un  rayon  du  cercle  (C)  comme  diamètre. 

(A.     RlBATJCOUK.) 

Soit  M  le  point  choisi  sur  le  second  cercle.  Ce  point 
décrit,  pendant  le  roulement  du  cercle  OB  sur  la  droite  IA, 
une  cycloïde  raccourcie  dont  le  point  le  plus  bas  corres- 
pond à  la  position  verticale  de  OM,  qui  coupe  IA  en  un 
certain  point  I,  que  nous  prenous  pour  origine.  Soit 
MO  A  =  !<;  on  aura  pour  coordonnées  du  point  M 

r.  =  au  —  h  sin  a , 
a     —  b  cos  u , 
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a  désignant  OB,  et  &,  OM.  L'on  peut  avoir  facilement  la 

relation  qui  lie  u  à  b  pour  le  point  d'inflexion.  On  trouve 

ainsi  qu'en  ce  point 

b 

cos  u  =  —  • 

a 

Cela  indique  que  le  rayon  OM  correspond  au  point  d'in- 
flexion M  quand  il  bissecte  l'angle  BOA.  D'après  cela, 
l'élimination  de  //  et  de  b  entre  les  trois  équations  pré- 
cédentes fournira  le  lieu  des  points  d'inflexion  M  cherché. 
L'élimination  est  rapide  et  conduit  à  l'équation 

sfcû  —  ay  . If 

x  —  a .  arc  cos  —  \  a-  —  ay  \  /  —  ' 

a  V    a 

ou  bien 

Via— y  i— 

■ — ■ —  \°y — y  i 

l'équation   d'une   cycloïde   ordinaire  engendrée  par  un 

point   d'une   circonférence   de   rayon   --    roulant  sur  la 

droite  IA. 

Ce  résultat  pouvait  être  prévu,  car,  la  droite  OM  de- 
vant être  la  bissectrice  de  BOA,  la  ligne  BM,  qui  lui  est 
perpendiculaire,  passe  aussi  par  le  point  A.  Le  reste  de 
la  proposition  s'en  déduit  facilement. 

Note.  —  La  question  860  a  été  résolue  aussi  par  MM.  P.  Willière,  pro- 
fesseur à  Arlon;  Fr.  Conradt,  étudiant  à  Berlin;  G.  Coridas,  à  Pau; 
A.  Lemaitre,  à  Besançon. 

Question  910 

(  voir  î"  série,  t.  VIII,  p.  *-  )  ; 

Par  M.   J.   G., 

Étudiant  à  l'université  de  Turin. 

Deux  triangles  OAB,  OA'B'  ont.  un  sommai  commun  : 
OAB  est  d&nné  en  grandeur  et  en  position.  OA'B'  en 
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grandeur   seulement.  Placer  OA'B'  de  façon  que  les 
droites  A  A',  BB'  fassent  entre  elles  un  angle  donné. 

(E.  Lemoine.) 
Supposons    le    problème    résolu  :    faisons    AO  =  a , 
OB  =  6;   A'O  =  «',  OB'=&',  et   appelons  x,  y\  z,  u 
les  angles  de  OA  et  OA;  avee  AA',  et  de  OB  et  OB'  avec 
BB'.  On  a 


sin  x 

a' 



—  — 

sinr 

a 

sinz 

b' 

— — . — ■ 



sinw 

b 

Les  sommes  ou  les  différences,  selon  le  cas,  des  angles  x 
et  z,y  et  u  sont  connues.  On  déterminera  à  la  fois  les 
angles  x, y,  z,  u  de  la  manière  suivante. 

Soient  x  -f-  z  =  cp,  jr-hu  =  <oi.  Par  un  point  M,  me- 
nons trois  droites  MP,  MQ,  MR,  de  manière  que 

PMQ  =  7r  —  ?,     PMR  =  ir  —  fl( 

et  prenons  sur  QIVI  et  RM  deux  longueurs  MQ,  MR, 

telles  que 

MQ  _  r 
MR"P' 

Déterminons  le  point  P  de  telle  sorte  que 

sin  QPM  _ 
sinRPM  ~ 

celte  détermination  ne  présente  pas  de  difficulté.  Cela 
fait,  les  angles  QPM,  RPM,  PQM,  PRM  sont  les  angles 
cherchés. 

On  peut  encore  résoudre  la  question  en  cherchant  les 
intersections  des  ellipses  concentriques  engendrées  par 
ommets  des  deux  triangles  donnés,  lorsqu'ils  se  meu 
veut  de  façon  que  les  autres  sommets  A,  A'.  B.  IV  glissent 
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sur  deux  droites  faisant  entre  elles  l'angle  donné.  Cepen- 
dant cette  solution  est  en  défaut  lorsque  l'angle  donné 
est  zéro  ou  i8o  degrés. 

Note.  —  La  question  910  a  été  aussi  résolue  par  M.  Moret-Blanc,  pro 
fesseur  au  lycée  du  Havre. 


Solution  géométrique  de  la  question  910 

voir  2*  série,  t.  VIII,  p.     - 

Deux  triangles  OAB,  Oab  ont  un  sommet  commun  ,• 
OAB  est  donné  en  grandeur  et  en  position;  Oab  en 
grandeur  seulement.  Placer  Oab  de  façon  que  les 
droites  A  a,  Bb  fassent  entre  elles  un  angle  donné. 

(E.   Lemoijne.) 

Soient  C  l'angle  donné,  et  a,  o,  w  les  angles  du  triangle 
Oa&,  qui  ont  leurs  sommets  au  points  a,  b,  O. 


Supposant  la  question  résolue,  je  circonscris  au 
triangle  Oab  une  circonférence  qui  rencontrera  en  des 
points  E,  D  les  droites  Aa,  X\b  suffisamment  prolongées, 
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et  je  mène  les  droites  OE,  OD,  &E;    il  en  résultera  évi- 
demment ces  égalités  d  angles  : 

AEO  =  abO  =6, 
BDO  =  2  droits  —  baO  =  2  droits  —  a; 

égalités  qui  montrent  que  les  points  E,  D  appartiennent 
respectivement  à  des  arcs  de  segments  capables  des  an- 
gles o  et  2  droits  —  a,  décrits  sur  les  droites  OA,  OB. 
Les  diamètres  OG,  OH  des  cercles  dont  ces  deux  segments 
font  partie  seront  déterminés  en  grandeur  et  en  po- 
sition. 

Actuellement,  soit  OF  le  diamètre  de  la  circonférence 
circonscrite  au  triangle  Oab,  et  issu  du  point  O.  Les  trois 
points  E,  F,  G  seront  en  ligue  droite,  car  les  angles OEF, 
OEG  sont  droits,  comme  inscrits  dans  les  demi -cercles 
dont  les  diamètres  sont  les  droites  OF,  OG.  De  même, 
les  points  D,  F,  H  appartiennent  à  une  même  droite.  On 
aura  donc 

GFB  =  DFE  =  DbE  =  bEa  —  C. 

Mais 

bEa  =  bOa  =z  &j, 

par  conséquent 

GFH  =  o.  -  C. 

Ainsi,  le  point  F  se  trouve  sur  lare  d'un  segment  ca- 
pable de  l'angle  w  —  C,  décrit  sur  la  droite  GH.  En 
outre,  le  point  F  appartient  à  une  circonférence  décrite 
du  point  O  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  la  droite 
OF,  dont  la  grandeur  est  connue,  puisque  cette  droite 
est  un  diamètre  de  la  circonférence  circonscrite  à  un 
triangle  Oab  dont  les  côtés  sont  donnés  en  grandeur. 
Le  point  F  sera  donc  déterminé  par  l'intersection  de  deux 
circonférences  connues. 

Pour    achever    la    construction  .    on    décrira    sur   OF 
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comme  diamètre  une  circonférence  qui  coupera  les 
droites  GF,  HF  aux  points  E,  D,  et  les  droites  AE,  BD 
aux  points  a,  Z>  5  ce  qui  fera  connaître  la  position  qu'il 
faut  donner  au  triangle  Oab  pour  que  les  droites  A«,  Bb 
fassent  entre  elles  l'angle  indiqué.  G. 

Rectifications.  —  1.  La  solution  donnée  (numéro 
d'avril,  p.  184)  ne  se  rapporte  pas  à  la  question  910, 
mais  au  cas  où  l'angle  que  Ton  donne  serait  celui  des 
droites  AB,  A'B'. 

2.  La  question  1017  (numéro  de  mars  1871)  a  déjà 
été  proposée  sous  le  n°  981,  en  février  1870. 


CORRESPONDANCE. 


Nous  avons  reçu  de  M.  Arthur  Boulangier,  élève  du 
lycée  de  Rennes,  quelques  considérations  géométriques 
sur  les  figures  qui  glissent  sur  d'autres  figures  données; 
il  en  sera  prochainement  rendu  compte. 
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Revue  de  publications  étrangères. 

Bolletlino  di  Bibliografia  e  di  Storia  délie  Seienze 
matematiche  e  fisiche,  pubblicato  da  B.  Bojncompagni. 
Roma,  tipografia  délie  Seienze  matematiche  e  fisiche, 
via  Lata,  n°  an. 

Les  cahiers  de  septembre  et  d'octobre  1870  de  cette  inté- 
ressante publication  contiennentun  exposé  très-étendudes 
ouvrages  et  des  instruments  des  arpenteurs  hollandais  de 
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iaiin  du  xvic  siècle  et  du  commencement  du  xvn"  siècle, 
par  M.  le  professeur  G.- A.  Vosterman  va/i  Oijen. 

Dans  la  livraison  de  novembre,  on  trouve  : 

Une  Dissertation  historique  et  critique  sur  l'arithmé- 
tique d'Andréa  Stiattesi; 

Une  Notice  bibliographique  sur  Bernard  Riemann, 
par  M.  Ernest  Schering  (traduite  de  l'allemand  par 
M.  Paul  Mansion); 

Le  Catalogue  des  travaux  de  Bernard  Riemann. 


QUESTIONS. 


1026.  La  circonférence  circonscrite  à  un  polygone  ré- 
gulier de  n  côtés  égaux   à  a  est  comprise  entre  na  et 

(n -h  i)  a.  (Lionnet.) 

1027.  On  donne  un  cercle  et  trois  sommets  d'un 
quadrilatère  inscrit;  déterminer  le  quatrième  sommet 
par  la  condition  que  le  quadrilatère  soit  circonscriptible. 

(Terrats.) 

1028.  Etant  donnée  une  ellipse,  on  lui  circonscrit  un 
triangle  dont  les  hauteurs  passent  par  les  points  de  con- 
tact des  côtés  correspondants  *,  trouver  le  lieu  des  sommets 
de  ces  triangles.  (F.  "\  .) 

1029.  Les  extrémités  A  et  B  d'une  longueur  constante 
AB  =  £  se  meuvent  sur  les  côtés  d'un  angle  droit  fixe  AOB: 
trouver  l'enveloppe  de  la  perpendiculaire  BM  à  AB;  cal- 
culer la  position  des  points  de  rebroussement  et  mener 
les  tangentes  en  ces  points.  (Brocard.) 
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TnÉORÈMES  DIVERS  CONCERNANT  LES  SYSTÈMES  DE  CONIQUES 
REPRÉSENTÉS  PAR  DEIX  CARACTÉRISTIQUES; 

Par  M.   CHASLES. 

(Extrait  des  Comp  t  es  rendus  des  séances  de  V  Académie  des  Sciences,  t.LXXII.) 


§  I.  —  Tangentes  aux  points  d'une  droite  D, 
ou  menées  par  un  point.  S. 

105.  D'un  point  S  on  mène  des  tangentes  :  les  tan- 
gentes parallèles  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3v; 
et  leurs  points  de  contact  sont  sur  une  courbe  de  l'ordre 
a  -f-  3  v . 

406.  Aux  points  des  coniques  sur  une  droite  on  mène 
les  tangentes  :  les  tangentes  parallèles  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  fx -h  3v;  et  leurs  points  de  contact 
sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  p.-\-  2v. 

107.  D'un  point  Q  on  mène  des  droites  aux  points  de 
contact  des  tangentes  issues  d'un  point  S  :  ces  droites 
rencontrent  les  coniques  en  des  points  situés  sur  une 
courbe  d'ordre  3/ut-i-v;  et  les  tangentes  en  ces  points 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  ifj.  -+-  v. 

108.  Par  les  points  des  coniques  sur  une  droite  D  on 
mène  des  parallèles  aux  tangentes  issues  d'un  point  S  : 
ces  parallèles  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  n\j.-\-iv. 

109.  D'un  point  S  on  mène  des  tangentes,  et  de  leurs 
points  de  contact  on  mène  des  droites  à  un  point  Q  :  les 
tangentes  parallèles  à  ces  droites  enveloppent  une  courbe 
de  la  classe  i\>.  -+-  4v;  et  leurs  points  de  contact  sont  sur 
une  courbe  de  la  classe  4^  +  4v- 

110.  Les  droites  menées  des  points  des  coniques  sur 

inn.  de  Mathémat,,  2e  série,  t.  X.  (Juin  1871.)  16 
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une  droite  D  aux  points  de  contact  des  coniques  issues 
d'un  point  S  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3f/.  -+-  v. 

111.  Les  tangentes  issues  d'un  point  S  rencontrent 
les  polaires  d  un  point  P  en  des  points  d'où  l'on  mène 
d'autres  tangentes  :  les  tangentes  parallèles  à  ces  der- 
nières enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2 p. -h  3v. 

112.  D'un  point  S  on  mène  des  tangentes,  et  par  les 
points  de  contact  on  mène  des  parallèles  aux  polaires 
d'un  point  P  :  ces  droites  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  3  u  -f-  v . 

113.  D'un  point  S  on  mène  des  tangentes  :  les  tan- 
gentes parallèles  rencontrent  les  polaires  d'un  point  P 
sur  une  courbe  de  l'ordre  2  u  -f-  3  v. 

114.  D'un  point  S  on  mène  des  tangentes,  et  des  points 
où  elles  rencontrent  les  polaires  d'un  point  P  on  mène 
des  droites  à  ce  point  :  les  tangentes  parallèles  à  ces 
droites  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  4^. 

Ho.  D'un  point  P  on  mène  des  droites  aux  points  de 
contact  des  tangentes  issues  d'un  point  S,  et  parles  points 
où  ces  droites  rencontrent  les  polaires  de  P  on  mène  des 
parallèles  à  ces  tangentes  :  ces  parallèles  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  3u+  2v. 

116.  Si  par  les  points  où  les  tangentes  issues  d'un 
point  S  rencontrent  une  droite  A  on  mène  des  parallèles 
aux  polaires  du  point  S,  ces  droites  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  nu.  -f-  v. 

117.  Par  un  point  P  on  mène  des  droites  aux  points 
de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  S,  et  par  les 
points  où  ces  droites  rencontrent  les  polaires  de  P  ou 
mène  des  tangentes  :  ces  tangentes  rencontrent  les  tan- 
gentes issues  de  S  sur  une  courbe  de  Tordre  4y-  +2v. 

118.  D'un  point  Q  on  mène  des  parallèles  aux  tan- 
gentes issues  d'un  point  S;  ces  parallèles  rencontrent 
les  coniques  en  des  points  situés  sur  une  courbe  d'ordre 
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2^  H-  2  y  ;  et  les  tangentes  en  ces  points  enveloppent  une 
courbe  de  l'ordre  u^-b-^v. 

119.  D'un  point  S  on  mène  des  tangentes;  par  les 
points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène  de 
nouvelles  tangentes,  et  par  les  points  où  celles-ci  ren- 
contrent une  seconde  droite  A'  d'autres  tangentes  :  ces 
tangentes  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  5v. 

120.  Les  tangentes  parallèles  aux  tangentes  issues  d'un 
point  S  rencontrent  les  polaires  de  ce  point  sur  une 
courbe  de  l'ordre  2p4-3v. 

121 .  Les  tangentes  parallèles  aux  polaires  d'un  point  P 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2fz-j-v. 

122.  Aux  points  des  coniques  sur  une  droite  D  on 
mène  les  tangentes,  et  par  les  points  où  elles  rencontrent 
les  polaires  d'un  point  P  on  mène  de  nouvelles  tangentes: 
les  tangentes  parallèles  à  celles-ci  enveloppent  une  courbe 
de  la  classe  3f/  -+-  3v. 

123.  Si  d'un  point  P  on  mène  des  droites  aux  points 
des  coniques  sur  une  droite  D,  et  que  par  les  points  où 
ces  droites  rencontrent  les  polaires  de  P  on  mène  les  tan- 
gentes :  ces  tangentes  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 

6fX  -+-  2  V. 

124.  De  deux  points  S,  S'  on  mène  des  tangentes;  par 
les  points  où  les  tangentes  issues  de  S'  rencontrent  les 
polaires  d'un  point  P  on  mène  des  droites  aux  points  de 
contact  des  tangentes  issues  de  S  :  ces  droites  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  4w+  2V- 

§11.    —    Tangentes  et.  diamètres. 

125.  Les  diamètres  menés  par  les  points  où  les  tan- 
gentes aux  points  d'une  droite  D  rencontrent  une  droite  A 
ont  leurs  extrémités  sur  une  courbe  de  l'ordre  2U+  4V- 

126.  Les  tangentes  aux  points  des  coniques  sur  une 

16. 
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droite  D  rencontrent  une  droite  A  en  des  points  par  les- 
quels on  mène  les  diamètres  :  ces  diamètres  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  u.  ■+-  3  v  ;  et  les  tangentes  à  leurs 
extrémités  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2fjt-h  6v. 
127.  Des  points  des  coniques  sur  une  droite  D  on 
mène  les  diamètres,  et  par  les  points  où  ils  rencontrent 
une  droite  A  on  mène  des  tangentes  :  les  points  de  contact 
de  ces  tangentes  sont  sur  une  courbe  de  Tordre  4p -  +  6v. 

428.  Les  tangentes  aux  extrémités  des  diamètres  qui 
partent  des  points  des  coniques  sur  une  droite  D  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  [t.  -h  3v,  qui  a  une  tan- 
gente multiple  d'ordre  -iv  à  l'infini. 

429.  Par  les  extrémités  des  diamètres  qui  partent  des 
points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  S  on 
mène  des  droites  aux  points  des  coniques  sur  une 
droite  D  :  ces  droites  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
3  u  -h  3  v . 

430.  Les  diamètres  menés  par  les  points  où  les  tan- 
gentes issues  d'un  point  S  rencontrent  une  droite  A  ont 
leurs  extrémités  sur  une  courbe  de  l'ordre  2u-f-  6v; 

Et  les  tangentes  en  ces  points  enveloppent  une  courbe 
de  la  classe  4^  -H  4V- 

431.  Par  les  points  de  contact  des  tangentes  issues 
d'un  point  S  on  mène  les  diamètres,  et  par  les  points  où 
ils  rencontrent  une  droite  A  on  mène  de  nouvelles  tan- 
gentes :  ces  tangentes  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
4fJt  -h  4'A  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  i-j  coïnci- 
dante avec  A  \  et  leurs  points  de  contact  sont  sur  une 
courbe  de  l'ordre  ly.  -f-  6v. 

132.  Les  diamètres  menés  par  les  points  où  les  tan- 
gentes issues  d'un  point  S  rencontrent  une  droite  A  en- 
veloppent une  courbe  de  la   classe  3v. 
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§  III.    —   Diamètres. 

133.  Par  les  points  où  les  diamèlres  menés  d'un  point  P 
rencontrent  les  polaires  d'un  point  Q  on  mène  des  tan- 
gentes :  ces  tangentes  enveloppent  une  courbe  de  la 
elasse  3  y.  -I-  v. 

134.  Par  un  point  P  on  mène  les  diamètres,  et  par 
les  points  où  ils  rencontrent  les  polaires  de  P  on  mène 
des  tangentes  :  les  tangentes  parallèles  à  celles-là  enve- 
loppnt  une  courbe  de  la  classe  3p.  -f-  3v. 

135.  Les  diamètres  menés  par  un  point  P  rencontrent 
les  polaires  de  ce  point  sur  une  courbe  de  l'ordre  p.  -f-  v. 

130.  Les  cordes  comprises  dans  les  coniques  entre  une 
droite  D  et  les  diamètres  qui  passent  par  un  point  P  en- 
veloppent une  courbe  de  la  classe  3p.  -f-  2V. 

137.  Les  diamètres  menés  par  les  milieux  des  cordes 
que  les  coniques  interceptent  sur  une  droite  D  envelop- 
pent une  courbe  de  la  classe  u+v, 

138.  Les  diamètres  menés  par  un  point  P  rencontrent 
les  polaires  de  ce  point  sur  une  courbe  de  l'ordre  p  -f-  v. 

139.  Si  d'un  point  Q  on  mène  des  droites  aux  points 
des  coniques  sur  une  droite  D,  les  diamètres  parallèles 
à  ces  droites  ont  leurs  extrémités  sur  une  courbe  de 
l'ordre  4,w« 

140.  Si  d'un  point  Q  on  mène  des  droites  aux  points 
des  coniques  sur  une  droite  D,  et  que  par  les  points  où 
ces  droites  rencontrent  les  coniques  on  mène  les  dia- 
mètres :  ces  diamètres  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  3 y  -f-  3  v. 

141.  Les  diamètres  parallèles  aux  polaires  d'un  point  P 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  p.-f-v,  et  ont  leurs 
extrémités  sur  une  courbe  de  l'ordre  p.  -f-  3v. 
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§  IV.   —   Diamètres  conjugués. 

142.  Si  par  un  point  P  on  mène  les  diamètres  et  les 
cordes  parallèles  aux  diamètres  conjugués,  les  extrémités 
de  ces  cordes  sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  3(u;  et  les 
tangentes  en  ces  points  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  3u  -h  v. 

143.  Par  un  point  P  on  mène  les  diamètres,  et  par  les 
points  où  ils  rencontrent  une  droite  A,  des  parallèles  aux 
diamètres  conjugués  :  ces  parallèles  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  u  -h  v. 

144.  Par  un  point  P  on  mène  les  diamètres  des  coni- 
ques et  des  droites  aux  extrémités  des  diamètres  conju- 
gués :  ces  droites  rencontrent  les  coniques  en  des  points 
dont  le  lieu  est  sur  une  courbe  de  Tordre  3fx  -+-  3  v,  qui  a 
en  P  un  point  multiple  d'ordre  ia. 

145.  Si  des  diamètres  partent  d'un  point  P,  les  cordes 
interceptées  dans  les  coniques  entre  une  droite  D  et  les 
diamètres  conjugués  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
3p-  +  3v. 

146.  Si  des  points  où  les  diamètres  issus  d'un  point  P 
rencontrent  une  droite  A  on  mène  des  droites  aux  extré- 
mités des  diamètres  conjugués  :  ces  droites  rencontrent 
les  coniques  en  des  points  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre 
'ôifi  -h  yv. 

147.  Si  des  diamètres  partent  des  points  des  coniques 
sur  une  droite  D,  les  extrémités  des  diamètres  conjugués 
sont  sur  une  courbe  d'ordre  a  -+-  4  '•>■ 

148.  Si,  des  points  des  coniques  sur  une  droite  D,  on 
mène  les  diamètres  et  des  droites  aux  points  où  leurs 
conjugués  rencontrent  une  droite  A  :  ces  droites  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  2 a  -h  3v. 

1 19.  Si.  par  les  points  des  coniques  sur  une  droite  D, 
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on  mène  ies  diamètres  et  des  droites  passant  par  les  ex- 
trémités des  diamètres  conjugués  :  ces  droites  envelop- 
pent une  courbe  de  la  classe  2fz-h  4v,  qui  a  une  tan- 
gente multiple  d'ordre  4V  coïncidante  avec  D. 

150.  Si,  par  les  points  des  coniques  sur  une  droite  D 
on  mèue  les  diamètres  :  les  diamètres  conjugués  envelop- 
pent une  courbe  de  la  classe  p.  +•  3  v,  qui  a  une  tangente 
multiple  d'ordre  2 v  à  l'infini; 

Et  les  extrémités  de  ces  diamètres  sont  sur  une  courbe 
de  l'ordre  ix  +  4y- 

1 51 .  Les  cordes  sous-tendues,  dans  chaque  conique,  par 
deux  diamètres  conjugués  dont  un  passe  par  un  point 
fixe,  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2f/-h  v. 

452.  D'un  point  Q  on  mène  des  droites  aux  points  des 
coniques  sur  une  droite  D,  et  par  les  points  où  elles  ren- 
contrent les  coniques,  on  mène  les  diamètres  :  les  con- 
jugués de  ces  diamètres  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  3/jt  -t-  3  v. 

§   V.    —   Asymptotes. 

153.  Les  parallèles  aux  asymptotes  des  coniques,  me- 
nées par  les  points  où  les  diamètres  qui  partent  d'un 
point  P  rencontrent  une  droite  A,  enveloppent  une  courbe 
de  la  classe  [t.  -+-  2  V. 

154.  Les  parallèles   aux   asymptotes,  menées  par  les 
points  de  contact  des  tangentes  issues  d'un  point  S,  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  3fx-f-  v,  qui  a  une  tan- 
gente multiple  d'ordre  y.  -f-  v  à  l'infini. 

155.  Les  parallèles  aux  asymptotes,  menées  par  les 
extrémités  des  diamètres  qui  passent  par  un  point  P,  en- 
veloppent une  courbe  de  la  classe  3^-+-  2V.  qui  a  une 
tangente  multiple  d'ordre  jj.  ■+-  2v  à  l'infini. 

15r>.   Les  parallèles   aux   asymptotes,   menées  pai    les 
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pôles  d'une  droite,  enveloppent  une  eourbe  de  la  classe 

U  -h  2V. 

157.  Si,  par  un  point  Q,  on  mène  des  parallèles  aux 
deux  asymptotes  de  chaque  conique,  les  cordes  que  ces 
parallèles  interceptent  dans  les  coniques  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  u. 

158.  Les  tangentes  menées  par  les  points  où  les  asymp- 
totes des  coniques  rencontrent  une  droite  A  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  «  -+-  3  v. 

159.  Si,  par  les  points  où  les  tangentes  issues  d'un 
point  S  rencontrent  les  polaires  d'un  point  P,  on  mène 
des  parallèles  aux  asymptotes  :  ces  parallèles  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  6a -h  2v.  . 

§   VI.  —    Théorèmes  concernant  les    deux   tangentes 
menées  d'un  même  point  à  chaque  conique. 

160.  Si,  d'un  point  S,  on  mène  les  deux  tangentes  de 
chaque  conique,  les  tangentes  parallèles  forment  avec 
elles  un  parai] élogramme  : 

Les  sommets  de  ce  parallélogramme  opposés  au  point  S 
sont  sur  une  courbe  d'ordre  y 5 

Et  les  deux  autres  sommets  sont  sur  une  courbe  de 
Tordre  y.  -+-  av. 

161.  D'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique,  et  d'un  point  Q  on  mène  des  droites  aux  points 
de  contact  :  la  tangente  au  point  où  l'une  de  ces  droites 
coupe  la  conique  rencontre  l'autre  droite  sur  une  courbe 
de  l'ordre  3u  -h  av. 

162.  D'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique:  par  un  point  O  on  mène  une  droite  au  point 
de  contact  de  1  une,  et  par  le  point  où  cette  droite  ren- 
contre  l'autre  on  mène  une  troisième  tangente  :  celle-ci 
enveloppe  une  courbe  de  la  classe  4"  4-  v. 
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103.  Si  d'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à 
chaque  conique,  et  que  du  point  où  l'une  d'elles  ren- 
contre une  droite  A,  on  mène  une  droite  au  point  de 
contact  de  l'autre,  cette  droite  enveloppe  une  courbe  de 
la  classe  fjt.  -+-  i  v. 

164.  Si  d'un  point  S  on  mène  les  tangentes,  et  que 
des  points  où  elles  rencontrent  une  droite  A  on  mène 
des  droites  à  un  point  fixe  Q  : 

Les  points  où  ces  droites  rencontrent  la  conique  sont 
sur  une  courbe  d'ordre  4  v;  et  les  tangentes  en  ces  points 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  4f*  -h  4V- 

165.  Par  un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique,  et  par  le  point  de  contact  de  l'une  on  mène 
une  parallèle  à  l'autre  :  ces  parallèles  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  p.  -t-  2v. 

166.  D'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique,  lesquelles  rencontrent  deux  droites  A,  A'  :  les 
droites  qui  joignent  les  points  de  rencontre  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  av. 

167.  D'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique,  et  par  les  points  où  elles  rencontrent  deux 
droites  A,  A'  on  mène  deux  autres  tangentes  :  celles-ci 
se  coupent  sur  une  courbe  de  l'ordre  2  V. 

168.  Par  un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique;  par  le  point  où  l'une  d'elles  rencontre  la  po- 
laire d'un  point  P  on  mène  une  parallèle  à  l'autre  :  celle 
parallèle  enveloppe  une  courbe  de  la  classe  i\).  -+-  iv. 

169.  Si  d'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique,  les  tangentes  parallèles  se  coupent  sur  une 
courbe  de  l'ordre  v. 

170.  Si  d'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique,  les  diamètres  menés  de  leurs  points  de  contact 
les  rencontrent  sur  une  courbe  de  l'ordre  2//  -h  2  v,  qui  a 
un  point  multiple  d'ordre  i\x  -+-  v  en  S. 


(   a5o   ) 

171.  D'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  ehaque 
conique, et  par  le  pointoùruned'elles  rencontre  la  polaire 
d'un  point  P  on  mène  une  nouvelle  tangente  :  celle-ci 
rencontre  l'autre  tangente  sur  une  courbe  de  l'ordre  iv. 

172.  D'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique,  lesquelles  rencontrent  les  polaires  de  deux 
points  P,  P'  :  les  droites  qui  joignent  les  points  de  ren- 
contre enveloppent  une  courbe  de  la  classe  5  p. 

173.  Les  tangentes  issues  d'un  point  S  rencontrent  les 
polaires  d'un  point  P  en  des  points  par  lesquels  on  mène 
des  taugentes  :  celles-ci  rencontrent  les  tangentes  me- 
nées par  le  point  P  sur  une  courbe  de  l'ordre  iu.  -+-  3v. 

174.  D'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  S<p,  S©'  à 
chaque  conique,  et  par  le  point  où  S 9  rencontre  la  po- 
laire d'un  point  P  on  mène  une  troisième  tangente,  qui 
rencontre  la  seconde  tangente  Sep'  :  la  droite  qui  joint 
ce  point  de  rencontre  au  point  de  contact  de  la  tangente 
S©  enveloppe  une  courbe  de  la  classe  i\x  H-  v. 

175.  Par  un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique,  et  par  le  point  où  l'une  d'elles  rencontre  la  po- 
laire d'un  point  P  on  mène  une  droite  au  point  de  con- 
tact de  l'autre  :  cette  droite  enveloppe  une  courbe  de  la 
classe  4y- 

176.  Si  d'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique,  et  que  par  le  point  où  l'une  d'elles  rencontre 
une  droite  A  on  mène  une  nouvelle  tangente  :  celle-ci 
rencontre  l'autre  tangente,  issue  de  S,  sur  une  courbe  de 
Tordre  p.-\--i  v,  qui  a  un  point  multiple  d'ordre  p-+-v  en  S. 

177.  Par  un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique  :  les  droites  qui  joignent  les  points  où  elles  ren- 
contrent deux  droites  fixes  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  2v. 

178.  Par  un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique,  el  des  points  où  elles  rencontrent  deux  droites 
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lixes  on  mène  de  nouvelles  tangentes  :  celles-ci  se  cou- 
pent sur  une  courbe  d'ordre  av. 

179.  D'un  point  S  on  mène  deux  tangentes  à  chaque 
conique,  et  par  les  points  où  elles  rencontrent  une 
droite  A  on  mène  des  parallèles  à  la  polaire  du  point  S  : 
ces  parallèles  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2  y.  -+•  v . 

180.  Par  deux  points  S,  S'  on  mène  des  tangentes,  et 
les  points  où  les  tangentes  issues  de  S  rencontrent  les 
polaires  d'un  point  P  on  mène  des  droites  aux  points  de 
contact  des  tangentes  issues  de  S'  :  ces  droites  envelop- 
pent une  courbe  de  la  classe  4/*  -+-  2  V. 

§  VU.  —  Théorèmes  relatifs  aux  deux  points  de  chaque 
conique  sur  une  droite. 

181 .  Si  par  l'un  des  deux  points  de  chaque  conique  on 
mène  une  parallèle  à  la  tangente  en  l'autre  point  : 

Ces  parallèles  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
2f/.-hv,  qui  a  deux  tangentes  multiples,  l'une  d'ordre 
[j.  -+-  v  coïncidante  avec  D,  et  l'autre  d'ordre  p.  à  l'infini  -, 

Le  lieu  de  leurs  points  de  rencontre  avec  les  coniques 
est  une  courbe  d'ordre  p  -+-  3  v. 

182.  Par  l'un  des  deux  points  de  chaque  conique  sur 
une  droite  D  on  mène  le  diamètre,  et  par  l'extrémité  de 
ce  diamètre  on  mène  une  parallèle  à  la  tangente  en 
l'autre  point  :  ces  parallèles  enveloppent  une  courbe  de 
la  classe  2jt/-h  3v,  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre 
p.  4-  2V  à  l'infini. 

183.  Par  l'un  des  deux  points  de  chaque  conique  sur 
une  droite  D  on  mène  le  diamètre  et  par  l'autre  une  pa- 
rallèle au  diamètre:  ces  parallèles  enveloppent  une  courbe 
de  la  classe  2^-H2V,  qui  a  deux  tangentes  multiples, 
Tune  d'ordre  \j.  -h  2v  coïncidante  avec  D,  et  l'autre  d'or- 
dre v.  à  l'infini. 
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i8i.   Si  par  un  des  deux  points  de  chaque  conique  sur 

une  droite  D  on  mène  le  diamètre,  la  corde  qui  joint 
l'extrémité  de  ce  diamètre  à  l'autre  point  de  la  conique 
enveloppe  une  courbe  de  la  elasse  2^,  qui  a  une  tangente 
multiple  d'ordre  [x  coïncidante  avec  D. 

185.  Si  par  les  deux  points  de  chaque  conique  sur  une 
droite  D  on  mène  deux  droites  se  coupant  sur  la  conique, 
et  dont  une  passe  par  un  point  Q,  l'autre  droite  enve- 
loppe une  courbe  de  la  elasse  2u+  v,  qui  a  une  tangente 
multiple  d'ordre  p.  -J-  v  coïncidante  avec  D. 

186.  Par  un  des  deux  points  de  chaque  conique  sur  une 
droite  D  on  mène  la  tangente  et  le  diamètre  :  la  corde 
qui  joint  l'extrémité  de  ce  diamètre  à  l'autre  point  ren- 
contre la  tangente  sur  une  courbe  de  l'ordre  p4-  2v. 

187.  Si  en  l'un  des  deux  points  de  chaque  conique 
sur  une  droite  D  on  mène  la  tangente,  la  parallèle  à 
eette  tangente  menée  par  l'autre  point  enveloppe  une 
courbe  de  la  classe  2^H-  y. 

188.  La  tangente  en  un  des  points  de  chaque  conique 
sur  une  droite  D  rencontre  le  diamètre  qui  part  de  l'autre 
point,  sur  une  courbe  de  l'ordre  ^-j. 

189.  Si  des  deux  points  de  chaque  conique  sur  une 
droite  D  011  mène  des  droites  à  deux  points  fixes  Q,  Q'  : 

1°  Ces  droites  se  coupent  sur  une  courbe  de  l'ordre  2p; 
20  Les  cordes  qu'elles  interceptent  dans  les  coniques 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  2p. 

190.  Si  des  deux  points  de  chaque  conique  sur  une 
droite  D  on  mène  deux  droites,  l'une  au  pôle  d'une 
droite  A  et  l'autre  au  pôle  d'une  droite  A',  ces  deux  droites 
se  coupent  sur  une  courbe  de  l'ordre  5  v. 

191.  D'un  des  deux  points  de  chaque  conique  sur  une 
droite  D  on  mène  une  droite  au  pôle  d'une  droite  A,  et 
par  l'autre  point  une  parallèle  à  cette  droite  :  cette  pa- 
rallèle enveloppe  une  courbe  de  la  classe  2^-4-  av,  qui  a 
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deux  tangentes  multiples,  l'une  d'ordre  2v  coïncidante 
avec  D,  et  l'autre  d'ordre  p  à  l'infini. 

192.  La  tangente  en  un  des  deux  points  de  chaque  co- 
nique sur  une  droite  D  rencontre  une  droite  A  en  un 
point  d'où  l'on  mène  une  droite  à  l'autre  point  de  la 
conique  :  cette  droite  enveloppe  une  courbe  de  la  classe 
ijj.  H-  v. 

§  VIII.   —   Coniques  coupées  par  deux  droites. 

493.  Les  coniques  étant  coupées  par  deux  droites  D,  D', 
si  par  leurs  points  sur  D  on  mène  des  parallèles  aux  tan- 
gentes aux  points  de  D',  ces  parallèles  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  ^(J.-\-  2  V. 

194.  Si  aux  points  de  D  on  mène  les  tangentes,  et  par 
les  points  de  D' les  diamètres  :  ces  diamètres  rencontrent 
les  tangentes  en  des  points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de 
l'ordre  2fx  ->,-  4v. 

195.  Si  des  points  de  D'  on  mène  des  droites  aux  ex- 
trémités des  diamètres  qui  partent  des  points  de  D,  ces 
droites  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3  ^4-2  v,  qui  a 
une  tangente  multiple  d'ordre  p.-f-2  v  coïncidante  avec  D'. 

196.  Si  en  l'un  des  points  de  chaque  conique  sur  D 
on  mène  la  tangente,  les  cordes  menées  de  l'autre  point 
aux  deux  points  de  D'  rencontrent  cette  tangente  sur  une 
courbe  de  l'ordre  p  -+-  4  v. 

197.  Si  d'un  point  Q  on  mène  des  droites  aux  points 
de  D,  et  que  par  les  points  où  elles  rencontrent  les  co- 
niques on  mène  des  droites  aux  points  de  D',  ces  droites 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  5^. 

198.  Si  par  des  points  de  D'  on  mène  des  cordes  pa- 
rallèles aux  diamètres  qui  partent  des  points  de  D,  ces 
cordes   ont   leurs    extrémités    sur    une    courbe    d'ordre 

4f*-t-  4V- 
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199.  Les  cordes  interceptées  entre  les  deux  droites 
D,  D'  ont  leurs  pôles  sur  une  courbe  de  Tordre  (x  -+-  2v. 

200.  Les  tangentes  parallèles  aux  cordes  comprises 
entre  les  deux  droites  D,  D'  enveloppent  une  courbe  de 
la  classe  6fx-|-4y>  qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre 
4  v  à  l'infini. 

201.  Les  diamètres  parallèles  aux  cordes  comprises 
entre  deux  droites  D,  D'  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  3/x  4-  4  v. 

202.  Les  droites  qui  joignent  les  pôles  des  deux  droites 
D,  D'  dans  chaque  conique  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  fx. 

203.  Chaque  conique  intercepte  sur  les  deux  droites 
D,  D'  deux  segments  :  la  droite  qui  joint  leurs  milieux 
enveloppe  une  courbe  de  la  classe  2^,  qui  a  une  tangente 
multiple  d'ordre  fx  coïncidante  avec  chacune  des  deux 
droites. 

204.  Les  polaires  d'un  point  P  rencontrent  les  cordes 
interceptées  entre  les  deux  droites  D,  D',  dans  les  co- 
niques respectives,  en  des  points  situés  sur  une  courbe 
de  l'ordre  3fx-H2V. 


DES  PERMUTATIONS; 

Par    M.    J.    BOURGET. 


i .  Au  lieu  de  considérer  un  nombre  quelconque  d'ob- 
jets, nous  supposerons  qu'il  s'agisse  de  6,  et  nous  les  dési- 
gnerons par  les  chiffres  successifs  i,  2,  3,  4?  5,  6.  On 
sait  que  le  nombre  total  des  permutations  est 

1.2.3.4-5.6  =  720. 
2.    Ordre  des  permutations.  —  Nous  effectuerons  les 
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diverses  permutations  de  six  objets  dans  l'ordre  déter- 
miné par  la  série  des  opérations  suivantes  : 

i°  Les  deux  premiers  objets  nous  donneront  les  deux 
permutations  successives 


2°  Nous  placerons  le  troisième  objet  à  toutes  les  places 
possibles  successivement  dans  chacune  des  permutations 
précédentes,  et  nous  obtiendrons  successivement  les  ré- 
sultats suivants  : 

(i)     i23,         (2)     i32,         (  3  )     3i2, 
(4)     2i3,         (5)     23i,         (6)     321. 

3°  Chacune  des  permutations  précédentes  nous  per- 
mettra de  former  une  série  de  permutations  de  4  ob- 
jets, et  nous  les  obtiendrons  dans  un  ordre  déterminé. 
Nous  continuerons  de  la  même  manière  pour  avoir  les 
permutations  de  5  et  de  6  objets. 

Il  est  clair  que  chaque  permutation  de  6  objets  a  un 
rang  déterminé. 

3.  Notation  relative  à  une  permutation.  —  On  peut 
indiquer  une  permutation  déterminée  par  une  notation 
marquant  immédiatement  son  mode  de  formation.  Affec- 
tons chaque  élément,  sauf  le  premier,  d'un  indice  dési  - 
gnant  la  place  qu'il  occupe  dans  la  permutation  précé- 
dente qui  sert  à  le  former,  en  nommant  ire  place  le 
premier  rang  à  droite  du  dernier  élément  de  la  permu- 
tation précédente;  2%  3%.  . .  places  celles  qu'il  occupe 
ensuite  en  avançant  vers  la  gauche.  Une  permutation 
quelconque,  par  exemple 

54  1  36  2, 

pourra  s'écrire 

1  2,  3,  4^  5S  62. 
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Cette  notation  laisse  à  chaque  élément  sa  place  primi- 
tive; elle  permet,  en  outre,  de  raisonner  sur  le  rang  de 
chaque  élément,  comme  nous  allons  le  voir. 

Remarquons  aussi  que  l'indice  ne  peut  pas  surpasser 
le  numéro  de  chaque  élément,  et  il  est  au  moins  un. 

Pour  désigner  la  permutation  de  6  objets,  nous  pren- 
drons la  notation  P6,  et  nous  mettrons  en  indice  inférieur 
le  rang  de  cette  permutation  dans  la  série  des  720  que 
l'on  peut  former. 

4.  Problème.  —  Trouver  la  permutation  de  rang 
donné  a 

La  première  des  permutations  de  6  objets  est  évi- 
demment 

1  2  3  4  5  6  ; 

donc,  en  vertu  de  nos  notations  conventionnelles, 

P<=P?6,: 

car  elle  provient  de  la  permutation  de  5  objets  à  la  suite 
de  laquelle  on  a  placé  le  dernier  objet  6.  On  aura  de 
même 

p;  =  pf6„ 

P°=P?63, 

p:  =  p?6;, 

P«  =  P*65, 
PJ  =  PJ66. 

Arrivés  à  Pji,  si  nous  continuons,  il  faudra  changer  de 
permutation  P:\  et  prendre  P*  au  lieu  de  P,  ;  nous  au- 
rons ainsi  successivement 

ps p6        psfi 

r;      -ÏG.l+l i2U|, 

p«    —  pe        —  psfi 

■> 

pe     —  pc        —  P*  fi 
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Nous  continuerions  en  changeant  P*  en  P%  etc.  Posons 
généralement 

a  =  67  -+-  r 

avec  la  restriction  que  /'  soit  au  moins  1  et  puisse  être 
égal  au  diviseur  6;  nous  aurons 

p«  —  p*     A 

On  démontrera  sans  peine  la  généralité  de  cette  formule 
en  faisant  voir  que,  si  elle  est  vraie  pour  le  rang  a,  elle 
est  encore  vraie  pour  le  rang  a  4-  1 . 
Maintenant  posons  de  même 


1  -h  q  =5q,-h  rt 

et 

r,  >>  O 

et 

^5, 

1  -+-  ql  =  ^q2-h  r2 

r2  >  0 

^4: 

î  -+-  <?2=  3  (73 -h  râ 

'•3  >•  0 

<3, 

1  +  0,  =  2*7,  +  r, 

r4>o 

.<a; 

nous  obtiendrons  la  succession  des  relations 

P«      —  ps      (\ 
ps       —  pi       n 

r  i+q  ■ —   *  1-1-9 1  ^'1  ' 

P4      —  P3      A 

P3  —  P2         3 

pj  pi  „ 

Multiplions  symboliquement  toutes  ces  égalités  membre 
à  membre,  ou  substituons  successivement,  nous  aurons 

P*  =  PI+?<2,.43r34rî5rt6r. 

Nous  remarquerons  maintenant  que  ^î+q,a  est  1  2  ou  2  1  5 
donc  on  a  q3  =  o,  ou  bien  q3  —  1.  Comme  d'ailleurs  les 
restes   ne  sont   jamais   nuls,   il   faut   que   <jr4  =  o;  donc 
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Pt'       =PJ.   Or  cette  première  permutation  du  premier 
objet  i  est  cet  objet  lui-même:  donc  enfin  nous  avons 

(i)  P««  =  i .  2r<  3r,  4,.s  5,.,  6r 

avec  les  égalités 


Exemj 


a  =  6<7  -4-  r 
+  7  =5qi-+-r, 
4*  *?i=  4*75-1-  r2 
-h  q,=  3qz-i-  rz 
+  q3=  r, 


ft 


i  6 

>o  <  U 
'  3 

2 


/e.  —  Proposons-nous  de  trouver  la  45°6  per- 


mutation de  6  objets.  Nous  posons 

45o  =  6.^4  "+"  6,     4  =  3.1-4-1, 
75  =  5.i4-^5,     2=  2, 

i5  =  4.    3  +  3; 


donc 


nous  aurons 


P:50=  12,3,43^63, 

=  21  3  435566, 
=  65  2  4  '  3. 

On  voit  combien  est  simple  notre  règle  et  combien 
son  application  est  facile. 

0.  Dérangements.  — On  dit  que  deux  éléments  d'une 
disposition  présentent  un  dérangement,  ou  encore  une 
inversion,  lorsqu'ils  sont  rangés  par  ordre  de  gran- 
deur décroissante,  au  lieu  de  l'être  par  ordre  de  gran- 
deur croissante,  comme  dans  la  première  disposition 
12  3  4  5  6. 
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La  disposition 

G  5  2  4  i  3 

présente  les  12  dérangements  suivants  : 

65,  62,  64,  61,  63,  52,  54,  5i,  53,  21,  41»  43- 

La  formule  générale  (1)  nous  donne  en  même  temps 
la  disposition  des  éléments  de  la  permutation  de  rang  a 
et  le  nombre  A  des  dérangements.  On  peut  formuler  le 
théorème  suivant  : 

Théorème.  —  Le  nombre  des  dérangements  de  la 
permutation  de  rang  a  est  donné  par  la  formule 

(3)  â  =  (r  —  i)-f-(r,—  1)  +  (/•,—  1)  4-  (r,— i)4-(r4— 1). 

En  effet,  un  élément  quelconque,  3  par  exemple,  donne 
un  ou  plusieurs  dérangements  s'il  est  placé  à  gauche  des 
éléments  antérieurs,  et  seulement  dans  ce  cas;  donc  le 
nombre  des  dérangements  relatifs  à  un  élément  est  égal 
à  son  indice  diminué  d'une  unité;  donc  le  nombre  total 
des  dérangements  d'une  permutation  est  bien  donné  par 
la  formule  ci-dessus. 

Nous  poserons 

(4)  <î— r — 1,   rî(  — r,—  1,    rî2=/-, —  1,    $3=r3 — 1,   5,  =  /-, —  r, 
et  nous  aurons 

(5)  a  =  S  -+-  *,  -h  S,  +  §3  -t-  S,. 

Chacun  des  â  représente  un  nombre  de  dérangements,  c\ 
l'on  voit  que 

(*>o,     <5,>o,      <?2>o,     S3>o.     3t>o, 
(6) 

/     ^5,         <4,         <3,         <2,         <,. 

1  n 
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6.  Théorème.  —  Si  Von  permuLc  deux  éléments 
consécutifs,  le  nombre  des  dérangements  varie  d'une 
unité. 

Considérons  celui  des  deux  éléments  qui  a  le  rang  le 
plus  élevé  dans  la  première  disposition  i  2  3  4  5  6\  S'il 
marche  vers  la  gauche,  son  indice  augmente  d'une  unité. 
S'il  marche  vers  la  droite,  son  indice  diminue  d'une 
unité.  Dans  les  deux  cas,  l'indice  de  l'autre  élément  reste 
invariable.  Donc,  etc.  c.  q.  f.  d. 

7.  TnÉORÈME.  —  Si  Von  permute  deux  éléments 
quelconques,  le  nombre  des  dérangements  varie  d'un 
nombre  impair,  et  la  permutation  change  de  classe. 

En  effet,  soient  g  et  h  les  deux  éléments  permutés,  et 
p  le  nombre  des  éléments  qui  les  séparent.  Si  h,  en  mar- 
chant vers  g,  arrive  à  sa  gauche,  le  nombre  des  déran- 
gements varie  de  p  -f-  s.  unités  positives  ou  négatives, 
d'après  le  théorème  précédent  ;  si  ensuite  g,  en  marchant 
en  sens  inverse,  de  gauche  à  droite,  arrive  à  la  place  de 
A,  le  nombre  des  dérangements  variera  encore  de  p  unités 
positives  ou  négatives;  donc,  par  la  permutation  des  deux 
éléments  g  et  h,  il  aura  varié  de  ip  -\~  1  unités  positives 
ou  négatives,  donc,  en  résumé,  d'un  nombre  impair 
d'unités. 

8.  Théorème.  —  Le  nombre  total  des  dérangements 
d'une  disposition  de  n  objets  ne  peut  pas  surpasser 
n(n—i) 

2 
En  effet,  nous  avons  trouvé 

d'où  Ton  voit,  d'après  le  maximum  des  restes  r,  r1}  /?,..., 
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que  la  valeur  maximum  de  A  est 

[n  —  i)  4-  (n  —  2) +...4-3-+-  24-1, 
ou 

,    .  n[n  —  1) 

C.     Q.     F.     D. 

Dans  le  cas  de  6  objets,  eette  valeur  maximum  est 

6.5         . 

=  i5. 

2 

9.  Problème.  —  Étant  donnée  une  permutation, 
trouver  son  rang  dans  la  série  des  1,  2,  3, .  .  .n  permu- 
tations. 

Ce  problème  est  l'inverse  de  celui  que  nous  avons 
posé  au  début-,  il  est  facile  de  voir  qu'il  est  résolu  par  la 
série  des  égalités  (2). 

Nous  pouvons,  en  effet,  mettre  d'abord  la  permutation 
donnée  sous  la  forme 

1  2,.4  3,.3  4ra  5,.,  6r  ; 
nous  en  tirerons 

q3  =  rt  —  l  =  S, , 

q2  —  3  §i  -+-  §3 , 

q  =  5. 4. 3^4-5. 4*3 -+-  Si,  H-  *i, 
et  enfin 

(8)     «  =  6 . 5 . 4 . 3  St  4-  6 . 5 . 4  <î3  4-  6 . 5  5, 4-  6<J,  -1  -5  4-1 . 
Remarque.  —  Celle  formule  nous  montre  que  le  rang 
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d'une  permutation  est  déterminé  aussitôt  que  l'on  con- 
naît le  nombre  des  dérangements  de  chacun  des  objets. 
Considérons,  comme  exemple,  la  disposition 

6  5  2  4  i  3; 
nous  la  mettons  sous  la  forme 

i  2S  3,  4s  5i6„; 
d'où 

a  =  6.5.4-3  4-  6.5.2  -i-6. 4  -+-  5  -+-  i  =45  o. 

10.  Permutations  conjuguées.  —  Nous  nommerons 
«  permutations  conjuguées  »  celles  dont  le  nombre  des 
dérangements  est  complémentaire  au  nombre  □  maxi- 
mum et  dont  les  nombres  partiels  de  dérangements 
£',  J',,  #'2,  dri,...  sont  aussi  complémentaires  aux 
maxima.  Nous  avons  donc,  par  définition,  de  A'  et  â', 
ô\  , .  .  . ,  les  relations  suivantes  : 

■   S  -+-  S'  =  5 , 

8,  +^,  =  4, 
*,  +  rj;  =  3 , 

s  ■+  s;  ==  2 , 
9t  -  o\  -  i , 

|    A  -f-  A'  =  □  , 


19) 


et  aussi 

(io)  A'=*/  +  a,1-t-a;  +  *,JH-i'4. 

11.   Théorème.    —    Deux    permutations    conjuguées 
sont  également  éloignées  des  extrêmes. 

En  effet,  nommons  a1  le  rang  de  la  permutation  con- 
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j uguée  de  celle  qui  a  pour  rang  a.  iNous  aurons,  d'après 
ia  formule  (8), 

donc 

a  +  «'  =  6.5.4.3. 1  -+-  6.5.4.2  +  6.5.3  -+-  6.4  -4-  5  +  2 
=  6.5.4.3.1  4- 6.5.4.2 +6.5.3  +  6.4 +6+1 
=  6.5.4.3.2-6.5.4.3 
+  6.5.4.3      -6.5.4 
+  6.5.4  -6-5 

-4-6.5  -6 

-4-6  -4-1 

=  6. 5. 4-3.2-+-i  =  nombre  total  des  permutations  + 1 . 

Désignons  par  N  le  nombre  total  des  permutations-,  nous 
aurons  donc 

(il)  a  -4-  a' =  N  -4-  I. 

G.     Q.     F.    D. 

Prenons  comme  exemple  la  permutation  conjuguée 
de  6  5  2  4  1  3  =  1  22  3j  43  5S  66.  Nous  trouverons 

<r=o,    s\  =  o,   <r2  =  i,   #,  =  1,    §\  =  o-, 

par  suite 

«'  =  271 . 

Or  la  271°  permutation  en  a  270  avant  elle,  et  la  45oe 
permutation  en  a  720  —  4^2  =  270  après  elle. 

12.  Théorème.  —  Le  nombre  des  permutations  ci)  an/ 
A  dérangements  est  le  même  que  le  nombre  des  permu- 
tations ayant  A'  dérangements. 

En  effet,  pour  trouver  les  permutations  qui  offrent  A 
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dérangements  5  il  faut  résoudre  l'équation 

(12)  S  -4-  <î,  -+-  S2  -4-  S3  -4-  St  =  A 

en  nombres  entiers  assujettis  aux  conditions  (6).  Ad- 
mettons qu'on  ait  trouvé  une  solution.  Si  nous  posons 

S  =  5-S',     ^,  =  4-3',,..., 

nous  aurons 

5  _  S'  +  4—  gn  ■+-  3  —  «T.  -+-  2  —  «^  +  1  —  ?t  =  à, 

d'où 

(i3)  P+  #t  +  ^2  +  #3  -f-  ^  =  □  —  A  =  A'; 

d'où  l'on  voit  que  chaque  solution  de  l'équation  (12) 
correspond  à  une  solution  de  l'équation  (i3),  et  récipro- 
quement. Donc  le  théorème  est  démontré. 

13.  Problème.  —  Trouver  toutes  les  permutations 
ayant  un  nombre  donné  A  de  dérangements,  et  trouver 
leur  nombre. 

La  résolution  de  l'équation 

S  -h  3t  -h  S,  -+-  S3  -f-  £«  =  A 

n'offre  aucune  difficulté  dans  la  pratique;  elle  se  fera 
méthodiquement  en  tenant  compte  des  relations  (6). 
Donnons  un  exemple  de  cette  résolution  en  prenant 
A  =  3.  Nous  formerons  un  tableau  dans  lequel  nous 
donnerons  d'abord  à  o2,  $3,  O4  leur  valeur  o,  et  la  réso- 
lution sera  ramenée  à  celle  d'une  équation  à  2  incon- 
nues; puis  nous  donnerons  à  o2  successivement  les  va- 
leurs 1,  2,  3,  ce  qui  ramènera  chaque  fois  la  résolution 
à  celle  d'une  équation  à  2  inconnues  ;  puis  nous  ferons 
varier  9,  et  rJ..  Nous  aurons  évidemment  le  tableau  sui- 
vant 
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Nous  pouvons  remarquer,  d'après  la  formation  même 
de  ce  tableau,  qu'en  nommant  Ni  le  nombre  des  solu- 
tions de  l'équation  à  5  inconnues,  on  a 

i,A    nA    ^    "A— I  ' 

car  la  dernière  inconnue  prend  successivement  les  va- 
leurs o  et  1 . 

De  même,  nous  aurons 

Ni  =  NA3     +  NI_,  4-  NI-, , 
Ni_I  =  Nl_IH-N4I_2  +  N|_3, 

car  la  dernière  inconnue  o3  prend  successivement  les 
valeurs  o,  1,  i\  par  conséquent,  la  somme  des  trois  au- 
tres est  successivement  3.  2,  1  ou  2,  1,  o:ou  A,  A  —  1, 

A — 2,ouA-i.  A  —  2,  A  — 3.  Donc 

N]  =  Ni  4-  2Ni_,  -+-  2Ni_,  -j-  Ni_3 . 

Nous  aurons  de  même 

Ni  =  NA2  4  Ni_,  +  Ni_2  -+-  NI_3 , 
Ni_r  =  Ni_t  4-  Ni_2  4  Ni_3  -+-  Ni_, , 
Ni_2  =  Ni_,  4-  Ni_3  4-  Ni_,  4-  NA2_5 , 
Ni_3  =  Ni_,  4-  Ni_  ,  4-  Ni_5  4-  Ni_G  ; 

par  suite 

N|=Nl4-3N^_I-i-5Nl_:t-4-6N^_î4-5Ni_44-3^_54-Nl_B> 
et  enfin,  par  une  transformation  semblable, 

JNl=Ni4-4N^_I-f-9Ni_24-i5Ni_34-2oNi_44-22Nt_5 

M  '  j  4-  2oNi_^  4-  i5N]_:  4-  9Ni_s  4-  4Nj_„  4-  Ni_I0. 

Cette  formule  donne  le  nombre  des  solutions  deman- 
dées,' et  ou  pourrait  en  établir  une  analogue  pour  NÇ. 
Nous  remarquerons  que  N1  est  généralement  égal  à  1. 
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JNous  remarquerons  aussi  que,  par  suite  de  la  loi  même 
suivie  dans  l'établissement  de  cette  formule,  l'indice  in- 
férieur est  au  moins  égal  à  zéro  et  ne  peut  pas  être  né- 
gatif; d'un  autre  côté,  il  ne  peut  pas  surpasser  5;  donc 
la  formule  sera  générale  si  l'on  convient  de  mettre  pour 
N^_;  le  nombre  zéro  toutes  les  fois  qu'il  ne  satisfera  pas 
à  la  relation 


i5) 


£5, 


ou  bien  toutes  les  fois  que  l'on  n'aura  pas 

>A—  5. 


>6) 


Dans  le  cas  de  A  =  3,  nous  aurons  i  compris  entre  3 
et  2  ;  donc 

i  =  o ,    i ,   2 ,   3  ; 

donc 

N^  =  ih-4-+-9H-i5  =  29; 

et  c'est  bien  le  nombre  de  solutions  données  par  le  tableau 
précédent. 

La  loi  qui  préside  aux  coefficients  de  l'équation  (i4) 
est  donnée  par  un  triangle  analogue  au  triangle  arithmé- 
tique de  Pascal. 

Voici  ce  triangle  : 


2e. 

3e. 

4e- 
5e. 
6e. 


2  2  1 

3  5  6     5     3i 

4  9  l5   20   22   20      i5        9     4      ï 

5  1 4  29  49  7 '  9°   ICM    lo!  l)°  7 '   49  29  r 4  5   i 
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La  loi  de  formation  t-si  la  suivante  : 

i°  Chacun  des  nombres  de  la  3e  ligne  se  forme  en 
ajoutant  le  nombre  supérieur  de  la  ligne  horizontale 
précédente  à  la  somme  des  i  qui  le  précèdent  dans  cette 
même  ligne. 

2°  Chacun  des  nombres  de  la  4e  ligne  se  forme  en 
ajoutant  au  nombre  supérieur  la  somme  des  3  qui  le 
précèdent; 

3°  Chacun  des  nombres  de  la  5e  ligne  se  forme  en 
ajoutant  au  nombre  immédiatement  supérieur  la  somme 
des  4  qui  Ie  précèdent  dans  la  4e  ligne  horizontale,  et 
ainsi  de  suite. 

Cette  loi  résulte  des  égalités  successives  qui  nous  ont 
conduit  à  la  formule  (i4)- 

Xous  pouvons  donc  écrire  : 

Ni  =  Ni  -+-  2  N !_,  -+-  2  N2_2  4-  N2_3 , 

N]  =  Ni  -+-  3  Ni_r  -+-  5  Ni_,.  +  6Ni_3  ■+■  5  Ni_4  4-  3  NJ_5  -4-  Ni_6 , 


en  remarquant  toujours  que  la  plus  forte  valeur  de  l'in- 
dice inférieur  de  IV  est  l'indice  supérieur  du  premier 
membre  et  que  la  plus  faible  est  zéro.  Dans  ces  limites, 
N1  est  égal  à  15  en  dehors  il  est  nul. 

On  démontre  facilement  par  cette  formule  que  le  nom- 
bre des  permutations  ayant  A  dérangements  est  égal  au 
nombre  de  celles  qui  ont  A'=  □  —  A  permutations. 
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EXPOSÉ  DINE  THÉORIE  (GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE) 
DES  SECTIONS  CONIQUES; 

Par  M.   Auguste  MOREL, 

Ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique,  répétiteur  à  Sainte-Barbe. 


Cet  article  a  pour  but  de  présenter  aux  élèves  de  Ma- 
thématiques spéciales,  sous  une  méthode  nouvelle,  l'en- 
semble des  propriétés  des  courbes  du  second  degré  qui 
font  partie  de  leur  programme,  et  de  leur  montrer  com- 
ment, en  se  guidant  sur  les  résultats  fournis  par  le  calcul, 
on  peut  refaire,  par  la  géométrie  élémentaire,  une  théorie 
établie  par  la  géométrie  analytique.  Nous  croyons  donc 
leur  être  utile  en  leur  donnant  une  sorte  de  programme 
de  géométrie  des  coniques,  avec  quelques  indications 
pour  arriver  à  la  démonstration  des  théorèmes.  Pour  les 
propositions  qui  se  trouvent  dans  la  Géométrie  d'Amiot, 
nous  renvoyons  à  cet  ouvrage. 

Chapitre  I.   —  De  l'ellipse. 

1.  Définition.  —  L'ellipse  est  une  courbe  telle,  que 
la  somme  des  distances  MF,  MF'  de  l'un  quelconque 
de  ses  points  à  deux  points  fixes  F  et  F'  est  égale  à  une 
longueur  constante  que  j'appellerai  ia.  Les  points  F  et 
F'  sont  \es  fojers ;  je  désignerai  leur  distance  par  2  c,  et 

le  rapport  -  prendra  le  nom  &  excentricité. 

2.  Construction  de  la  courbe  d'un  mouvement  con- 
tinu. 

3.  Construction  de  la  courbe  par  points. 
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4.  Théorème.  —  L'ellipse  a  pour  (entre  de  symétrie 
le  milieu  O  de  la  ligne  FF',  et  pour  axes  de  symétrie  la 
ligne  FF'  et  sa  perpendiculaire  passant  par  le  point  O. 

5.  Théorème.  —  Suivant  qu'un  point  est  intérieur  ou 
extérieur  à  l'ellipse,  la  somme  de  ses  distances  aux  deux 
foyers  est  plus  petite  ou  plus  grande  que  ia. 

6.  Théorème.  —  Si  d'un  point  M  d'une  ellipse  on 
abaisse  la  perpendiculaire  MP  sur  l'axe  focal,  la  diffé- 
rence des  rayons  vecteurs  est  proportionnelle  à  la  dis- 
tance OP  de  cette  droite  au  centre. 

Ce  théorème  résulte  immédiatement  de  la  définition 
de  la  courbe;  car  si  l'on  exprime  au  moyen  de  la  perpen- 
diculaire MP  et  de  OP  les  carrés  des  rayons  vecteurs,  et 
que  l'on  fasse  la  différence  de  ces  carrés,  on  en  déduit 

û  —  p' =  2 .  -  •  OP. 
'  a 

7.  Théorème. —  Je  prends  sur  l'axe  focal  dune  ellipse 
un  point  S,  tel  que  l'on  ait  OF.OS  =  OA\  et  par  ce 
point  je  mène  une  tangente  SC  au  cercle  décrit  sur  A  A' 
comme  diamètre;  je  mène  le  rayon  OC  passant  au  point 
de  contact,  et  par  le  point  M,  projection  d'un  point  P  de 
l'ellipse,  la  parallèle  MN  au  rayon  OC;  la  portion  MN 
de  cette  parallèle  comprise  entre  le  point  M  et  la  tan- 
gente SC  est  égale  au  rayon  vecteur  FP. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  mène  la  tangente  S'C 
parallèle  à  SC,  et  je  prolonge  la  ligne  NM  jusqu'au 
point  N'  où  elle  rencontre  S'C;   puis  je  démontre  que 

MN  -+-  MN'  =  ia  et  que  MIN'—  MN  =  i  .  -  .  OM,  c'est- 
à-dire  que  l'on  a  la  double  égalité 

p'  -(-  p  =  MN'  +  MN ,     p'  —  p  =  MN'  —  MN  ; 
d'où  l'on  déduit  le  théorème  énoncé. 
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8.  Corollaire.  —  Si  par  le  point  S  je  mène  la  droite  SPi 
perpendiculaire  à  A  A',  et  du  point  P  la  ligne  PR  parallèle 

FP 

à  A  A',  le  rapport  — -  des  distances  d'un  point  quelconque 

de  l'ellipse  au  foyer  F  et  à  la  droite  RS  est  constant  et 

eeral  a  -• 
*  a 

La  droite  RS  s'appelle  la  directrice  correspondant  au 

foyer  F.  Il  existe   une  autre  directrice  passant  par  le 

point  S',  symétrique  du  point  S  par  rapport  au  centre, 

correspondant  au  foyer  F'. 

9.  Théorème.  —  Si  je  prolonge  X ordonnée  d'une  el- 
lipse jusqu'au  point  où  elle  rencontre  le  cercle  décrit  sur 
le  grand  axe  comme  diamètre,  le  rapport  de  l'ordonnée 
de  l'ellipse  à  celle  du  cercle  est  constant. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  joins  le  centre  O  au 
point  M  où  l'ordonnée  coupe  le  cercle,  et  du  point  F 
j'abaisse  la  perpendiculaire  FR  surOM;  je  prouve  alors  : 

i°  Que  OM  — OR  ou  RM  =  FN,  rayon  vecteur  du 
point  N  considéré; 

a°  Que  NP9  =  MPS—  FR2. 

Et,  comme  FR  ==  -  •  MP,  on  en  déduit 


NP2=  MP'.     — -     =  MP 


—  i 
a1 

ce  qui  démontre  le  théorème. 

10.  Corollaire .  —  L'ordonnée  d'un  point  quelconque 
de  l'ellipse  partage  le  grand  axe  en  deux  segments  additifs 
tels,  que  le  carré  de  l'ordonnée  est  au  produit  de  ces  deux 
segments  comme  Z>2  est  à  ar . 

4 1 .  Théorème.  —  La  tangente  à  l'ellipse  fait  des  angles 
égaux  avec  les  rayons  vecteurs  du  point  de  contact. 
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12.  Corollaire  1.  —  La  tangente  n'a  qu'un  point 
commun  avec  la  courbe. 

Corollaire  II.  —  La  normale  bissecte  l'angle  des 
rayons  vecteurs  passant  par  son  pied. 

13.  Théorème.  —  Le  lieu  des  points  symétriques  de 
l'un  des  foyers  par  rapport  à  toutes  les  tangentes  à  l'el- 
lipse est  un  cercle  décrit  de  l'autre  foyer  comme  centre 
avec  ia  pour  rayon. 

Ce  cercle  prend  le  nom  de  cercle  directeur  relatif  au 
foyer  qui  est  son  centre.  On  verrait  de  même  qu'il  existe 
un  second  cercle  directeur  relatif  à  l'autre  foyer,  et  qui 
est  le  lieu  des  points  symétriques  du  premier  foyer  par 
rapport  aux  tangentes. 

14.  Corollaire .  —  L'ellipse  peut  être  considérée  comme 
le  lieu  des  points  également  distants  d'un  cercle  et  d'un 
point  pris  à  son  intérieur. 

15.  Problème.  —  Mener  une  tangente  à  l'ellipse  par 
un  point  pris  sur  la  courbe. 

16.  Problème.  —  Mener  une  tangente  à  l'ellipse  par 
un  point  extérieur. 

17.  Théorème.  —  Le  lieu  des  sommets  des  angles 
droits  circonscrits  à  l'ellipse  est  un  cercle. 

Pour  le  prouver,  je  remarque  que  l'angle  des  lignes 
qui  joignent  le  foyer  F  aux  points  de  rencontre  P,  P'  du 
cercle  directeur  et  de  la  circonférence  passant  par  le 
foyer  F,  et  dont  le  centre  est  le  point  donné  Ml5  doit  être 
droit,  puisqu'il  a  ses  côtés  perpendiculaires  aux  tan- 
gentes-, donc  le  point  Mj  doit  être  au  milieu  de  la  droite 
PP',  et  l'on  aura 

F' M,  4-M,P,==4a2, 


(  ^  ) 

et,  enjoignant  le  point  M]  au  centre,  on  aura 

OM2  = =2«J-cJ=fl!+  b-  ; 

donc  OM  est  constant  et  égal  à  la  diagonale  du  rectangle 
construit  sur  les  demi-axes. 

18.  Théorème.  —  Si  d'un  point  M  extérieur  à  l'el- 
lipse on  mène  les  deux  tangentes,  et  qu'on  joigne  les  deux 
foyers  au  point  donné  et  aux  deux  points  de  contact  : 
i°  la  ligne  F' M  bissecte  l'angle  des  rayons  vecteurs  menés 
du  point  F'-,  20  les  lignes  qui  joignent  les  foyers  au 
point  M  font,  respectivement,  des  angles  égaux  avec  les 
tangentes. 

19.  Problème.  —  Mener  à  l'ellipse  une  tangente  pa- 
rallèle à  une  direction  donnée. 

20.  Corollaire . — Les  deux  points  de  contact  des  deux 
tangentes  parallèles  sont  symétriques  par  rapport  au 
centre,  et  réciproquement,  si  l'on  mène  les  tangentes  en 
deux  points  symétriques  par  rapport  au  centre,  ces  tan- 
gentes sont  parallèles. 

21 .  Théorème.  —  Le  lieu  géométrique  des  projections 
des  foyers  d'une  ellipse  sur  les  tangentes  est  le  cercle  dé- 
crit sur  le  grand  axe  comme  diamètre. 

22.  Théorème.  —  Le  produit  des  distances  des  deux 
foyers  à  une  même  tangente  est  constant  et  égal  au  carré 
du  demi-petit  axe. 

23.  Théorème.  —  Si  une  droite  rencontre  une  ellipse 
aux  points  M  et  N,  et  la  directrice  correspondante  au 
foyer  F  en  P,  et  si  Ion  joint  le  foyer  F  aux  points  M, 
N,  P,  la  ligne  FP  est  la  bissectrice  de  l'angle  adjacent  à 
celui  des  deux  rayons  vecteurs  FM,  FN. 
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Cela  résulte  de  la  définition  même  de  la  directrice,  cai 
si  l'on   abaisse  les  perpendiculaires  Mm,  Nrc  sur  cette 

droite,  ou  a 

MP  _  Mm  _  FM 
NP  ~~  "nTT  ~  FN  " 

24.  Corollaire  I.  —  Une  droite  ne  peut  rencontrer 
une  ellipse  qu'en  deux  points. 

Corollaire  II.  —  La  ligne  qui  joint  un  foyer  au  point 
de  rencontre  d'une  tangente  et  de  la  directrice  corres- 
pondante, est  perpendiculaire  au  ravon  vecteur  passant 
au  point  de  contact. 

Corollaire  III.  —  Si  par  les  extrémités  d'une  corde 
focale  on  mène  des  tangentes,  ces  lignes  se  coupent  sur 
la  directrice,  et,  réciproquement,  si  d'un  point  de  la  di- 
rectrice on  mène  des  tangentes,  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact  passe  par  le  foyer. 

Corollaire  IV.  —  Les  tangentes  aux  sommets  sont 
perpendiculaires  à  l'axe  correspondant. 

25.  Problème.  —  Déterminer  les  points  d'intersection 
dune  droite  et  d'une  ellipse  déterminée  par  ses  foyers  et 
son  grand  axe. 

26.  Théorème.  —  Le  point  de  rencontre  d  une  droite 
et  de  la  directrice  est  le  point  de  concours  des  tangentes 
communes  que  l'on  peut  mener  aux  cercles  ayant  pour 
centres  les  points  de  rencontre  de  la  droite  et  de  l'ellipse, 
et  passant  par  le  foyer  correspondant  à  la  directrice 
considérée. 

On  démontre  facilement  ce  théorème  en  cherchant  le 
point  où  la  tangente  commune  coupe  la  ligne  des  centres, 
et  prouvant  que  ce  point  appartient  a  la  directrice. 

27.  Corollaire  I.  —  Si  la  ligne  donnée  se  déplace 
parallèlement  à  elle-même,  il  en  est  de  même  de  la  tan- 
gente commune. 
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Corollaire  II.   —  Si  la  droite  donnée  passe  par  le 
centre,  la  tangente  commune  aux  deux  cercles  précédents 
est  aussi  tangente  au  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme 
diamètre. 

28.  Théorème.  —  Le  lieu  géométrique  du  point  milieu 
d'une  corde  de  direction  donnée  est  une  droite  que  l'on 
obtient  en  joignant  le  centre  de  l'ellipse  au  point  de 
rencontre  de  la  directrice  et  d'une  droite  menée  par  le 
foyer  correspondant  perpendiculairement  à  la  direction 
donnée. 

Pour  le  prouver,  je  remarque  que  cette  perpendicu- 
laire, passant  par  le  point  de  rencontre  des  deux  cercles 
désignés  dans  le  théorème  précédent,  passe  par  le  milieu 
a.  de  la  tangente  commune,  et  que,  par  suite,  la  ligne  qui 
joint  le  milieu  de  la  corde  au  point  a  est  perpendiculaire 
sur  la  tangente  commune-  si  je  mène  par  le  centre  une 
parallèle  à  la  direction  donnée,  la  droite  Fa  coupera  le 
cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre  au  point 
de  contact  de  la  tangente  commune  à  ce  cercle  et  à  l'un 
des  cercles  décrits  comme  précédemment.  On  en  déduit 
facilement  que  le  lieu  du  point  m,  milieu  de  la  corde  de 
direction  donnée,  est  une  droite.  Cette  droite  s'appelle  le 
diamètre  correspondant  à  la  direction  donnée. 

29.  Corollaire.  —  Si  l'on  cherche  le  diamètre  cor- 
respondant à  cette  nouvelle  direction  que  l'on  vient  de 
déterminer,  on  retrouvera  une  droite  parallèle  à  la  pre- 
mière. 

30.  Scolie.  —  Deux  diamètres  tels  que  chacun  d'eux 
partage  en  deux  parties  égales  les  cordes  parallèles  à 
l'autre  sont  appelés  diamètres  conjugués.  On  voit  faci- 
lement que  les  portions  de  deux  diamètres  conjugués 
situées  d'un   même   côté  du    petit    axe   sont  de  part  et 

18. 
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d'autre  du  grand  axe,  et  que  les  axes  eux-mêmes  forment 
un  système  de  diamètres  conjugués. 

31.  Théorème.  —  Si  par  les  extrémités  P,  P'  de  deux 
demi-diamètres  conjugués,  je  mène  les  ordonnées  et  que 
je  prolonge  ces  droites  jusqu'aux  points  Q  et  Q',  où  elles 
rencontrent  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  dia- 
mètre, les  rayons  OQ,  OQ'  de  ce  cercle  sont  à  angle 
droit. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  il  suffit  de  prouver  que, 
si  je  mène  une  corde  parallèle  à  OP'  et  que  je  prenne 
dans  le  cercle  les  points  de  mêmes  abscisses  que  ses 
extrémités,  la  ligne  qui  joint  ces  points  dans  le  cercle 
est  parallèle  à  OQ',  et  que,  de  plus,  le  milieu  de  cette 
droite  est  sur  OQ,  et  a  même  abscisse  que  le  milieu  de 
la  parallèle  à  OP'  ;  en  d'autres  termes,  que  les  deux  dia- 
mètres OQ,  OQ'  jouent  dans  le  cercle  le  rôle  de  diamètres 
conjugués. 

32.  Corollaire.  —  Si  par  un  point  du  grand  axe  nous 
menons  une  tangente  à  l'ellipse  et  une  tangente  au  cercle, 
les  deux  points  de  contact  sont  sur  une  même  perpendi- 
culaire au  grand  axe. 

33.  Théorème.  —  La  somme  des  carrés  des  projec- 
tions de  deux  diamètres  conjugués  sur  un  axe  est  égale 
au  carré  de  cet  axe. 

Ce  théorème  se  déduit  immédiatement  du  précédent. 

34.  Corollaire.  —  La  somme  des  carrés  de  deux  dia- 
mètres conjugués  est  constante  et  égale  à  la  somme  des 
carrés  des  axes. 

35.  Théorème.  —  Si  l'on  mène  une  tangente  quel- 
conque terminée  aux  deux  axes,  le  produit  des  segments 
compris  sur  cette  tangente  entre;  le  point  de  contact  el 
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«  hacun  des  axes  est  égal  au  carré  du  demi-diamètre  pa- 
rallèle à  la  tangente. 

Ce  théorème  se  déduit  facilement  du  théorème  (31)  et 
de  son  corollaire. 

36.  Théorème.  —  La  longueur  d'un  diamètre  OP 
dune  ellipse  est  égale  à  la  corde  BFC  menée  par  le  foyer 
dans  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre, 
parallèlement  au  rayon  ayant  même  projection  que  OP. 

La  démonstration  de  ce  théorème  a  déjà  été  donnée 
dans  les  Annales. 

37.  Théorème.  —  Le  parallélogramme  construit  sur 
deux  diamètres  conjugués  a  une  aire  constante. 

Ce  théorème  résulte  du  corollaire  (32)  5  car,  si  je  con- 
struis ce  parallélogramme  et  que,  par  les  points  où  ses 
côtés  coupent  le  grand  axe,  je  mène  des  tangentes  au 
cercle  décrit  sur  le  grand  axe  comme  diamètre,  il  est 
facile  de  prouver  que  je  formerai  un  rectangle  dont  les 
sommets  auront  mêmes  projections  que  ceux  du  parallé- 
logramme considéré,  et,  de  plus,  que  les  ordonnées  du 
sommet  du  parallélogramme  seront  à  celles  correspon- 
dant au  rectangle  dans  le  rapport  de  b  à  a.  On  en  déduit 
que  l'aire  du  parallélogramme  considéré  est  égale  à  ^ab. 

38.  Problème.  —  Construire  les  axes  d'une  ellipse 
dont  on  connaît,  en  grandeur  et  en  position,  deux  dia- 
mètres conjugués. 

La  construction  à  suivre  est  celle  indiquée  dans  la 
Géométrie  analytique  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  et  dont 
la  démonstration  géométrique  est  très-simple. 

39.  Théorème.  —  Si  une  ligne  droite  AB  de  longueur 
constante  glisse  entre  deux  droites  rectangulaires,  un 
point  quelconque  M  de  cette  droite  décrit  une  ellipse 
dont  les  demi-axes  sont  AM  et  BM. 


(  *78  ) 
Pour  le  prouver,  il  suffit  de  faire  voir  que  si,  du  point  O 
comme  centre  avec  AM  comme  rayon,  je  décris  un  cercle, 
les  ordonnées  de  la  courbe  décrite  par  le  point  M  sont 
aux  ordonnées  correspondantes  de  ce  cercle  dans  le  rap- 
port constant  de  BM  à  AM. 

Le  théorème  est  encore  vrai  si  le  point  M  est  pris  en 
dehors  du  segment  AB,  mais  sur  cette  droite. 

(  La  suite  prochainement.) 

APPLICATION  D'UN  THÉORÈME  SIR  LES  SURFACES  DE  SECOND 
ORDRE  A  LA  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  926; 

Par  M.  Lodis  SALTEL, 

Elève  du  lycée  de  Lille,  ancien  élève  du  lycée  Louis-le-Grand. 


(a)  La  question  (926)  est  un  cas  particulier  de  ce  pro- 
blème plus  général  : 

Etant  données  deux  équations  du  second  degré  à 
trois  variables^ 

f{x,  jr,  z)  =  o,     f  ( x,  y*  2)  *±=  o, 

trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  que 
ces  équations  représentent  un  cercle  ;  déterminer  la  di- 
rection de  son  plan,  son  centre,  la  longueur  de  son 
rayon. 

(b)  Détermination  des  conditions  et  de  la  direction 
du  plan.  —  Je  m'appuierai  sur  la  proposition  réciproque 
suivante,  qui,  je  crois,  n'a  pas  encore  été  remarquée. 
On  sait  que  : 

Lorsque  deux  surfaces  du  second  ordre  se  coupent 
suivant  des  courbes  planes,  toute  section  parallèle  au 
plan  de  Vunc  de,  ces  courbes  donne  des  sections  homo- 
thétiques. 
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Le  théorème  réciproque  est  vrai  : 

Si  deux  surfaces  du  second  ordre  se  coupent  suivant 
deux  courbes  planes  situées  à  distance  finie,  et  quelles 
admettent  une  même  série  de  sections  homothétiques , 
leur  plan  est  en  général  parallèle  à  Vun  de  ceux  de 
V  intersection. 

Soient  (Sl5  S2)  les  deux  surfaces,  (Aj,  A2)  les  plans  des 
courbes  communes,  et  D  la  direction  de  la  série  des 
sections  planes. 

Dans  le  cas  où  Oserait  parallèle  à  l'un  des  plans  (Al5  A2). 
le  théorème  est  démontré;  dans  le  cas  contraire,  D  coupe 
(Al5  A2)  suivant  deux  droites  situées  à  distance  finie , 
et  conséquemment  la  courbe  totale  d'intersection  géné- 
ralement suivant  quatre  points  situés  aussi  à  distance 
finie. 

D'un  autre  côté,  les  mêmes  sections  planes,  étant  ho- 
mothétiques, ont  deux  points  communs  à  Yinfini. 

Par  suite,  les  deux  coniques  que  donne  le  plan  D  par 
son  intersection  avec  les  deux  surfaces  coïncident,  comme 
ayant  six  points  communs.  Ainsi,  chaque  position  oblique 
de  D  couperait  (Si,  S2)  suivant  une  même  courbe,  et  les 
deux  surfaces  se  confondraient,  ce  qui  n'est  pas. 

Remarque .  —  Le  raisonnement  précédent  est  en  dé- 
faut si  les  sections  homothétiques  sont  des  hyperboles 
dont  les  asymptotes  sont  respectivement  parallèles  aux 
traces  que  donne  leur  plan  avec  ceux  des  courbes  com- 
munes. Cette  circonstance  ne  saurait  se  présenter  dans  le 
cas  où  les  courbes  sont  des  ellipses.  On  peut  donc  en  toute 
rigueur  énoncer  le  corollaire  suivant  : 

Théorème.  —  Si  deux  surfaces  du  second  ordre  se 
coupent  suivant  deux  courbes  planes  situées  à  distance 
finie  et  quelles  admettent  une  même  série  de  sections 
circulaires,  l  une  des  courbes  d  intersection  est  un  cercle 
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Il  résulte  de  ce  théorème  que  les  conditions  nécessaires 
et  suffisantes  pour  que  deux  surfaces  du  second  ordre  se 
coupent  suivant  un  cercle  sont  : 

i°  De  se  couper  suivant  des  courbes  planes , 
2°  D^admettre   une  direction  commune  de  sections 
circulaires . 

Le  problème  est  ainsi  ramené  à  deux  autres  complète- 
ment distincts  et  d'ailleurs  résolus  dans  le  Cours  de  Ma- 
thématiques spéciales. 

Nous  allons  rappeler  succinctement  leurs  solutions. 

S'agit-il  de  trouver  les  conditions  pour  que  les  deux 
surfaces  se  coupent  suivant  des  courbes  planes? 

On  forme  l'équation  générale  des  surfaces  du  même 
ordre  qui  passent  par  leur  intersection;  on  exprime 
qu'elle  possède  un  axe  central  situé  sur  sa  surface,  et 
l'on  obtient  trois  relations  qui,  par  l'élimination  d'un 
paramètre  arbitraire ,  conduisent  définitivement  à  deux 
équations  de  condition. 

Veut-on  exprimer  que  les  deux  surfaces  ont  une  di- 
rection commune  de  sections  circulaires? 

On  considère  les  équations 

A-  S,).r3+  (A'-S,)j2  +  (A"—  S,)  z' 


i) 

i Byz  -+-  2  B'zr  H-  2 B  .cy  =  o, 

i  (a  —  S2)  x-  -h  {a'—  S,) y2  -h  (A"  —  S,)  z2 

(2)        i 

(  -I-  2  byz  -+-  ib'zx  +  2  b"  ry  —  o, 

qui  représenteront  les  directions  des  sections  circnlaires, 
si  (Su  S2)  vérifient  les  relations 

j  (A  -  S,)  (A'-  S,)  (A"-  S,)-  (A-  S,)  B2-  (A'-  S,)B" 

i  -(A"-S1)B"î  +  2BB'B"=o, 

f    [{a—  S,)  («'  —  S,)  (a"—  S:)  —  (A—  S,)  b'—  (a'—  S,)  b'2 
*'  l  _(„"_S,)/«"-  -    *bb'b"z=o. 
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On  exprime  quelles  ont  une  solution  eomniunc  de  la 
forme 

ax  -+-  p y  H-  yz  =  o, 

ce  qui  exige  deux  conditions, 

(5)  /(S,-,S.)=ol 

(6)  T(S„S,)  =  o, 

et  l'élimination  de  St  et  S2  entre  les  équations  (3),  (4), 
(5),  (6)  fournira  les  deux  équations  de  condition  que 
doivent  vérifier  les  coefficients  pour  que  la  propriété 
demandée  ait  lieu. 

(c)  Détermination  du  centre  et  du  rayon.  —  Le 
centre  est  évidemment  donné  par  l'intersection  des  deux 
diamètres  correspondant  à  la  direction  commune  des 
sections  circulaires.  Quant  au  rayon,  il  est  encore  facile 
à  obtenir.  Supposez  le  cas  où  la  direction  du  plan  des 
sections  communes  passe  par  le  centre  du  cercle;  projetez 
la  section  sur  l'un  des  plans  coordonnés,  le  grand  axe  de 
la  courbe  projection  sera  égal  au  rayon. 

(d)  Remarque.  —  La  théorie  précédente  suppose  essen- 
tiellement que  les  deux  surfaces  se  coupent  suivant  deux 
courbes  planes  situées  à  distance  finie;  si  donc  nous  ne 
voulons  rien  négliger,  il  nous  reste  à  examiner  le  cas 
où  l'une  des  courbes  se  transporte  à  l'infini. 

Le  problème  est  des  plus  faciles.  En  effet,  les  deux 
surfaces  sont  nécessairement  homothétiques ,  et  une 
simple  soustraction  donne  l'équation  du  plan  de  la 
courbe  commune. 

Or,  pour  que  cette  courbe  soit  un  cercle,  il  faut  et  il 
suffit  que  son  plan  ait  une  direction  de  sections  circu- 
laires de  l'une  des  surfaces,  ce  qui  s'exprime  immédiate- 
ment par  deux  équations  de  condition. 
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(e)   Applications.  —  M.  Dupain  propose  comme  ap 
plieation  numérique  les  deux  équations 

25 y-  -+-  24  zy  -+-  i53z: —  76  v  4-  258s  —  695  =  o, 

25  X-  -+-  'Jixz  -+-  IÔOZ1  4-  22X4-  2^8z  —  ifôl  =  O. 

On  reconnaît,  en  calculant  les  grands  axes  de  ces  el- 
lipses, qu'ils  sont  différents  5  donc  ces  équations  ne  sau- 
raient représenter  un  cercle. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Moret-Blanc,  du  lycée 
du  Havre. 

SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  872 

vuir  Ï*  série,  t.  VII,  p    ?  ;- 

Par  M.  WILLIÈRE, 

Professeur  à  Arlon. 

Deux  droites  qui  divisent  harmonique  ment  les  trois 
diagonales  d'un  quadrilatère  rencontrent  en  quatre 
points  harmoniques  toute  conique  inscrite  dans  le  qua- 
drilatère. (Cremoka. 

Je  rapporte  la  figure  au  triangle  formé  par  les  trois 
diagonales  du  quadrilatère  5  les  équations  des  qualre  côtés 

sont  dans  ce  cas  : 

x  -h  y  -\-  z  =  o, 

x  -+-  y  —  z  =  o , 
x  —  y  -+-  z  =  o , 

x  —  y  —  s  =  o . 

Soient 

Ix  4-  m  y  -4    nz  =  o, 

I'  r        m'j     ■    n'z  —  0 
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les  équations  de  deux  droites  quelconques;  les  points  où 
ces  droites  coupent  la  diagonale  x  sont  déterminés  par 
l'équation 

mm' y2  -\-  (m  ri  -+■  nm'  )zy  -f-  nn'z2=.  o, 

et  les  sommets  du  quadrilatère  situés  sur  la  même  dia- 
gonale, par  l'équation 


Pour  que  ces  quatre  points  soient  harmoniquement  con- 
jugués, il  faut  que  l'on  ait 

mm'  —  nri . 

De  même,  pour  que  les  deux  autres  diagonales  soient 
divisées  harmoniquement,  il  faut  que  l'on  ait 

nri  =  II' 
II'  =.  mm' ; 

d'où  je  conclus  que  les  équations  de  deux  droites  qui 
divisent  harmoniquement  les  diagonales  du  quadrilatère 
sont  de  la  forme 

li)  l  x  -+-  m  y  •+-  n  z  =  o , 

i    \  x         y  z 

I  m  n 

Une  conique  quelconque,  inscrite  dans  le  quadrilatère,  a 
pour  équation 

(3)  y?X2 — (x(.r24-j2 —  z2)  -)~  J)  2=  o. 

Par  suite,  l'équation  des  deux  lignes  joignant  un  point 
[x\j\  z')  de  cette  conique  aux  points  d'intersection  de 
la  droite  (i)  avec  la  même  conique  sera 

{l.r'  -\-my'-h  riz')  [p?x*  —  y.(ar-hy7  —  z"-)  -+-  y"1] 

—  2(/.r  -4-  m  y  -4-  nz)  \  ii2xx'  —  fi(xx'  -f-  yy'  —  zz')  -4-//']. 
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Ces  deux  droites  coupent  la   diagonale   2  =  0  en  deux 
points  déterminés  par  l'équation 

\ix-[my'  ■+-  nz'  —  lx') 

—  i.T.y{pmx'  —  ly')  —  y-[lx'  —  my'  -hnz')  =  o. 

En  opérant  de  la  même  manière  pour  la  droite  (2),  on 
trouverait  deux  points  correspondants  déterminés  par 
1  équation 

y'    *'    *'\         /  **    r'\     Jx'    y'    z'\ 
—h ri— a^rlf* — =i-)— y  \-t— - — h- )=o. 

m       n        l  )  J\m        l  )  \  /        m       n) 

Ces  quatre  points  seront  harmoniques  si  Ton  a 

(y'        z'        x'\  n    '  <  M 

ai- ! [lx  —  my'  -+-  nz') 

\  m         n  l  ) 

,   {*'      y'      z' \ 

/    ■#'       y'  \ 
+  i[u.mx'  —  ly')  \u.-  —  —  \  =0, 

ou  bien,  toute  réduction  faite, 

^x"  —  p (*"  H-  /"  —  z")  +j"  =  0, 

ce  qui  est  une  identité,  puisque  le  point  [x',  y\  z')  est 
situé  sur  la  conique  (3). 

EXERCICES  POUR  L4  LICENCE  ; 

Par  M.   W.   H.  BESANT, 

du  collège  de  Saint-Jean  à  Cambridge. 


:notes  sur  les  roulettes  et  les  glissettes. 

Cet  ouvrage  contient  une  exposition  assez  complète  de 
la  théorie  des  tourbes  engendrées  par  un  point,  ouenve- 
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loppées  par  une  ligne  lorsque  ce  point  ou  cette  ligne  sont 
entraînés  dans  le  mouvement  de  roulement  ou  de  glisse- 
ment d'une  ligne  donnée  sur  des  ligures  fixes. 

On  sait  que  depuis  longtemps  le  nom  de  roulettes  a  été 
donné  aux  lignes  résultant  du  roulement  d'une  figure 
déterminée  sur  une  autre  figure  fixe.  L'auteur  a,  par  ana- 
logie, donné  le  nom  de  glissettes  aux  lignes  engendrées 
parle  glissement  d'une  figure  déterminée  sur  des  points 
ou  des  lignes  fixes. 

Nous  donnons  ici,  à  titre  d'exercices  préparatoires  à  la 
licence,  les  principaux  théorèmes  et  exercices  compris 
dans  l'ouvrage  de  M.  Besant. 

I.  —  Roulettes. 

1.  Soient^  la  perpendiculaire  abaissée  d'un  point  fixe  O 
sur  la  tangente  en  un  point  P  d'une  courbe,  et  <j>  son  in- 
clinaison sur  une  ligne  fixe;  alors  : 

i°  La  perpendiculaire  abaissée  du  point  O  sur  la  nor- 
dp 


maie  a  pour  valeur  —  ; 


i°  Le  rayon  de  courbure  en  P  est  égal  à  p  H ; — 

2.  La  relation  p  =f  [y)  entre  p  et  <p  est  appelée  équa- 
tion tangentielle  polaire  de  la  courbe  (M.  Ferrers,  Cam- 
bridge and  Dublin  Mathematical  Journal,  i855).  On 
peut  remarquer  que  cette  équation  n'est  autre  que  l'équa- 
tion polaire  de  la  podaire  du  point  O  pris  comme  pôle, 
et  la  ligne  fixe  comme  axe  polaire, 

3.  Trouver  l'équation  tangentielle  polaire  de  la  ligne 
tracée  par  un  point. 

4.  Exemple.  —  Trouver  la  roulette  du  foyer  d'une 
parabole  roulant  sur  une  ligne  droite. 

Trouver  le  lieu  du  pôle  de  la  ligne  r  =  a  (1  —  cos  9) 
roulant  sur  sou  axe. 
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5.  Ayant,  en  x  et  j r,  l'équation  de  la  roulette,  trouver 
l'équation  de  la  courbe  mobile. 

6.  Exemples.  —  La  roulette  est  la  chaînette 


(e  '    —  e    ~\ 


:  =-  le1 

2   \ 

La  roulette  est  la  parabole  y-  =  t\ax. 
La  roulette  a  pour  équation  —  -+-  —  =  i . 

7.  Trouver  l'équation  tangentielle  et  l'équation  à 
ternies  finis  de  l'épi  cycloïde. 

Trouver  l'équation  de  cette  courbe  en  fonction  de  p 
et  r. 

8.  Une  courbe  roule  sur  une  autre;  on  demande  de 
trouver  le  lieu  d'un  point  de  son  plan. 

9.  Une  courbe  roule  sur  une  droite  -,  trouver  la  cour- 
bure du  lieu  d'un  point  de  son  plan. 

10.  Si  une  courbe  roule  sur  une  ligne  fixe  d'un  arc  #s, 
l'angle  dont  a  tourné  une  ligne  du  plan  de  la  ligne  mo- 
bile est  ds  (  — l — ;  j?  petp'  étant  les  rayons  de  courbure 

\  P       P  / 
du  point  de  contact. 

11.  Une  courbe  roule  sur  une  courbe  fixe;  trouver  la 
courbure  de  la  roulette  tracée  par  un  point  qu'elle  en- 
traine. 

12.  Si  une  courbe  roule  sur  une  droite,  l'arc  de  la 
roulette  est  égal  à  l'arc  correspondant  de  la  podaire. 

13.  Lorsqu'une  courbe  roule  sur  une  courbe  fixe,  l'arc 
élémentaire  de  la  roulette  est  à  l'arc  correspondant  de  la 
podaire  dans  le  rapport  de  p  -J-  p'  à  p',  p  étant  le  rayon 
de  courbure  de  la  courbe  mobile,  et  p'  celui  de  la  courbe 
fixe. 

{La  suite  prochainement.} 
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CONCOIRS  POUR  L'ÉCOLE  NAVALE  EN  1871 

Triangle. 

Etant  donnés  les  trois  côtés  d'un  triangle, 

«z=3io,     £  =  i5o,     <?  =  252,8556, 

trouver  les  angles,  la  surface  et  le  rayon  du  cercle  cir- 
conscrit. 

Epure. 

Etant  donné  un  plan  dont  la  trace  verticale  fait  un 
angle  de  36  degrés  avec  la  ligne  de  terre  et  dont  la  face 
postérieure  est  inclinée  à  49° 3o'  sur  la  face  supérieure 
du  plan  horizontal,  trouver  les  projections  d'une  droite 
satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

i°  La  droite  perce  le  plan  dans  le  premier  dièdre  à 
27™,  5o  de  la  trace  verticale  du  plan  et  à  34m,io  de  la 
trace  horizontale. 

21'  La  partie  supérieure  de  la  droite  fait  un  angle  de 
54  degrés  avec  la  partie  supérieure  de  la  trace  verticale 
du  plan  et  un  angle  de  67°3o'  avec  la  partie  antérieure 
de  la  trace  horizontale. 

L'échelle  sera  prise  à  ,-—,  et  les  angles  construits  géo- 
métriquement. 

Chaque  candidat  doit  remettre  une  explication  som- 
maire de  l'épure. 

Remarque.  —  Nous  trouvons  la  rédaction  de  cette 
question  fort  obscure,  et  si  elle  nous  semble  difficile  à 
comprendre,  elle  doit  être  à  peu  près  inintelligible  pour 
les  candidats.  Que  faut-il  entendre  par  face  postérieure 
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d'un  plan  quelconque?  Quelle  sérail  la  face  postérieure 
d'un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  ?  etc.  Tous 
ces  termes  peuvent  être  définis  et  employés  dans  un  cours 
oral  par  le  professeur;  mais  ils  ne  sont  pas  tous  d'un 
usage  habituel  et  n'ont  pas  pour  tous  une  même  signifi- 
cation déterminée.  J.  B. 


CORRESPONDAXCE. 


Extrait  d'une  lettre  de  M.  Moret-Blanc,  professeur 
au  lycée  du  Havre. 

Une  erreur  s'est  glissée  dans  la  solution  de  la  ques- 
tion 942  (numéro  de  février)  :  Un  cube  parfait  aug- 
menté de  sept  unités  d } ordre  quelconque  ne  peut  pas 
être  un  carré  parfait;  que  l'auteur  de  la  solution  pro- 
pose d'énoncer  ainsi  : 

Un  cube  parfait  augmenté  de  sept  unités  d'ordres 
quelconques  ne  peut  pas  être  un  carré  parfait. 

Parmi  les  formes  possibles  d'un  carré,  M.  Morel  a  ou- 
blié m  g  -+-  4  et  m  g  H-  7,  dont  la  dernière  rend  nulle  sa 
démonstration . 

En  effet,  avec  la  modification  proposée  le  théorème 
serait  certainement  inexact. 

Exemple  :  33  -+- 100  -4-  4-  10  -4-  2  =  i32. 

Le  théorème  primitif  reste  donc  à  démontrer. 

Note  du  Rédacteur.  —  M.  Moret-Blanc  m'a  adressé 
de  très-bonnes  solutions  de  plusieurs  questions  propo- 
sées; elles  seront  prochainement  insérées  dans  le  Journal. 

G. 
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Élément i  di  Geometria,  per  Achille  Sannia,  professore 
nella  R.  Scuola  di  Applicazione  per  gl'Ingegneri  di 
Napoli,  e  Eniuco  d'Ovidio,  professore  nel  R.  Liceo 
Principe  Umberto  di  Napoli.  Seconda  edizione,  ri- 
veduta  e  corretta.  Napoli,  1871.  —  1  vol.  petit  in-8°, 
de  x-571  p.,  avec  382  fig.  dans  le  texte.  Prix  : 
5  francs. 

Ce  traité,  qui  vient  d'atteindre  rapidement  sa  seconde 
édition,  a  été  rédigé  pour  répondre  au  programme  tracé 
par  l'administration  de  l'Instruction  publique  en  Italie, 
et  en  vertu  duquel  l'enseignement  de  la  géométrie  élé- 
mentaire (du  moins  pour  la  partie  plane)  doit  se  faire 
d'après  les  Eléments  d'Euclide.  L'objet  capital  que  ce 
programme  avait  en  vue,  celui  de  ramener  l'enseigne- 
ment géométrique  à  la  rigueur  logique  des  anciens,  nous 
semble  complètement  atteint  par  les  auteurs  de  cet  excel- 
lent ouvrage.  En  examinant,  avec  attention,  la  manière 
dont  ils  ont  traité  les  points  délicats  sur  lesquels  on  est 
presque  sûr  de  rencontrer,  dans  la  plupart  des  ouvrages 
élémentaires,  les  mêmes  erreurs  traditionnelles,  nous 
avons  partout  trouvé  l'exactitude  à  la  place  de  Y  à  peu 
près,  et  l'Italie,  qui  possède  déjà  une  traduction  des 
Éléments  de  Mathématiques  de  M.  Baltzer,  vient  de 
s'enrichir  d'un  nouveau  livre,  où  l'on  peut  étudier  scien- 
tifiquement la  géométrie. 

Si  les  Éléments  d'Euclide  sont  restés  pendant  plus  de 

deux  mille  ans  le  plus  beau  modèle  de  sévère  logique, 

modèle  rarement  égalé,  jamais  surpassé,  il  n'en  est  pas 

moins  vrai  que  le  mode  d'exposition  de  cet  ouvrage  ne 

Ann.  (/<•  Malhémat.,  2e  série,  t.  X    .Juillet  1871/  i»| 
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répond  plus  à  l'état  actuel  de  la  science,  et  que  l'étude 
du  texte  pur  d'Euclide  est  une  tâche  assez  pénible  pour 
les  commençants.  Il  s'agissait  donc  d'introduire  avec  pru- 
dence, dans  un  cours  de  géométrie,  les  simplifications 
que  comportent  les  méthodes  modernes,  sans  diminuer 
en  rien  le  caractère  d'exactitude  et  d'évidence  des  dé- 
monstrations, et  la  profonde  intelligence  des  principes 
qui  distingue  l'œuvre  du  géomètre  grec. 

C'est  ce  que  MM.  Sannia  et  d'Ovidio  se  sont  efforcés 
de  faire,  et  l'on  peut  dire  qu'ils  ont  parfaitement  réussi 
à  conserver  la  rigueur  de  leur  modèle.  Mais  peut-être 
sont-ils  restés  un  peu  en  deçà  du  but,  en  suivant  de  trop 
près  les  anciennes  méthodes,  comme  ils  l'ont  fait  dans  la 
théorie  des  proportions. 

On  s'est  élevé  avec  raison  contre  la  manière  dont 
Legendre  et  son  école  ont  introduit  les  considérations 
arithmétiques  dans  la  géométrie,  sans  avoir  préalable- 
ment expliqué  comment  on  supplée  à  l'impossibilité  de 
représenter  généralement  les  grandeurs  continues  par 
des  nombres.  On  y  parvient  en  s'appuyant  sur  le  prin- 
cipe des  limites,  en  vertu  duquel  des  relations,  entre1 
grandeurs  continues,  démontrées  pour  les  valeurs  indéfi- 
niment approchées  de  ces  grandeurs,  sont  rigoureusement 
vraies  pour  ces  grandeurs  elle-mêmes.  En  procédant 
ainsi,  on  justifie  l'emploi  des  méthodes  arithmétiques, 
plus  courtes  et  plus  familières  aux  commençants  que  les 
méthodes  anciennes,  et  présentant  l'avantage  caractéris- 
tique de  toute  bonne  méthode,  de  côtoyer  toujours  de  près 
la  pratique. 

Si  Ion  tient  absolument  à  ne  pas  mêler  l'idée  de 
nombre  dans  la  théorie  des  proportions,  on  n'a  qu'a  dé- 
finir les  lignes  proportionnelles  comme  celles  qui  peuvent 
être  placées  sur  les  deux  côtés  d'un  angle,  de  manière  que 
les  lignes  qui  joignent  les  points  de  division  soient  parai- 
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îèles.  On  en  conclut  facilement,  par  une  démonstration 
purement  géométrique,  que  deux  rectangles  qui  ont  leurs 
dimensions  inversement  proportionnelles  sont  équiva- 
lents, et  réciproquement.  En  nommant  alors  produit  de 
deux  lignes  la  surface  du  rectangle  construit  sur  ces  deux 
lignes,  on  peut  étendre  immédiatement  aux  proportions 
des  lignes  les  propositions  arithmétiques  relatives  aux 
proportions  des  nombres.  Ayant  ainsi  défini  la  multi- 
plication, et  par  suite  la  division  géométrique ,  rien 
n'empêche  de  traiter  les  relations  géométriques  par  les 
règles  de  l'algèbre,  qui  ne  sont  pas,  comme  on  se  le  figure 
si  souvent,  desimpies  généralisations  de  forme  des  règles 
de  l'arithmétique,  mais  qui  s'appliquent  immédiatement 
aux  grandeurs  concrètes,  dès  qu'on  a  défini  pour  celles- 
ci  les  opérations  fondamentales,  analogues  à  celles  de 
l'arithmétique. 

MM.  Sannia  et  d'Ovidio  ont  préféré  revenir  à  la  théo- 
rie des  proportions  d'Euclide,  en  la  modifiant,  d'après  les 
indications  de  M.  Duhamel  (*),  par  la  substitution  des 
équisousmultiples  aux  équimulliples.  Malgré  cette  simpli- 
fication, l'exposé  de  la  théorie  n'en  occupe  pas  moins 
quinze  pages,  et  ne  dispense  pas  les  auteurs  de  reprendre 
plus  tard  cette  même  théorie  au  point  de  vue  algébrique 
ou  arithmétique,  qui  se  prête  beaucoup  mieux  aux  appli- 
cations. Personne  n'admire  plus  que  nous  le  cinquième 
livre  d'Euclide,  un  des  plus  beaux  chefs-d'œuvre  scienti- 
fiques que  nous  a  laissés  l'antiquité,  et  nous  pensons  qu'un 
professeur  ne  peut  se  dispenser  de  l'avoir  étudié  au  moins 
une  fois  avec  attention.  Mais  nous  en  dispenserions  très- 
volontiers  les  commençants,  que  la  difficulté  de  cette  étude 
pourrait  bien  décourager. 

Il  serait  avantageux,  sous  le  rapport  de  l'uniformité  et 

(*)  Éléments  de  Calcul  infinitésimal,  liv.  I.  chap.  i. 

iq. 
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de  la  brièveté,  de  fonder  les  divers  théorèmes  de  propor- 
tionnalité sur  le  principe  suivant,  qu'il  est  facile  de  revê- 
tir d'une  forme  élémentaire  :  Deux  grandeurs  x  et 
o(x)  sont  proportionnelles,  lorsque  Von  a,  pour  des 
valeurs  quelconques  a:,,  xt  de  la  première,  la  relation 

i)  y     Il+^)   =   9(x,)    +   ^(^) 

entre  les  valeurs  correspondantes  de  la  seconde.  On  dé- 
duirait très-simplement  de  cette  relation  le  caractère  des 

équimultiples d'Euclide, savoir :mç(ar,)  =  ho(o:2),  suivant 
que  mxi'=  nx<>,  et  d'autre  part  l'existence  de  la  rela- 
tion (i)  se  vérifie  immédiatement  dans  la  plupart  des  cas. 

Disons,  en  passant,  qu'il  nous  eût  semblé  préférable  de 
désigner  légalité  de  deux  rapports  par  le  signe  ordinaire 
(  =  ),  et  de  renoncer  aux  quatre  points  ('.'.)  des  anciens 
arithméticiens,  qui  commencent  à  tomber  en  désuétude. 

Un  autre  reproche  que  nous  adressons  aux  auteurs  de 
ce  traité,  c'est  de  n'avoir  pas  cherché,  dans  la  disposition 
des  matières,  à  grouper  ensemble  les  diverses  théories 
qui,  différentes  en  apparence,  ne  constituent  en  réalité 
que  des  points  de  vue  différents  sous  lesquels  on  peut  en- 
visager un  même  ensemble  de  vérités.  Telles  sont,  par 
exemple,  la  théorie  des  triangles  plans  et  celle  des  cordes 
dans  le  cercle,  la  théorie  des  angles  polyèdres  et  celle  des 
polygones  sphériques.  L'utilité  de  semblables  rapproche- 
ments est  évidente.  On  évite  par  là  les  doubles  emplois 
dans  les  démonstrations  -,  on  accoutume  les  élèves  à  re- 
connaître sous  des  noms  différents  des  objets  identiques  ; 
on  leur  fait  mieux  comprendre  la  fécondité  des  théorèmes 
les  plus  simples  en  leur  faisant  voir  à  la  fois  les  divers 
aspects,  dont  chacun  correspond  à  un  ordre  d'applications 
différent. 

Par  exemple,   ce   théorème    que.  dans  tout    triangle 
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isoscèle,  la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  la 
base  passe  par  le  sommet,  peut  s'énoncer  immédiatement 
sous  d'autres  formes,  en  disant  que  tout  point  équidistant 
des  extrémités  d'une  droite  appartient  à  la  perpendi- 
culaire élevée  sur  le  milieu  de  cette  droite,  ou  que  deux 
obliques  égales  s'écartent  également  du  pied  de  la  per- 
pendiculaire, ou  que  la  perpendiculaire  élevée  sur  le 
milieu  d'une  corde  d'un  cercle  passe  par  le  centre. 
Cette  diversité  d'énoncés  dune  même  proposition  ne  peut 
que  mettre  sur  la  voie  des  différents  problèmes  qu'elle 
peut  servir  à  résoudre. 

Joignons  à  ces  considérations  l'avantage  qui  résulte  de 
ce  qu'un  tel  groupement,  adopté  par  Euclide  lui-même, 
permet  à  l'élève  d'exécuter  toutes  les  constructions  indi- 
quées pour  îa  démonstration  des  théorèmes,  et  de  s'exer- 
cer lui-même,  dès  le  début,  à  des  constructions  graphi- 
ques, excellente  préparation  à  l'étude  de  la  géométrie 
théorique,  que  les  gymnases  allemands  n'ont  garde  de 
négliger,  mais  dont  nos  constructeurs  de  programmes 
français  ne  se  doutent  pas,  tant  est  profond  le  manque 
d'organisation  et  d'enchaînement  dans  toutes  les  branches 
d'étude  de  nos  lycées  !  Il  va  sans  dire  qu'en  Allemagne  le 
dessin  géométrique  est  enseigné  par  les  mêmes  maîtres 
que  la  géométrie  théorique,  dont  il  n'est  que  le  préam- 
bule. 

L'ouvrage  de  MM.  Sannia  et  d'Ovidio  est  divisé  en 
huit  Livres,  dont  les  quatre  premiers  sont  consacrés  à  la 
géométrie  des  figures  planes,  les  quatre  autres  à  celle  des 
figures  dans  l'espace. 

Les  deux  premiers  Livres  correspondent  à  peu  près  par 
leur  contenu  aux  deux  Livres  de  Legendre.  Les  proposi- 
tions sur  les  angles  formés  autour  d'un  point,  qui  forment 
le  début  du  premier  Livre,  auraient  été  abrégées  et  simpli- 
fiées, si  l'on  eiit  considéré  comme  point  de  départ  la  no- 
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tion  d'un  tour  entier,  qui  est  l'unité  angulaire  naturelle 
en  faisant  remarquer  que  ce  tour,  de  même  qu'un  seg- 
ment rectiligne,   ne  peut  être  divisé  que   d'une  seule 
manière  en  deux  ou  en  quatre  parties  égales. 

L'élude  des  positions  relatives  de  deux  cercles  est  trai- 
tée, dans  le  second  Livre,  avec  beaucoup  de  soin  et  de 
clarté. 

Le  Livre  III  contient  la  théorie  euclidienne  des  pro- 
portions, la  similitude  des  figures  planes,  les  systèmes 
harmoniques  de  points  et  de  droites,  les  premières  no- 
tions sur  les  pôles  et  polaires. 

Dans  le  Livre  IV,  les  auteurs  donnent  les  propositions 
relatives  à  l'équivalence  des  aires  planes,  au  rapport  des 
aires  des  figures  semblables,  à  la  division  de  la  circonfé- 
rence en  parties  égales.  Ils  exposent  le  principe  des 
limites,  à  la  suite  duquel  ils  placent  la  définition  de  la 
longueur  d'un  arc  de  cercle.  Viennent  ensuite  la  théorie 
algébrique  des  rapports  entre  grandeurs  incommensu- 
rables, le  calcul  de  la  mesure  des  aires  planes,  la  mesure 
des  angles  par  le  rapport  de  l'arc  au  rayon,  la  détermina- 
tion du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  etc. 

Le  Livre  V  renferme  les  matières  traitées  dans  les 
Livres  V  et  Vide  Legendre,  moins  tout  ce  qui  se  rapporte 
à  la  mesure  des  volumes,  à  la  symétrie  et  à  la  similitude. 

Le  Livre  ^  I  a  pour  objet  l'étude  des  surtaces  de  révolu- 
tion :  cylindre,  cône  et  sphère  -,  plans  tangents  et  sécants; 
pôles;  positions  relatives  de  deux  sphères;  polygones  et 
cercles  sphériques.  Il  se  termine  par  la  théorie  des  figures 
symétriques. 

Le  Livre  VII  est  consacré  à  la  théorie  de  la  similitude 
dans  l'espace.  Systèmes  harmoniques  de  plans:  pôle  et 
plan  polaire  ;  systèmes  harmoniques  sur  la  sphère;  ligures 
polaires  réciproques. 

Enfin  le  Livre  ^  II!  traite  de  la  mesure  des  volumes  et 
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des  surfaces  des  polyèdres,  du  cylindre,  du  cône  et  de  la 
sphère.  Piapport  des  aires  et  des  volumes  des  figures  sem- 
blables. Conséquences  du  théorème  oVEuler  sur  les  po- 
lyèdres. Mesure  des  angles  dièdres  et  polyèdres  par  des 
portions  de  surface  sphérique. 

Chacun  des  huit  Livres  est  suivi  d'un  recueil  d'exer- 
cices très-bien  choisis  :  théorèmes  à  démontrer,  lieux  géo- 
métriques à  trouver,  problèmes  à  résoudre. 

Nous  regrettons  que  l'étendue  de  cet  article  ne  nous 
permette  pas  d'entrer  dans  plus  de  détails  sur  la  ri- 
chesse des  matériaux  que  contient  cet  ouvrage,  dont  les 
auteurs  ont  prouvé  qu'ils  étaient  au  courant  de  tous  les 
progrès  de  la  géométrie,  et  qu'ils  savaient  en  même  temps 
se  maintenir  dans  les  limites  d'un  cours  élémentaire.  En 
étudiant  ce  livre,  on  y  trouvera  ce  qu'il  faut  pour  ap- 
prendre à  fond  les  éléments  de  la  géométrie,  et  pour  se 
préparer  à  la  connaissance  des  parties  plus  élevées  de 
cette  science.  Ce  qui  est  plus  précieux  encore,  on  y  trou- 
vera un  guide  sûr  et  des  idées  saines. 

J.    HOUEL. 


ANALYSE  INDETERMINEE; 

Problèmes, 

Par  M.   Désiré   ANDRÉ. 


I. 

Problème.  —  Trouver  trois  nombres  entiers,  diffé- 
rents de  zéro,  dont  les  carrés  soient  en  proportion 
arithmétique. 

Soient  x,  y  ,  z  trois  nombres  repondant  à  la  question. 
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on   a 

(i)  x* — y*— y7 —  z2, 

(l 'où 

2/2  =  X2  -4-  Z2. 

Multiplions  les  deux  membres  de  cette  dernière  équa- 
tion par  2,  il  vient 

4/2=  2.r2  -+-  2Z2, 

ou  bien 

4j2=(^-f-z)2-t-  (or  -z)1, 

ou  enfin    -, 

.     >  fx-hz\-       (x  —  z\2 

Cela  posé,  soient  a,  &,  c  trois  nombres  entiers,  tels  que 

(3)  é2=û2-4-c\ 

Posons 

v  =6. 


—  «  > 

2 

.r  —  z 

2         -"' 

ce  qui  nous  donne 

J=*. 

x  =  a  -+-  c, 

z  =  a  —  c; 

Les  entiers  a,  &,  c  satisfaisant  à  l'équation  (3),  les  valeurs 
précédentes  de  x,  y,  z,  lesquelles  sont  entières,  satisfe- 
ront à  l'équation  (2),  et,  par  suite,  à  l'équation  (1). 
Donc  elles  répondront  à  la  question. 

Remarque .  —  Toute  solution  de  l'équation 
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c'est-à-dire,  suivant  l'expression  consacrée,  tout  triangle 
rectangle  en  nombres  fournira  une  solution  de  la  question 
proposée.  Or,  il  existe  une  infinité  de  triangles  rectan- 
gles en  nombres;  donc  le  problème  considéré  admet  une 
infinité  de  solutions. 

Application.  —  Soit  le  triangle  rectangle 

52=4'+32; 
on  en  déduit 

■r  =  7»      7  =  5>     z  =  i; 
donc 

7%     5%     i» 

forment  une  proportion  arithmétique. 

II. 

Problème.  —  Trouver  trois  nombres  entiers  diffé- 
rents de  zéro,  dont  les  carrés  forment  une  proportion 
harmonique. 

On  sait  que  si  trois  nombres  sont  en  proportion  arith- 
métique, leurs  produits  deux  à  deux  sont  en  proportion 
harmonique.  Il  suffit  donc,  pour  résoudre  le  problème 
actuel,  de  trouver  trois  carrés  en  proportion  arithmé- 
tique, et  de  former  leurs  produits  deux  à  deux. 

Le  problème  actuel  est  ainsi  ramené  au  problème  pré- 
cédent. Il  admet  aussi  une  infinité  de  solutions. 

Applications.  —  On  a  vu  que 

72,     5%     V 
sont  en  proportion  arithmétique;  donc 

(7X5)%     (7Xi)%     (5  Xi)2, 

c'est-à-dire 

35J,     7%     52  , 

sont  en  proportion  harmonique. 
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III. 


Problème.  —  Résoudre  en  nombres  entiers,  différents 
de  zéro,  V équation 


i         i  _     i 
x       y        a 


dans  laquelle,  a  représente  un  entier  différent  de  zéro. 
L'équation  proposée  peut  s'écrire  ainsi 

[x  —  a)  { y  ■ —  a)  =  à1. 

Sous  cette  forme,  elle  montre  que  x  —  a  et  y —  a  sont 
deux  diviseurs  conjugués  de  a2.  A  chaque  couple  d,  d' 
de  deux  diviseurs  conjugués  correspondra  donc  une  solu- 
tion donnée  par  les  formules 


ou  bien 


x  —  a  =  d, 
y  — a  =  df, 

r  =  a  -T-  ( l , 
r  =  a  —  d' . 


Le  problème  est  ainsi  ramené  à  la  recherche  (qu'on 
sait  faire)  des  diviseurs  de  a~. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  ce  procédé  donne  toutes  les 
solutions  de  l'équation  proposée. 

IV. 

Remarque  I.  —  Il  faut  exclure  le  couple  de  diviseurs 
conjugués 

d  =  d  '  =  —  a  . 

vu  qu  il  donnerait 

x  =y  =  o 
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Remarque  II.  —Deux  diviseurs  conjugués  d,  d1 ',  ayant 
pour  produit  a%  sont  forcément  de  même  signe.  Quand  les 
deux  diviseurs  conjugués  sont  de  même  signe  que  a,  les 
valeurs  correspondantes  de  x  et  dey  sont  aussi  toutes  deux 
de  même  signe  que  a.  Dans  le  cas  contraire,  les  valeurs 
de  x  et  àey  sont  l'une  positive,  l'autre  négative. 

Remarque  III.  —  Soit  D  le  nombre  des  diviseurs  posi- 
tifs de  a2,  le  nombre  des  couples  distincts  de  facteurs  con- 
jugués positifs,  comme  celui  des  couples  distincts  de  fac- 
teurs conjugués  négatifs,  est  égal  à Il  faut  exclure 

le  couple  d  =  d'  =  —  «,  qui  se  trouve  parmi  ceux  dont 
le  signe   est  contraire  à  a.  Il  reste  donc  couples 

distincts  de  même  signe  que  a,  et couples  distincts 

de  signe  contraire. 

Par  suite,  le  nombre  des  solutions  où  x  et  y  sont  de 

D  h-  1  î    •  j  i     • 

même  signe  est ■>   et  celui  des  solutions  ou  x  et  y 

,       .                       .               D— i 
sont  de  signes  contraires  est 

Or, 

D  ■+-  i        D  — 


D. 


Donc  le  nombre  des  solutions  entières  et.  différentes 
?  zéro  de  l  équation  - 
diviseurs  positifs  de  a} 


de  zéro  de  l  équation  — I —  =  -  est  êsal  au  nombre  des 

'  x       y        a  ° 


V. 
application.  —  Résoudre  en  nombres  entiers  diffé- 
rents  de  zéro  1  équation j —  = 

1  X  Y  Kl 

Le    carré   de    io    admet    9    diviseurs    positifs.    Donc 
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l'équation  a  9  solutions,  savoir  5   solutions  où  x  et  y 
sont  de  même  signe,  et   4   ou  ils  sont  de  signes  con- 
traires.   Ces  9  solutions   donnent   les   9   identités  sui- 
vantes : 

1  1  1 


II   1 10 

10 

I     1 

1 

12    60 

10 

i      I 

T4  "^  35  ^ 

10 

1    1 
i5   3o 

1 
10 

j    1 

1 

20   20 

10 

1    1 

1 

9   9°  ~ 

10 

1    1 
8  ~~  40"  = 

ro 

!       I 

6  "  75  ~ 

1 
10 

1    1 
5    10 

1 
10 

VI. 

Problème.  —  Trouver  deux  nombres  entiers  diffé- 
rents de  zéro  dont  lu  somme  soit  une  partie  aliquote 
du  produit. 

Cela  revient  à  résoudre  l'équation 


x  -\-y  = 


xy 


qui  est  identique  à  l'équation 


1         1  1 
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Le  problème  actuel  se  résoudra  donc  comme  le  précé- 
dent; et  il  aura  D  solutions  distinctes,  D  étant  le  nombre 
des  diviseurs  positifs  de  a%. 

Remarque.  —  Dans  les  deux  derniers  problèmes,  le 
nombre  des  solutions,  étant  égal  à  D,  est  forcément 
impair. 

Il  se  réduit  à  3  lorsque  a  est  premier,  c'est-à-dire 
dans  une  infinité  de  cas.  Mais  il  ne  se  réduit  à  i  que 
dans  les  deux  cas  où  a  est  égal  à  +  i  ou  à  —  i . 

Il  en  résulte,  en  particulier,  que  ce  problème  :  Trouver 
deux  nombres,  entiers  et  différents  de  zéro,  dont  la 
somme  égale  le  produit,  n'admet  qu'une  solution  unique. 

Cette  solution  est 


DÉMONSTRATION  ELEMENTAIRE  DE  LA  FORMULE  DE  SIMPSON; 

Par  M.  Adolphe  STEEN. 


Une  ligne  courbe  quelconque  forme  avec  sa  corde  un 
segment  dont  l'aire  A  peut  se  déterminer  comme  il  suit, 
avec  une  approximation  suffisante,  lorsque  la  concavité 
de  la  courbe  ne  change  pas  de  sens  dans  l'étendue  de  l'arc 
considéré.  Menons  une  tangente  parallèle  à  la  corde  et 
deux  lignes  parallèles  par  ses  extrémités,  de  manière  à 
former  un  parallélogramme  d'aire  P,  dans  lequel  le  seg- 
ment est  inscrit.  En  traçant  de  nouvelles  cordes  du  point 
de  contact  aux  extrémités  de  la  corde  donnée,  on  détache 
une  aire  triangulaire  |P,  moindre  que  l'aire  du  segment. 

On  a  ainsi 

P>A>|P. 

Mais  les  deux  dernières  cordes  tracées  déterminent  de 
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nouveaux  segments  Bi,  B.2,  dont  chacun  se  trouve  dans 
la  même  relation  avec  l'un  des  deux  parallélogrammes 
correspondants  Qn  Qâ,  de  sorte  qu'on  a 

Q,>B,>iQ„     QÎ>BÏ>|Q2. 
Comme  on  a  maintenant 

A  =  iP-i-B,  +  B,, 
il  vient 

'  P  +  Q,  +  Q2  >  A  >  |  P  +  i  (Q,  4-  Q0- 

Chacune  de  ces  limites  peut  donc  être  prise  pour  A, 
avec  une  erreur  moindre  que  t(Qi  -+-  Q»)- 

En  traitant  les  deux  segments  Bn  B,  comme  on  a  traité 
le  segment  A,  on  en  détachera  quatre  nouveaux  segments 
Cl5  C2,  C3,  C4,  qui  ont  pour  limites  supérieures  respec- 
tives les  parallélogrammes  R  correspondants,  et  pour 
limites  inférieures  les  moitiés  de  ces  parallélogrammes. 
On  trouve  par  suite,  pour 

A.  =  iP  H-  i(Q,  -?-  Q,)  H-  C  -4-  C2  +  C,  -+-  C„ 

la  limite  supérieure 

|P  +  i(Q,  +  Q,)  +  R,  +  R3  -+-R3-^R., 

et  la  limite  inférieure 

ïP  4-  i(Q.  -+-  Q»)  -+-  ï(R"  +  &*  +  &»  +  R4), 

avec  une  limite  d'erreur 

|(R,-4-R,  +  R3  +R.  • 

Et  ainsi  de  suite. 

Si  l'on  applique  cette  considération  à  un  segment  dont 
l'arc  soit  très-petit,  ou  ait  une  faible  courbure,  on  pourra, 
avec  une  approximation  suffisante,  admettre  que  toutes 
les  lignes  de  jonction  des  points  de  contact  avec  les  mi- 
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lieux  des  cordes  correspondantes,  sont  parallèles  entre 
elles,  et  aux  côtés  des  parallélogrammes  menés  par  les 
extrémités  des  cordes  (relation  qui  a  lieu  exactement  dans 
la  parabole).  On  aura  de  cette  manière 

Ql=Q2,     R,  =  R2  =  R3  =  R4,.... 

Il  vient,  par  conséquent, 

A>i(P  +  2Q-t-4R+...  +awV), 

si  la  construction  indiquée  est  répétée  n  fois.  On  voit  en 
même  temps  que  la  hauteur  de  Q  est  la  moitié  de  celle  de 
P,  la  hauteur  de  R  la  moitié  de  celle  de  Q,  etc.  En  ad- 
mettant, de  plus,  que  les  bases,  dans  chaque  système  de 
parallélogrammes,  sont  les  moitiés  des  bases  du  système 
précédent  (ce  qui  a  rigoureusement  lieu  dans  la  para- 
bole), on  trouve 

<HP>  R  =  s<J  =  g;p>  •••  v  =  g^p- 

Introduisant  ces  valeurs  dans  la  limite  de  A,  on  a 

i  n  /         i         i  i 

A>-P      i+7  +  Tr-h...  -f-7- 

2       V  4        42  4"" 

avec  une  erreur  <^ 


2.4 


/in-, 


Pour  n  =  co  ,  on  a 

A=fP, 

ce  qui  est  vrai  approximativement  pour  tous  les  segments 
dont  les  arcs  ont  leur  concavité  de  sens  constant,  et  qui 
sont  très-petits  ou  très-peu  courbes.  Le  résultat  trouvé  a 
lieu  exactement  pour  la  parabole  (*). 

(*)  Cette  méthode  coïncide  entièrement  avec  la  première  méthode 
d'exhaustion  des  anciens,  et  peut  s'appliquer  h  une  courbe  quelconque. 
{Voy.  Duhamel,  Calcul  infinitésimal,  t.  I.) 
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C'est  là-dessus  qu'est  fondée  la  formule  de  Simpson 
pour  la  mesure  d'une  aire  A,  limitée  par  l'arc  M0M2„,  la 
ligne  droite  A0  A2„  et  les  ordonnées  A0M0,  A2„M2„,  per- 
pendiculaires sur  A0A2„.  On  partage  A0A2„  en  in  par- 
ties, égales  chacune  à  h,  et  aux  points  de  division  Aj, 
A2, .  .  .,  A2n_i,  on  élève  les  ordonnées  A1M1,  A2M2, .  . . , 
A2n_1M2n_1.  On  peut  maintenant  calculer  chacune  des 
aires  AoMoMj  M2  A2,  A2  M2  M3  Mv  A4, . .  . ,  comme  sommes 
d'un  trapèze  A0M0M2A2,...  et  d'un  segment  M0MjM2  — 
En  désignant  par  a0,  au  tf2,.  .  .,  ain  la  série  des  ordon- 
nées, on  a 

trapèze.  .  .      A0MoM2A2  =  h  (a0  -+-  a2), 

2  /  «o  "+-  a2  \ 

segment .  .      M0M,  Mj  =  -  in  I  a, J , 

le  parallélogramme  circonscrit  au  segment  ayant  pour 
hauteur  2/1,  et  pour  base  la  différence  entre  a,  et  la 
médiane  du  trapèze.  On  trouve  par  suite 

A0M0M,M,A,=  {h  i«0  -+-  4«,  -+-  «:), 

et  de  même  pour  les  suivants 

\h[a7+  4«3  -h«4), 


jusqu'à     \h  (  a2n_7  4-  4«*i-i  +  «*,)» 

dont  la  somme  est  (formule  de  Simpson) 

A  =  jh(a0-h^al-hia2-+-  4«3  H-...H-  2 a2n_2  -f-  4 aln_,  +  ote). 

On  voit,  en  outre,  que  cette  formule  serait  rigoureu- 
sement exacte,  si  les  arcs  appartenaient  à  des  paraboles 
ayant  leurs  axes  perpendiculaires  à  A0  A2n. 
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EXPOSÉ  DINE  THÉORIE  (GÉOMÉTRIE  ÉLÉMENTAIRE) 
DES  SECTIONS  COMIQUES 

(suite,  voir  2'  série,  ï.  X,  p.  269); 

Par   M.    Auguste  MOREL, 

Ancien  Elève  de  l'École  Polytechnique,  répétiteur  à  Sainte-Barbe. 


Chapitre  II.   —   De  l'hyperbole. 

40.  L'hyperbole  est  une  courbe  telle,  que  la  différence 
MF'  —  MF  des  distances  de  l'un  quelconque  de  ses 
points,  M,  à  deux  points  fixes  F,  F'  soit  constante  et  égale 
à  une  quantité  que  j'appellerai  ici.  Les  points  F  et  F' 
sont  appelés  les  foyers,  et  je  désignerai  leur  distance  par 

ic.  Le  rapport  -  s'appelle  Y  excentricité  de  la  courbe. 


41 .  Construction  de  la  courbe  par  points. 

42.  Construction  de  la  courbe  d'un  mouvement  con- 
tinu. 

43.  Théorème .  —  L'hyperbole  a  pour  centre  de  symé- 
trie le  point  O  milieu  de  FF',  et  pour  axes  de  symétrie  la 
droite  FF'  et  sa  perpendiculaire  passant  par  le  point  O. 

Observation.  —  La  courbe  ne  rencontre  pas  le  second 
axe  de  symétrie,  qui  prend  le  nom  ai1  axe  non  transverse 
ou  axe  imaginaire,  tandis  que  l'axe  FF'  s'appelle  axe 
transverse. 

44.  Théorème.  —  Suivant  qu'un  point  est  ou  n'est 
pas  situé  entre  les  deux  branches  de  la  courbe,  la  diffé- 
rence des  rayons  vecteurs  est  plus  petite  ou  plus  grande 
que  ia. 

tnn.  </•■  Malhpmat.,   >'    série,  t.   \.  (Juillet  1871.  20 
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45.  Théorème.  —  Si  d'un  point  M  d'une  hyperbole 

on  mène  la  perpendiculaire  MP  sur  Taxe  focal,  la  somme 
des  rayons  vecteurs  du  point  M  est  proportionnelle  à  la 
distance  OP  de  cette  droite  au  centre. 

Démonstration  identique  à  celle  de  l'ellipse. 

46.  Théorème.  —  Du  point  F  je  mène  une  tangente  FC 
au  cercle  décrit  sur  Yaxe  transverse  AA'  comme  dia- 
mètre; la  perpendiculaire  CS  à  AA'  coupe  cette  ligne  en 
un  point  S  tel,  que  l'on  a  OS  X  OF  =  OA  .  Si  dun 
point  Ppris  sur  la  courbe  j'abaisse  la  perpendiculaire  PM 
sur  A  A' et  que  je  mène  MIN  parallèle  à  OC  jusqu'au  point 
de  rencontre  avec  la  droite  CS,  on  aura  MJ\  =FP. 

Je  démontrerais,  comme  pour  l'ellipse,  que,  si  je  pro- 
longe la  droite  MjN  jusqu'au  point  jV  où  elle  rencontre  la 
parallèle  à  CS  menée  par  le  point  S'  symétrique  de  S  par 
rapport  au  centre,  on  a 

MN'  —  MN  =  F'P—  FP 

et 

MN'  4-  MN  =  F'P  -+-  FP. 

47.  Corollaire.  —  Si  du  point  P  j'abaisse  une  perpen- 
diculaire PR  sur  la  ligne  CS,  je  démontrerai,  comme 
pour  l'ellipse,  que  !e  rapport  des  distances  d'un  point  P 
de  la  courbe  au  point  F  et  à  la  droite  CS  est  constant  et 
égal  à  l'excentricité  de  la  courbe. 

La  droite  CS  s'appelle  la  directrice  correspondant  au 

foyer  F.  Il  y  a  une  seconde  directrice  correspondant  au 

foyer  F'  et  passant  par  le  point  S',  et  pour  laquelle  le 

PF  c 

rapport  — ;  est  encore  égal  à  -  • 

48.  Théorème.  —  Si  par  le  pied  P  de  l'ordonnée  d'un 
point  T  de  l'hyperbole  je  mène  une  tangente  au  cercle 
décrit  sur  l'axe  transverse  comme  diamètre,  le  rapport 
de  l'ordonnée  TP  à  la  tangente  PM  est  constant. 
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Pour  le  prouver,  je  mène  par  le  foyer  F  une  perpendi- 
culaire à  l'axe  transverse.  Cette  perpendiculaire  rencontre 
en  R  le  rayon  OM  passant  par  le  point  de  contact,  et  l'on 
prouve  facilement  que  MR  =  FT,  et  que,  par  suite,  on  a 


TP   =PM 


g 


ou,  en  posant  c~ —  à1  =  h% . 


TP  _  b 

PM~â' 

49.  Corollaire .  —  Il  résulte  de  là  que  l'ordonnée  d'un 
point  de  l'hyperbole  détermine  sur  l'axe  transverse  deux 
segments  soustractifs  tels,  que  le  rapport  du  carré  de 
l'ordonnée  au  produit  de  ces  deux  segments  est  constant 

et  égal  a  —  • 

50.  Théorème.  —  La  tangente  à  l'hyperbole  bissecte 
l'angle  des  rayons  vecteurs  passant  au  point  de  contact. 

51.  Corollaire  I.  —  La  tangente  n'a  qu'un  point 
commun  avec  l'hyperbole. 

Corollaire  II.  —  La  normale  est  également  inclinée 
sur  les  rayons  vecteurs  du  pied  de  cette  normale.  Il  en 
résulte  que,  si  nous  supposons  des  rayons  calorifiques  ou 
lumineux  partis  du  point  F,  ils  se  réfléchiront  en  venant 
rencontrer  la  courbe,  de  manière  que  leur  direction  pas- 
sera toujours  par  le  point  F'.  C'est  de  là  que  vient  le  nom 
de  foyers,  donné  aux  points  F,  F'. 

52.  Théorème.  —  Le  lieu  des  points  symétriques  du 
foyer  F  par  rapport  aux  tangentes  à  l'hyperbole  est  un 
cercle  décrit  du  point  F'  comme  centre  avec  l'axe  trans- 
verse pour  rayon. 

Ce  cercle  s'appelle  le  cercle  directeur  relatif  au  foyer  F' 
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On  verrait  facilement  qu'il  existe  un  second  cercle  direc- 
teur relatif  au  foyer  F,  et  qui  est  le  lieu  des  points  symé- 
triques du  foyer  F'  par  rapport  aux  tangentes. 

53.  Corollaire  I.  —  L'hyperbole  est  le  lieu  des  points 
également  distants  d'un  cercle  et  d'un  point  pris  à  l'ex- 
térieur du  cercle. 

Corollaire  II.  —  On  voit,  en  outre,  que,  si  l'on  joint 
le  point  F  à  un  point  quelconque  H  du  cercle  directeur 
relatif  au  foyer  F',  et  que  Ton  mène  par  le  milieu  S  de 
FH  une  perpendiculaire  à  cette  ligne  FH,  cette  perpen- 
diculaire est  une  tangente  dont  le  point  de  contact  est  au 
point  N  où  elle  rencontre  le  rayon  F'H  prolongé.  Mais, 
lorsque  la  ligne  FH  se  rapproche  de  la  tangente  menée 
du  point  F  au  cercle  directeur,  le  point  N  s'éloigne  de 
plus  en  plus,  et  lorsque  FH  est  tangente  au  cercle  direc- 
teur, le  point  N  est  à  l'infini.  La  courbe  a  donc  des  bran- 
ches infinies,  et  la  ligne  SN,  dans  cette  position  limite, 
est  dite  une  asymptote  de  la  courbe.  De  plus,  les  lignes  SN 
et  F' H  étant  alors  parallèles,  la  ligne  SN  passe  par  le  milieu 
de  FF',  ou  par  le  centre.  Donc  l'asymptote  à  l'hyperbole 
est  la  perpendiculaire  menée  du  centre  à  la  tangente  au 
cercle  directeur  F'  menée  par  l'autre  lover.  Comme  du 
point  F  on  peut  mener  deux  tangentes  au  cercle  direc- 
teur F',  il  en  résulte  que  la  courbe  a  deux  asymptotes. 

On  pourrait  aussi  mener  du  point  F'  deux  tangentes 
au  cercle  directeur  F;  mais  il  est  facile  de  voir  que  ces 
tangentes  sont  parallèles  aux  précédentes,  et  que,  par  suite, 
les  asymptotes  sont  confondues.  Il  y  a  donc  deux  asymp- 
totes seulement. 

54.  Théorème.  —  Le  lieu  géométrique  des  projections 
d'un  foyer  sur  les  tangentes  est  le  cercle  décrit  sur  l'axe 
transverse  comme  diamètre. 

55.  Corollaire.  —  Si  OS  est  l'asymptote,  1  S  est  per- 
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pendiculaire  à  l'extrémité  du  rayon  et  par  suite  tangente 
au  cercle  AA'.  Donc,  si  du  point  F  on  mène  des  tangentes 
au  cercle  décrit  sur  AA'  comme  diamètre,  les  rayons  pas- 
sant aux  points  de  contact  ne  sont  autres  que  les  asymp- 
totes}  la  corde  de  contact  est  la  directrice  correspondant 
au  foyer  F,  et  par  suite  le  théorème  n°  46  peut  s'énoncer 
de  la  manière  suivante  : 

Le  rayon  vecteur  d'un  point  P  de  l'hyperbole  est  égal 
à  la  distance  de  ce  point  à  la  directrice  comptée  parallèle- 
ment à  l'asymptote. 

56.  Problème.  —  Mener  une  tangente  à  l'hyperbole 
par  un  point  pris  sur  la  courbe. 

57.  Problème.  —  Mener  une  tangente  à  l'hyperbole 
par  un  point  pris  en  dehors  de  la  courbe. 

58.  Corollaire.  —  Le  lieu  géométrique  des  points  d'où 
l'on  peut  mener  deux  tangentes  rectangulaires  est  un 
cercle  dont  le  centre  est  au  point  O,  et  dont  le  rayon  est 
y/a2 —  62 .  Pour  que  ce  rayon  soit  réel,  il  faut  que  l'on  ait 
b<^a.  Si  b  =  a,  le  lieu  se  réduit  à  un  point  qui  est  le 
centre,  et  les  seules  tangentes  que  l'on  puisse  mener  par 
ce  point  sont  les  asymptotes  qui  sont  ici  rectangulaires. 

59.  Théorème.  —  Si  1  on  mène  d'un  point  M  deux 
tangentes  à  l'hyperbole,  et  que  l'on  joigne  le  point  M 
aux  deux  foyers  F  et  F'  : 

i°  Les  deux  angles  FMI"  et  FMT  sont  égaux  ; 

2°  Chacune  des  lignes  FM  et  F'M  est  la  bissectrice  de 
l'angle  des  rayons  vecteurs  allant  aux  points  de  contact 
et  menés  d'un  même  foyer,  ou  la  bissectrice  du  supplé- 
ment de  cet  angle,  suivant  que  les  points  de  contact 
appartiennent  à  la  même  branche,  on  à  des  branches 
différentes. 
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60.  Problème.  —  Mener  à  l'hyperbole  une  tangente 
parallèle  à  une  direction  donnée. 

61.  Corollaire.  —  Les  points  de  contact  de  deux  tan- 
gentes parallèles  sont  symétriques  par  rapport  au  centre, 
et  réciproquement,  les  tangentes  en  des  points  symé- 
triques, par  rapport  au  centre,  sont  parallèles. 

62.  Théorème.  —  Le  produit  des  distances  des  deux 
loyers  à  une  tangente  est  constant  et  égal  au  carré  de 
la  moitié  de  l'axe  non  transverse. 

63.  Théorème.  —  Si  une  droite  rencontre  l'hyperbole 
aux  points  M  et  N  et  la  directrice  correspondante  au 
foyer  F,  en  P;  si  l'on  joint  le  point  F  aux  trois  points  M, 
N,  P«,  la  ligne  FP  est  la  bissectrice  de  l'angle  des  rayons 
vecteurs. 

Démonstration  identique  à  celle  de  l'ellipse. 

64.  Corollaire  I.  —  Une  droite  ne  peut  rencontrer 
une  hyperbole  en  plus  de  deux  points. 

Corollaire  II.  —  La  tangente  étant  la  limite  de  la 
position  d'une  sécante  dont  les  deux  points  d'intersection 
situés  sur  une  même  branche  se  sont  rapprochés  indéfini- 
ment, la  ligne  qui  joint  le  foyer  aux  points  de  rencontre 
de  la  directrice  et  de  la  tangente  est  perpendiculaire  sur 
le  rayon  vecteur  du  point  de  contact. 

Corollaire  III.  —  Si  les  rayons  vecteurs  qui  passent 
par  les  points  de  contact  de  deux  tangentes  sont  en  ligne 
droite,  les  tangentes  se  coupent  sur  la  directrice,  et  inver- 
sement. 

Corollaire  IV .  —  Les  tangentes  aux  sommets  sont  per- 
pendiculaires à  l'axe. 

Corollaire  V.  —  Une  parallèle  à  l'asymptote  ne  coupe 
la  courbe  qu'en  un  point. 

65     Problème.  —  Déterminer  les  points  de  rencontre 
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d'une  droite  et  dune  hyperbole  donnée  par  ses  foyers  et 
son  axe  transverse. 

66.  Définition.  —  Etant  donnés  deux  cercles  O  et  O', 
si  l'on  mène  deux  rayons  parallèles  et  de  même  sens,  la 
ligne  qui  joint  leurs  extrémités  rencontre  la  ligne  des 
centres  en  un  point  fixe  que  l'on  appelle  centre  de  si- 
militude directe.  Si  l'on  joint  les  extrémités  de  deux 
rayons  parallèles  et  de  sens  contraires,  le  point  de  ren- 
contre avec  la  ligne  des  centres  est  fixe  et  s'appelle  le 
centre  de  similitude  inverse.  Ces  points  sont  ceux  où  les 
tangentes  communes  aux  cercles  rencontrent  la  ligne  des 
centres.  Les  tangentes  extérieures  passent  par  le  centre 
de  similitude  directe,  el  les  tangentes  intérieures  passent 
parle  centre  de  similitude  inverse. 

67.  Théorème.  —  Lorsqu'une  droite  rencontre  une 
hyperbole  aux  points  M  et  N  et  la  directrice  en  P,  le  point 
P  est  un  centre  de  similitude  des  cercles  ayant  M  et  N 
pour  centres  et  passant  par  le  foyer  F,  correspondant  à 
la  directrice. 

Démonstration  identique  à  celle  donnée  pour  l'ellipse. 

68.  Corollaire  1.  —  Si  la  droite  donnée  passe  par  le 
centre,  le  point  P  est  un  centre  de  similitude  commun 
aux  deux  cercles  précédents  et  au  cercle  décrit  sur  l'axe 
transverse  comme  diamèue. 

Corollaire  II.  —  Si  le  point  P  est  un  centre  de  simi- 
litude directe,  c'est-à-dire  si  les  deux  points  de  rencontre 
sont  sur  la  même  branche,  on  peut  mener  une  tangente 
commune  par  ce  point  aux  deux  cercles.  Lorsque  la 
ligne  MN  se  déplace  parallèlement  à  elle-même,  la  tan- 
gente reste  aussi  parallèle  à  elle-même.  En  particulier,  si 
par  le  centre  on  mène  une  parallèle  à  IVIIN ,  cette  paral- 
lèle ne  rencontre  pas  la  courbe.  Mais  la  tangente  menée 
par  le  point  PM  où  elle  rencontre  la  directrice  au  cercle 
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dont  le  diamètre  est  AA',  est  parallèle  à  cette   tangente 
commune. 

69.  Théorème .  —  Le  lieu  géométrique  du  point  mi- 
lieu d'une  corde  de  direction  donnée,  est  une  droite  que 
l'on  obtient  en  joignant  le  centre  au  point  de  rencontre 
de  la  directrice  et  de  la  perpendiculaire  à  la  droite  don- 
née, menée  par  le  point  F. 

Nous  supposerons,  pour  faire  la  démonstration,  que 
les  points  M  et  N  soient  sur  la  même  branche,  ce  qui  ne 
changera  rien  h  la  généralité  du  théorème,  et  nous  dé- 
montrerons, comme  pour  l'ellipse,  en  appelant  C  le  point 
de  rencontre  de  la  directrice  et  de  la  perpendiculaire 
passant  par  le  foyer,  et  m  le  milieu  de  la  corde,  que  les 
trois  points  O,  C,  m  sont  sur  une  même  droite. 

70.  Corollaire.  — Si  par  le  centre  je  mène  la  droite 
OP'  parallèle  à  la  droite  donnée  et  coupant  en  P'  la  di- 
rectrice, les  points  P'  et  C  sont  situés  du  même  côté  de 
l'axe  transverse. 

71.  Théorème.  —  Si  je  prolonge  la  corde  jusqu'aux 
deux  points  où  elle  coupe  les  asymptotes,  le  lieu  du  mi- 
lieu est  la  même  ligne  OC. 

On  le  démontre  facilement  en  menant  par  le  point  C 
une  parallèle  à  MN,  jusqu'aux  points  où  elle  rencontre 
les  asymptotes,  et  l'on  voit  facilement  que  le  point  C  est 
le  milieu  de  cette  ligne. 

72.  Corollaire  I.  —  Les  portions  d'une  corde  com- 
prises entre  la  courbe  et  ses  asymptotes  sont  égales. 

Corollaire  II.  —  La  portion  de  la  tangente  comprise 
entre  les  deux  asymptotes  est  divisée  en  deux  parties  éga- 
les par  le  point  de  contact. 

Corollaire  111.  —  Nous  voyons  que,  au  lieu  de  cher- 
cher le  lieu  du  milieu  des  cordes  parallèles  à  une  direc- 
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tion  donnée,  nous  pouvons  chercher  le  lieu  des  milieux 
des  droites  de  même  direction  comprises  entre  les  asymp- 
totes. Donc  le  théorème  69  est  général. 

73.  Théorème.  —  Lorsque,  après  avoir  trouvé  le  dia- 
mètre OC  correspondant  à  une  direction  OP',  nous  cher- 
chons le  diamètre  correspondant  à  la  direction  OC.  nous 
retrouvons  la  droite  OP'. 

Démonstration  semblable  à  celle  de  l'ellipse. 

74.  Définition.  —  On  appelle  hyperboles  conjuguées 
deux  hyperboles  ayant  même  centre,  même  dislance  fo- 
cale et  mêmes  asymptotes,  mais  qui  ne  sont  pas  situées 
dans  les  mêmes  angles  de  ces  asymptotes.  Si  l'une  de  ces 
courbes  a  pour  axe  transverse  A  A',  l'autre  aura  pour  lon- 
gueur d'axe  transverse  le  double  de  la  tangente  menée 
du  point  F  au  cerle  décrit  sur  AA'  comme  diamètre. 

Deux  hyperboles  conjuguées  ne  sont  pas  en  général 
superposables  :  il  faudrait  pour  cela  que  l'angle  des 
asymptotes  fût  droit.  Dans  ce  cas,  l'hyperbole  est  dite 
équilatère,  ou  quelquefois  rectangulaire. 

75.  Une  hyperbole  ayant  les  mêmes  systèmes  de  dia- 
mètres conjugués  que  ses  asymptotes,  il  en  résulte  que 
deux  hyperboles  conjuguées  ont  les  mêmes  systèmes  de 
diamètres  conjugués.  On  peut,  du  reste,  prouver  ce  fait 
directement  en  montrant  que  si  l'on  effectue  pour  deux 
hyperboles  conjuguées  la  construction  relative  aux  dia- 
mètres correspondant  à  une  direction  donnée,  les  deux 
points  de  rencontre  des  directrices  et  des  droites  passant 
par  les  foyers  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre  com- 
mun. 

Puisque  deux  diamètres  conjugués  de  l'hyperbole  sont 
situés  dans  des  angles  adjacents  des  asvmptotes,  il  en  ré- 
sulteque  l'un  d'eux  rencontre  l'une  des  courbes,  et  l'autre 
la  courbe  conjuguée.   JNous  appellerons  longueur  d'un 
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demi-diamètre,  la  distance  du  centre  au  point  où  il 
coupe  la  courbe,  et  nous  prendrons  pour  la  longueur  de 
son  conjugué  la  distance  du  centre  au  point  où  il  ren- 
contre la  courbe  conjuguée. 

76.  Nous  avons  vu  que,  dans  une  hyperbole  dont  l'axe 
transverse  est  ia  et  l'axe  non  transverse  ib,  le  rapport 
entre  l'ordonnée  et  la  tangente  menée  du  pied  de  cette 
ordonnée  au  cercle  décrit  sur  l'axe  transverse  comme 

diamètre  est  égal  à  -•  Si  les  deux  axes  sont  égaux,  au- 
quel cas  l'hyperbole  est  équilatère,  ce  rapport  est  égal  à 
l'unité.  Par  suite,  si  nous  supposons  une  hyperbole  équi- 
latère de  mêmes  sommets  qu'une  hyperbole  donnée, 
nous   voyons  que  le  rapport    entre  les  ordonnées  cor- 

respondantes  des  deux  courbes  est    égal  à  — j  propriété 

analogue  à  une  propriété  déjà  indiquée  dans  l'ellipse. 

Dans  une  hyperbole  équilatère,  les  diamètres  conju- 
gués sont  également  inclinés  sur  l'asymptote.  Pour  le 
prouver,  on  remarque  que,  dans  deux  hyperboles  conju- 
guées quelconques,  les  axes  et  deux  diamètres  conjugués 
interceptent  sur  les  directrices  des  longueurs  égales,  et 
l'on  en  déduit  facilement  la  propriété  énoncée.  Il  est  facile, 
en  outre,  de  voir  que  ces  diamètres  sont  égaux. 

77.  On  dit  que  deux  courbes  sont  homo  thé  tiques  lors- 
que l'on  peut  trouver  un  point  o  tel  que  si  l'on  mène  par 
ce  point  une  droite  quelconque,  qui  rencontre  en  a  et  en 

a'  les  deux  courbes,  l'on  ait  — 7  =  const.  Dans  ce  cas,  les 


tangentes  aux  points  a  et  a'  sont  parallèles,  et  récipro- 
quement si  deux  courbes  sont  telles  que,  pour  deux  points 
correspondants  a  et  a'  situés  sur  une  même  droite,  pas- 
saut  par  un  poinl  fixe  o.  les  tangentes  soient  parallèles, 
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les  deux  courbes  sont  homothétiques,  elle  rapport  — ,  est 

constant. 

Il  résulte  de  là  que  deux  hyperboles  qui  ont  même 
centre  et  mêmes  asymptotes  sont  liomotbétiques. 

78.  Théorème.  —  Si  l'on  projette  un  diamètre  réel 
d'une  hyperbole  sur  son  axe  transverse  2  a,  et  le  diamètre 
conjugué  sur  Taxe  non  tranverse  ib,  le  rapport  de  la 
projection  du  premier  diamètre  à  la  projection  du  second 

est  constant  et  égal  a  —■ 

En  effets  prenons  une  hyperbole  équilatère  ayant  mê- 
mes sommets  que  l'hyperbole  donnée,  et  prenons  le  dia- 
mètrecorrespondant  au  diamètre  a'.  Soient  a\  ce  diamètre 
et  b\  son  conjugué.  Les  longueurs  a\  etb\  seront  égales. 
Si  dans  l'angle  adjacent  des  asymptotes  de  cette  hyper- 
bole équilatère,  nous  prenons  une  seconde  hyperbole 
équilatère  dont  l'axe  transverse  soit  2&,  le  diamètre  de 

même  direction  que  b\  aura  pour  longueur  b\  X  -•>    et 

ce  diamètre  aura  même  projection  que  le  diamètre  b'  de 

l'hyperbole  proposée.  Donc,  en  appelant  a  et  (3  les  deux 

a         a 
projections,  on  aura  -  =  —  ■ 

79.  Corollaire  I.  —  Si  je  projette  le  demi-diamètre  b' 
sur  l'axe  transverse,  sa  projection  est  égale  à  la  longueur 
de  la  tangente  menée  du  point  de  projection  de  l'extré- 
mité du  diamètre  a'  au  cercle  décrit  sur  AA'  comme  dia- 
mètre. 

Corollaire  II.  —  Il  en  résulte  aussi  que  la  différence 
des  carrés  des  projections  de  deux  diamètres  conjugués 
sur  un  axe  est  constante  et  égale  au  carré  de  cet  axe. 

80.  Théorème .  —  La  différence  des  carrés   de   deux 


(  3i6  ) 
diamètres  conjugués  est  constante  et  égale  à  la  différence 
des  carrés  des  axes. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  immédiate  des  deux 
corollaires  précédents. 

81 .  Théorème .  —  La  portion  de  la  tangente  comprise 
entre  le  point  de  contact  et  une  asymptote  est  égale  au 
demi-diamètre  parallèle. 

Pour  le  prouver,  on  remarque  que  le  point  où  la  pa- 
rallalèle  à  l'asymptote  menée  par  le  point  de  contact 
coupe  l'axe  transverse  est  la  projection  du  point  de  ren- 
contre de  la  tangente  et  de  l'autre  asymptote,  et  l'on  en 
déduit  facilement  que  la  tangente  et  le  demi-diamètre 
parallèle  ont  même  projection  sur  l'axe  transverse. 

82.  Corollaire.  —  Si  sur  deux  diamètres  conjugués  de 
riiyperbole  on  construit  un  parallélogramme,  ses  som- 
mets sont  sur  les  asymptotes. 

83.  Théorème.  —  Si  par  un  point  M  de  l'hyperbole 
on  mène  une  perpendiculaire  à  l'axe  focal,  perpendicu- 
laire qui  coupe  en  N  et  N'  les  asymptotes,  le  produit 
MN  X  MN'  est  constant  et  égal  à  Z>2. 

Ce  théorème  se  démontre  facilement  en  remarquant 
<[iie  le  produit  considéré  est  égal  à  la  différence  des  carrés 
des  ordonnées  de  la  courbe  et  de  son  asymptote. 

84.  Problème.  —  Trouver  les  axes  d'une  hyperbole 
dont  on  connaît  les  asymptotes  et  un  point. 

On  peut  toujours  ramener  ce  problème  à  celui  delà  con- 
struction d'une  hyperbole  dont  on  connaît  deux  dia- 
mètres conjugués. 

Les  axes  ont  pour  directions  les  bissectrices  des  angles 
des  asymptotes,  et  l'on  obtiendra  facilement  Taxe  non 
transverse,  en  s'appuyant  sur  le  théorème  précédent. 

8o.    Théorème.  —  Si  d'un  point  M  de  l'hyperbole  on 
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mène  des  parallèles  MN,  MP  aux  asymptotes  jusqu'aux 
points  N,  P,  où  chacune  d'elles  coupe  l'asymptote,  le 
produit  MN  X  MP  est  constant. 

Pour  le  prouver,  je  mène  par  le  point  M  la  perpendi- 
culaire à  l'axe  transverse  jusqu'aux  points  de  rencontre 
avec  les  asymptotes.  Les  triangles  isoscèles  que  l'on  forme 
ainsi  permettent  de  démontrer  le  théorème. 

r             j    •             ■  j  '    '                     i         a2  -h  b'1 
Le  produit  considère  a  pour  valeur -. 

4 

86.  Théorème.  —  Le  parallélogramme  construit  sur 
deux  diamètres  conjugués  a  une  aire  constante. 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  montrer  que  le  triangle 
formé  par  une  tangente  et  les  deux  asymptotes  a  une  aire 
constante,  ou  bien  que  si  l'on  mène  par  le  point  de  con- 
tact des  parallèles  aux  asymptotes,  ces  parallèles  et  les 
asymptotes  forment  un  parallélogramme  de  surface  con- 
stante, ce  qui  résulte  évidemment  du  théorème  précé- 
dent. 

87.  Théorème.  —  Si  par  un  point  M  de  l'hyperbole  on 
mène  une  corde  parallèle  à  un  diamètre  ih'  et  coupant 
en  Q  et  R  les  asymptotes,  le  produit  QM  X  RM  est  égal 
au  carré  du  demi-diamètre  h' . 

Pour  le  prouver,  je  considère  le  point  M'  où  le  dia- 
mètre conjugué  de  la  direction  donnée  coupe  la  courbe, 
et  par  ce  point  je  mène  les  parallèles  M'N',  M'P'  aux 
asymptotes,  et  la  ligne  N'P'  qui  est,  comme  il  est  facile 
de  le  voir,  égale  et  parallèle  au  demi-diamètre  h' . 

La  considération  des  triangles  QNM,  N' M'P' d'une 
part,  et  des  triangles  MPR  et  N'M'P'  d'autre  part,  per- 
met d'en  déduire  la  démonstration  du  théorème. 

[La  suite  prochainement.  ) 
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NOTE  RELATIVE  A  LA  COURBURE  EN  UN  POINT 
DE  REBROUSSERENT; 

Par  UN  ABONNÉ. 


L'expression  du  rayon  de  courbure  étant 


dy2 


d'Y 
dx' 


si  l'on  prend  pour  axe  des  x  la  tangente  au  point  consi- 
déré, cette  expression  devient 


i 

IFy 
~d~r?- 


Prenant  en  outre  ce  point  pour  origine  des  coordonnées, 
le  changement  de  x  et  de  y  en  x  -+-  h  et  y '  -\-  k  conduit  à 
i'équation 

h7   (d2y\  hz      /rf3jN 


i . i  \  dx2 / 0        i  . 2 . 3  \  dx 

[  d'r\ 
en  désignant  par  (  -—  )  •  •  •   ce  que  deviennent  les  dé- 

rivées  pour  x  =  o,y  =  o,  c'est-à-dire  pour  les  valeurs 
des  coordonnées  du  point  pris  pour  origine. 
De  l'équation  précédente,  on  tire 

,£).=«»£  I 

et,  par  conséquent, 

P  =  -hmr 
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Cette  l'ormulc  va  nous  servir  à  résoudre  la  question 
que  nous  avons  en  vue. 

Soit  u  =  o,  l'équation  d'une  courbe  présentant  un 
point  singulier.  Ce  point  étant  pris  pour  origine  et  la 
tangente  étant  prise  pour  axe  des  x,  on  aura,  d'après  un 
théorème  connu  et  d'après  la  notation  adoptée, 

du\  / du \ 

dx)0  \<ty/o 


et  aussi 


t  =  Iim  — 
n 


Le  changement  de  X,  Y  en  x  -+-  h,  j  -+-  À  dans  l'équation 
de  la  courbe  donne 


i  .aL 


dx2  /  o  \dxdy  J  „  \  dy 


-U»(*;)  +swfâ  +a«-(^ 

I.2.3L     \«te3/»  \dx2dyj0  \dxdjr*/9 


-+-v 


Dans  le  cas  où  le  point  singulier  est  un  point  de  rebrous- 
sement,  et  où  la  tangente  en  ce  point  est  prise  pour  axe 
des  x,  l'équation 


fd2u\  I  d2u 


(d2u\ 

U0.=o 


\  dx'  /  „  \dydx/0 

admet  la  racine  double  t  =  o,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

^'b\  /   d2u    \ 

dx1  j  0~~      '       \dxdyJo 

Mais  quand  le  rebroussement  est  de  première  espèce,  la 
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valeur  (  =  o  ne  satisfait  pas  à  1  équation 

/  d3u\         n     l  riaa   \  „      /  d3u   \  ,  Ici  a, 

/duiX       .  , 

et,  par  conséquent,  (  •—  )   n  est  pas  nul. 

D'après  cela,  la  valeur  de  lim  y  sera  fournie  par  l'é- 
quation 

k2   (d2u\  h3      fd3u\ 

i  .  ■?.  \dy  "  j  u  ^~   i  .  i .  3  \  dx*  j  0 
que  l'on  peut  écrire 

3  k'\dx*)e  \df\)0 

et,  puisque  h  =  o  à  la  limite,  et  que  (  •— -  J  est  différent 

de  o,  il  faut  que  —  =  o. 

Donc,  en  un  point  de  rebroussement  de  première  es- 
pèce, le  rayon  de  courbure  est  nul. 

Si  le  rebroussement  est  de  seconde  espèce,  la  valeur 
t  =  o  est  non-seulement  racine  double  de  l'équation  (i), 
mais  elle  satisfait  aussi  à  l'équation  (2),  ce  qui  entraine 

(  \   =  o  ;  et  alors  la  valeur  de   lim  —  sera   fournie 

\  dx3  / 0  * 

par  l'équation 

2       \  (h  2  /  „        1.2.3  \  dx-  dy  )  „ 

ou  bien 

1  h7  !   d3u   \         /d2u\ 
3  k  \dx2dy]  o       V^3  /o 

h2  , 

La  valeur  de  lim  y  tirée  de  cette  équation  ne  présente 

rien  de  particulier. 
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Donc,  en  un  point  de  rebroussement  de  deuxième 
espèce,  le  rayon  de  courbure  peut  avoir  une  valeur 
quelconque. 

On  vérifiera  facilement  les  assertions  relatives  aux  deux 
espèces  de  rebroussement,  en  se  reportant  à  la  courbe 

p 

y  =  <?(x)  ±{x  —  b)'l^[.r) 

qui  est  discutée  dans  tous  les  Traités  de  calcul  diffé- 
rentiel. 


QUESTION  DE  LICENCE  (*) 

(session  du  4  juillet  1870!  ; 

Par    M.    MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Havre. 


Trouver  V intégrale  générale  de  V équation 

d'y  (Py 

-~  —  1  —^-  -h  y  =  Aez  -f-  Bc~T  -+-  C  sin ,r  -f-  D  cos.r  ; 

dx*  dxr 

A,  B,  C,  D  sont  des  constantes. 

J'intègre  d'abord  l'équation  privée  de  second  membre 

d*y  d-y 

(«)  — -  —  2— -  +7=0. 

dxr  d.r2 

Si  l'on  pose  y  =  err,  on  aura 

r1  —  2r'-f-  1  z=z  (rJ — i)2  =  o. 

Cette  équation  a  deux  racines  doubles   -ht  <*  — J- 


I  *)   Voir  une  première  solution,  même  tome,  page  1 1 
Ann.  de  Mathémat.,  2'   série,  t.  X.   (Juillet  1871 
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tégrale  générale  de  l'équation  [a)  est  donc 

y  =  (M  +  P.r)e*-t-  (N  -+-  Q*)c-X, 

M.  N,  P,  Q  désignant  quatre  constantes  arbitraires. 

En  ajoutant  à  cette  intégrale  une  intégrale  particulière 
de  l'équation  proposée,  on  aura  l'intégrale  générale  de 
celle-ci.  Le  second  membre  de  la  proposée  ne  renfer- 
mant que  des  exponentielles  et  des  sinus  et  cosinus,  qui 
se  reproduisent  dans  les  différentiations  successives,  l'é- 
quation admet  une  intégrale  de  même  forme. 

Je  pose  donc,  en  remarquant  que  les  termes  en  <rv,  c~x, 
xex,  xc~x  se  détruiraient  dans  l'équation  différentielle, 
en  vertu  de  l'intégrale  de  l'équation  (a), 


d'où 


y,  =  Çj.r-c1  -h  \lx'c"z  -+-  K  sin.r  +  L  cos.r; 

y,  =  80e1  +  8  Ue~z  -+-  4K  sin.r  -4-  4L  coso;, 


d.r'  dx- 

Identifiant  le  second  membre  avec  celui    de  l'équation 
proposée,  on  en  déduit 

r  -  A      h  -  B      k  -  c      i  -  D 

G-8'     H-8'    Iv"4'  4 

L'intégrale  générale  cherchée  est  donc 

A  /  B 

M  +  Px+-  x-  )  <:z  -+-   IN+Qj:  +  -g  X' 
C    .  D 

4  4 

cv  elle  satisfait  à  l'équation  différentielle  proposée,  et 
renl»rrae  quatre  constantes  arbitraires. 

llcu^irqiie.  —  Cette  méthode  pour  l'intégration  des 
équation,  linéaires  à  coefficients  constants  pourvues  de 
second  me>,j)re   p(.nt  s'appliquer  toutes  les  fois  que  c 
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second  membre  ne  renferme  que  des  termes  qui  peuvent 
provenir  par  différentiation  des  termes  de  même  forme  : 
tels  sont  les  monômes  algébriques,  les  exponentielles,  les 
sinus  et  cosinus. 

Note. —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Charve. 


PROBLEME  D'ALGEBRE. 

Trouvei'  les  -valeurs-  entières  générales  rie  x,  y,  z 
telles,  que  les  quantités  xy —  i,  y  z  —  i,  zx  —  i  soient 
siniultanénient  des  carrés.  (A.   Martin.) 

Solution  de  M.  S.   BK.LS. 
Soit 

xy  —  i  —p\ 
alors 

_  /;2  "h  '  . 

x  —  \ 

y 
et  si  nous  posons 

z  =  x  +y±  2/;, 

nous  aurons,  eu  remplaçant  z  par  celte  voleur, 

xz  —  i  =  x"-  -f-  xy  zn  ipx  —  i  =  x2  4-  p*ziz  npx  =  ( x  dtz  p  f , 
yz  —  i  =y.v-+-  y2  ±  ipy  —  i  —  y2-\-p2±  ipy  ==.  (jzhp)2 . 

Ces  valeurs  satisfont  donc  aux  conditions  proposées. 

Pour  trouver  des  valeurs  entières,  il  suffit  de  prendre 
pour  y  un  diviseur  de  p-  -h  i  ;  chaque  valeur  que  l'on 
donne  à  p  donne  deux  valeurs  pour  z. 

Exemples  : 


P  =  I  , 

Y  =  i, 

x  =:      2, 

z  =  5 

ou 

II 

p  =  2, 

r  =  »  » 

x  =    5, 

Z  =  2 

ou 

IO, 

P  =  3, 

y  =  2, 

x  =   5, 

Z  =    I 

ou 

i3, 

p  =  4> 

y  =  5, 

X=    IO, 

Z  =  I 

ou 

29. 

Extrait  de  The  Educational  Time;. 
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EXERCICES  POIR  LA  LICENCE 

-uile.  vair  même  Ifime,  p.  284  ); 

Par   M.   W.    U.   BESANT, 

du  collège  cie  Saint-Jean  à  Cambridge. 


i  i.  Si  une  courbe  roule  sur  une  droite,  Taire  com- 
prise entre  la  roulette,  la  droite  fixe  et  deux  ordonnées, 
est  double  de  Taire  correspondante  de  la  podaire. 

15.  Trouver  Taire  engendrée  par  la  normale  passant 
au  point  de  contact. 

î(>.  Une  courbe  roule  sur  une  autre  ;  trouver  Taire  en- 
gendrée par  la  normale  passant  au  point  de  contact. 

17.  Trouver  le  lieu  du  centre  de  courbure  du  point  de 
contact  d'une  courbe  roulant  sur  une  droite  fixe. 

18.  Une  courbe  roule  sur  une  ligne  droite:  trouver 
l'enveloppe  d'une  droite  entraînée  dans  son  mouvement. 

19.  Exemple.  —  Trouver  (enveloppe  d'un  diamètre 
d'un  cercle  roulant  sur  une  droite. 

Une  parabole  roule  sur  une  droite;  trouver  l'enve- 
loppe de  son  paramètre. 

120.  Une  courbe  roule  sur  une  courbe  donnée  :  trouver 
la  roulette  enveloppée  par  une  droite  entraînée  avec  la 
courbe. 

21.  Exemple.  —  Un  cercle  roule  extérieurement  sur 
un  cercle:  trouver  la  longueur  de  la  courbe  enveloppée 
par  un  diamètre. 

22.  Une  courbe  roule  sur  une  courbe  égale,  les  points 
correspondants  coïncident  ;  trouver  l'enveloppe  d'une 
normale  de  la  courbe  mobile. 

23.  Une  courbe  roule  sur  une  courbe  fixe;  on  de- 
mande de  trouver  l'enveloppe  d'une  courbe  qu'elle  en- 
t  raine. 
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24.  Exemple-.  —  Une  droite  rouie  sur  m;  cercle  fixe, 
entraînant  un  cercle  égal  avec  lequel  il  est  en  contact. 

2o.  Une  courbe  roule  sur  une  droite;  trouver  l'aire 
comprise  entre  la  droite,  l'enveloppe  dune  droite  en  - 
traînée  et  deux  normales  à  l'enveloppe. 

26.  Même  question  en  remplaçant  la  droite  fixe  par 
une  courbe  fixe,  et  la  droite  mobile  par  une  courue. 

27.  Exemples.  —  Une  eycloïde  roule  sur  une  droite  ; 
on  demande  la  roulette  enveloppée  par  la  tangente  au 
sommet. 

Un  cercle  roule  sur  un  cercle  égal  et  entraîne  une  tan- 
gente; on  demande  de  déterminer  la  nature  de  la  rou- 
lette produise  par  la  tangente. 

II.  —  G  lisse/ les. 

28.  Définition  —  Les  glissettes  sont   les  courbes  en 
gendrées  par  des  points  on  enveloppées   par  des  lignes, 
entraînées  par  une   ligne  glissant  entredes  points  ou  des 
lignes  donnés. 

Ainsi  :  si  une  ellipse  glisse'  sur  deux  droites  rectangu- 
laires, la  glissette  tracée  par  son  centre  est  un  arc  de 
cercle;  si  une  droite  de  longueur  constante  glisse  sur 
tieux  droites  rectangulaires,  la  glissette  d'un  de  ses  points 
est  une  ellipse. 

29.  Une  courbe  glisse  sur  deux  droites  rectangulaire  . 
trouver  la  glissette  d'un  point  qu'elle  entraîne. 

30.  Une  ellipse  glisse  sur  deux   droites  faisant  c 
elles  un  angle  [t.  —  y.)  ;  trouver  le  lieu  du  centre. 

31.  Le  théorème  suivant  est  très-important  :  Un  <  i,.i 
île  mouvement  d'une  figure  plane  peut  être  considéré 
comme  une  rotation  autour  d'un  point. 

32.  Tout  mouvement  d'une  figure  plane  peut  être  re 
présenté  par  le  roulement  d'une  courbe  déterminée  sur 
une  autre  courbe  déterminée 
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33.  Exemple.  —  Une  droite  AB  glisse  entre  deux 
droiles  à  angle  droit. 

Deux  droites  comprenant  un  certain  angle  passent  tou- 
jours par  deux  points  fixes. 

Une  développante  de  cercle  glisse  sur  deux  droites  rec- 
tangulaires. 

34.  Une  courbe  donnée  glisse  sur  deux  droites  rectan- 
gulaires; trouver,  par  rapport  à  ces  droites,  le  lieu  du 
centre  instantané  de  rotation. 

35.  Trouver  la  courbure  du  lieu  engendré  par  un 
point. 

36.  Trouver  la  courbure  du  iieu  enveloppé  par  une 
droite. 

37.  Trouver  la  courbure  de  l'enveloppe  d'une  courbe. 

38.  Un  triangle  se  meut  dans  un  plan  de  telle  sorte 
que  deux  côtés  glissent  sur  des  courbes  données-,  trouver 
l'enveloppe  du  troisième  côté. 

39.  Exemples.  —  Un  triangle  se  meut  de  manière 
que  deux  côtés  touchent  deux  cercles  fixes. 

Un  triangle  rectangle  isoscèle  se  meut  de  manière  que 
ses  côtés  égaux  glissent  sur  l'axe  d'une  cycloïde. 

•40.  Deux  lignes  droites  inclinées  d'un  angle  /  et  en- 
traînant une  ligne  droite  glissent  sur  des  courbes  fixes  : 
trouver  1  enveloppe  de  cette  droite. 

III.  —  Exercices. 

1.  Si  un  cercle  roule  intérieurement  sur  un  cercle  de 
rayon  dpuble,  le  lieu  d'un  point  de  la  circonférence  est 
une  droite,  et  le  lieu  d'un  point  non  situé  sur  la  circon- 
férence est  une  ellipse. 

2.  La  roulette,  sur  une  ligne  droite,  du  pôle  dune 
épi  cycloïde  est  une  ellipse. 

3.  Prouver  que  l'équation  en  termes  finis  de  la  car- 
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dioide  est  de  la  forme 


-cos- 

et  quelle  est  l'épicycloïde  due  au  roulement  d'un  cercle 
avec  coutacl  interne,  sur  un  cercle  (\\v  de  diamètre 
moitié. 

4.  Une  parabole  glisse  sur  deux  droites  rectangulaires  ; 
prouver  cpie  son  sommet  et  son  foyer-  décrivent  respecti- 
vement les  courbes 

.r7/ 2  (  ,r2 -f-  y2-+-  3<72)  =  a6     et     .>:2y2  =  a2 (x2 -\-  Y2)- 

5.  La  roulette,  sur  un  cercle,  du  pôle  d'une  spirale 
équi angulaire  est  la  développante  d'un  autre  cercle. 

6.  L'enveloppe  de  la  ligne  pédale  d'un  triangle  est  une 
hypocycloïde  à  trois  sommets,  ayant  pour  centre  le  centre 
du  cercle  des  neuf  points. —  La  ligue  pédale  d'un  triangle 
est  la  ligne  joignant  les  pieds  des  perpendiculaires  abais- 
sées sur  les  côtés  par  un  point  du  cercle  circonscrit. 

(  La  suite  prochainement.) 


SOLITIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOIVELLES  ANNALES. 


Question  862 

i oir  •'  série,  t    VII,  p.  191 

Par   ML    Alfred  GIARD, 
Élève  de  l'École  Normale  supérieure. 

Lorsqu'une  chaînette  roule  sur  une  droite,  une  droite 
quelconque  de  son  plan  enveloppe  une  développante  de 
parabole.  (À.  RlBÀUCOUR.) 
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Rappelons  d'abord  les  propriétés  remarquables  de  la 
chaînette.  Si  l'on  suppose  la  courbe  rapportée  aux  axes 
Ox,  0/,  son  équation  est  (*) 


/  =  -' 


i°   La  longueur  de  la  normale  MN  est  égale  au  rayon 
de  courbure-, 


2°  La  projection  MI  de  l'ordonnée  du  point  de  contact 
sur  la  tangente  est  égale  à  lare  BM  qui  va  du  sommet  de 
la  courbe  à  ce  point-, 

3°  La  projection  JNIK  de  la  même  ordonnée  sur  la  nor- 
male est.constante  et  égale  à  //  ;  de  sorte  que,  dans  le  rou- 
lement de  la  chaînette  sur  la  droite  Ml,  la  droite  Tx 
passe  constamment  par  le  point  P. 

Quand  une  courbe  S  roule  sur  une  courbe  S',  une 
courbe  m,  invariablement  liée  à  S,  enveloppe  une  cer- 
taine courbe  a' .  Soient  r  et  r'  les  rayons  de  courbure  de 
la  courbe  mobile  et  de  la  courbe  fixe;  p  et  p'  les  rayons 
de  courbure  de  l'enveloppe  et  de  l'enveloppée,  n  la  partie 
de  la  normale  à  l'enveloppe  comprise  entre  cette  courbe 
et  la  courbe  fixe;  on  a  la  relation  bien  connue 

i 


M 


'*  )  STURM,  Cours  de  Mécanique,  l.  II,   ]>.     0 
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cp  étant  l'angle  de  la  normale  à  l'enveloppe  avec  la  nor- 
male commune  aux  deux  courbes  S  et  S'. 

Considérons  l'axe  Oy  de  la  chaînette;  la  normale  à 
l'enveloppe  de  cette  droite  passe  par  le  point  M,  centre 
instantané  de  rotation.  Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  /•' 
etp'  sont  infinis;  donc  la  relation  (1)  devient 


Si,  du  point  N,  on  abaisse  I\Q  perpendiculaire  sur  la 
parallèle  à  Ox  menée  par  le  point  M,  le  point  de  ren- 
contre Q  de  cette  perpendiculaire  avec  la  normale  à  l'en- 
veloppe est  le  centre  de  courbure  de  cette  courbe,  car 
on  a  bien 

QM  =  rcoscp  =  p  —  /?. 

Cela  posé,  je  dis  que  le  lieu  du  point  Q,  c'est-à-dire  la 
développée  de  l'enveloppe,  est  une  parabole. 

En  effet,  la  figure  QMPN  est  un  rectangle,  donc 
l'angle  NMQ  est  égal  à  l'angle  PQM,  donc  la  développée 
est  une  courbe  telle  que  sa  tangente  OM  fait  des  angles 
égaux  avec  la  droite  QP  qui  joint  le  point  de  contact  au 
point  fixe  P,  et  avec  la  droite  MN  parallèle  à  une  di- 
rection fixe.  Cette  développée  est  donc  une  parabole, 
et,  par  suite,  l'enveloppe  de  Oy  est  une  développante 
de  parabole. 

La  parabole  lieu  du  point  Q  a  pour  foyer  le  point  P. 

La  tangente  au  sommet  est  la  droite  IM,  puisque  le 
point  M,  projection  du  foyer  sur  la  tangente  MQ,  est 
sur  IM. 

Il  est  évident  que  toute  droite  du  plan  liée  à  la  chaî- 
nette fera  avec  Oj  un  angle  constant,  et  par  suite  en- 
veloppera une  courbe  qu'on  pourra  amener,  par  un 
déplacement  dans  le  plan,   à   coïncider  avec   lune   des 
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homolhétiques  de  la  développante  de  parabole  enveloppe 
de  Oy. 

Note.  —  La  même  question  a  aussi  élé  résolue  par  MM.  Lemattre, 
maître-répétiteur  au  lycée  de  Besançon;  Brocard  et  Grassat,  sous-lieu- 
tenants du  Génie;  G.  Coridas,  à  Pau. 


Question  950 

voir  î"  série,  i.  Vlll,  p. 

Par  M.   O.   CALLAUDREAII. 

Démontrer  que  le  produit  des  deux  séries 

i       i  i       i.3  i       i.3.5, 

-  .r3 


a  -f-  2  2        '    <7-f-42-4  «  +6  2.4.6 

1  i.3  i.3.5 

H x  H r  ■>■-  H j—pi  x3  H 

2  2.4  2.40 


est 


a  -r-  ;  («  +  1     («  -f-  3) 

x    ' 


«  -f-  2  '  («  -f-  2)  (a  ■+-  4) 

(a  -f-  1  i(a  +  3)(«  +  5) 


,.+...] 


(«  + 2)  (a  +  4)(«-f-6; 

(Hermite.) 

Pour  résoudre  cette  question,  je  décomposerai  en  frac- 
lions  rationnelles  le  coefficient  du  terme  en  xn 

(a  +  1)  (a  H-3).  .    (a-r-2«  —  1)  <p(<?) 

r/  a  —  2  )  («  -f-  4  )  •  •  -  («  +  2  «)  ■■!>  (a 

et  je  démontrerai  qu'il  est  égal  au  coefficient  de  x"  dans 
le  produit  des  deux  premières  séries,  produit  obtenu 
algébriquement. 

Pour  décomposer  cette  fraction,  je  cherche  ce  que  de- 

•      ,    V1'")    1 
\icnt  — —  lorsque  a  = —  2m. 
■f(a]  1 


(  33.   ) 
Pour  cette  valeur  de  a,  ©(a)  est  égal  à 

[lin  —  i)(2m  —  3)  (2///  —  5).  .  .(— i)'"i  .3.  .  .[2(«  —  m)  —  i]. 

Pour  celte  même  valeur  de  a,  '|'(«)  est  égal  à 

(—  2/w)[ —  (2/;/  —  2)].  . .  (—  2)(-f-  2).  .  .[i{n  —  m)], 

produit  qui  renferme  m  ternies  négatifs. 
Donc 

<p(a)         {o.m — l)(2m  —  3)...  I.I.3.     ...[2(« — ot)  —  i] 
¥{a)  im{im  —  2 ) . . .  2 . 2 . 4 •  6 .  .  . 2  («  —  /«  ) 

Donc 

»p(a)       i  i.3. 5. ..(2/z  —  i)  i       i.3. 5.. .\_i{n — i) — i]  i 

ty(a)       a        2. 4-6.. .2//  n  -h  2      2.4-6... 2  («  —  i)      2 

i        i.3.5...(2«  —  i) 

_!_...-] v i . 

Cl  -h  2.11  2. 4-6... 2/2 

Or,  si  l'on  fait  algébriquement  le  produit  des  deux 
premières  séries,  on  obtient  précisément  ce  même  déve- 
loppement pour  coeflicient  de  xn. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  aussi  par  M.  II.  Brocard,  lieu- 
tenant du  Génie. 


Questions  981   et    1017  (*) 

(  voir  2*  série,  1. 1\.  p.  <y>.  )  ; 

Par    M.    MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  lia  vie. 

On  coupe  une  surface  du  second  degré  par  un  plan  ; 
aux  différents  points   de   l'intersection,    on   mène  les 


*  )  La  question  1017  :  n°  de  mars  1871    a  été  proposée  en  février  1870, 
sous  le  n°  981. 
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normales  h  la  surface j  />«/■  <///  point  de  /espace,  on 
mène  des  droites  égales  et  parallèles  aux  longueurs 
interceptées  sur  ces  normales  entre  leurs  pieds  sur  la  sur- 
face et  le  plan  de  symétrie.  Les  extrémités  de  toutes  ces 
droites  se  trouvent  sur  une  conicpie. 

(E.   LAGUEr.r.E.) 

Je  suppose  cl  abord  que  la  surface  ait  un  centre.  Soient 

(i)  Àx2+  A'jr+    A"z2    =  H, 

(  2  )  Ix  -h  rny  -\-  nz-hp  =  o, 

les  équations  de  la  surface  et  du  plan. 

Celles  d'une  normale  au  point  (  c,  y,  z)  seront 

X-x        Y— r        Z-z 

(^  ) 


A.r  h! y  k"z 

et,  pour  Z  =  o,  on  aura 

A  v  A' 

X  —  x—  —  —  x,     Y  —  jr  =  —-r,y. 

A  A 

Or,  si  de  l'origine  des  coordonnées  on  mène  une  droite 
égale  et  parallèle  à  cette  normale  (dirigée  de  la  surface 
vers  le  plan  de  symétrie  Z  =  o),  X  — x,  Y  —  y  et  Z  —  z 
seront  précisément  les  coordonnées  de  son  extrémité;  on 
aura  donc,  en  représentant  ces  coordonnées  par  £,  ri,  £, 

m  s  A  A'       •     y 

(4)  E  =  -p«.    *=—pJ>    *=—■ 

On  aura  le  lieu  de  ces  extrémités  en  éliminant  x.  i     - 
entre  ies  équations  (i),  (2)  et  (4). 
Des  dernières  on  tire 

—    —  —  E  —  —  z  —  —  y 

In  reportant  ces  valeurs  dans  (1)  et  (2),  et  mettant  ar, 
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7,  z  au  lieu  de  \,  «,  £,  ou  a 

.r2        v  "■        z-         H 

151  Â  +  1T  +  F  =  ]F' 

(6)         ï*  +  r'  +  5**-F=°- 

Le  lieu  est  donc  l 'intersection  d'une  surface  du  second 
degré  par  un  plan,  et,  par  conséquent,  une  conique. 
Si  la  surface  est  un  paraboloïde,  soit 

(7)  A/î  +  A':i=2B.r 

son  équation,  celle  du  plan  étant 

(  8  )  lx  -+-  m  y  +  n  z  +  p  ==  o  ; 

les  équations  d'une  normale  seront 

X  —  x        Y  —  r        Z  —  z 


\y/ 

—  B 

A  /               A'  z 

Pour  Z  = 

o,  on  aura 

X  X  =  — ;5 

A' 

Y-.r=-£ri 

par  suite, 

B 

(10) 

g 

~  Â7' 

d'où 

n) 


A' 
7  =  --,,     .=    -Ç. 


Éliminant  r,  y,  z  entre  les  équations  (7),  (8),  (ji),  et 
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mettant  jr,/,  z  au  lieu  de  >,  y?,  £,  on  a 


B 

Â7 


(19) 

j  j:         s2        2B  //h    7        «    3  /5 


'A         A'        A'    \  /   A         /A'        A' 

Le  lieu  est  encore  l'intersection  d'une  surface  du  second, 
degré  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  paraboloïde 
donné. 

On  peut  remarquer  que  les  lieux  trouvés  sont  des  sec- 
tions faites  dans  des  surfaces  de  même  genre  que  les  sur- 
faces données. 


Question  998 

(  voir  ■>'  série,  t.  IX ,  p.  384  )  ; 

Par  M.   C.   LADURON. 

Les  points  de  rencontre  des  hauleiu's  des  triangles 
isoscèles  formés  par  quatre  tangentes  quelconques  à 
une  circonjérence  et  par  les  cordes  de  contact,  sont  les 
sommets  d'un  quadrilatère  homothè tique  à  celui  qui  a 
pour  sommets  les  milieux  des  cordes  de  contact.  Le 
centre  de  similitude  est  le  centre  de  la  circonjérence, 
et.  le  rapport  de  similitude  est  i.  (H.   Brocard.  ) 

Soient  SA,  SB  deux  tangentes  au  cercle  de  centre  O-, 
AB  la  corde  de  eonlact  ;  S  M  et  AN  deux  des  hauteurs  du 
triangle  SAB,  et  H  leur  point  de  rencontre. 

Le  point  M  étant  le  milieu  de  la  corde  AB.  la  hau- 
teur SM  prolongée  passe  par  le  centre  O  du  cercle. 

La  proposition  énoncée  se  réduit  donc  à  ceci  :  que  la 
distance  OH  est  double  de  OM. 

Or,  les  triangles  rectangles  HAM,  BAjN  ont  deux  angles 
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égaux  chacun  à  chacun,  d'où  il  résulte  que  l'angle  AHM 
est  égal  à  l'angle  ABN  ;  d'ailleurs,  l'angle  au  centre  AOM, 
ayant    même    mesure    que    l'angle  ABN,    lui    est   égal. 

Donc  AHM  =  AOM,   le  triangle  HAO   est   isoscèle,  et 
HM=MO.  c.    Q.    F.    D. 

Remarque.  —  De  la  réduction  précédente  de  la  ques- 
tion, il  appert  que  la  propriété  à  démontrer  pourrait  être 
énoncée  d'une  manière  plus  générale,  puisqu'elle  est 
indépendante  du  nombre  des  tangentes  considérées. 

Note.  —  La  môme  question  a  été  résolue  par  M.  I.ez. 


QUESTIONS. 


1030.  Étant  pris  trois  diamètres  conjugués  d'une  sur- 
face du  second  degré,  si  l'on  projette  chacun  d'eux  sur 
une  droite  perpendiculaire  au  plan  des  deux  autres,  la 
somme  des  valeurs  inverses  des  carrés  de  ces  projections 
est  constante.  (H.   Faure.) 

1031.  Trouver  la  condition  pour  que  les  deux  plus 
courtes  distances  entre  Jes  côtés  opposés  d'un  quadrilatère 
gauche  se  coupent.  (A.  M.) 

1031 .  Un  angle  de  grandeur  constante  se  déplace  dans 
un  plan,  de  manière  que  le  sommet  décrive  un  cercle  de 
rayon  donné,  et  que  l'un  des  côtés  passe  par  un  point  fixe  : 
on  demande  l'enveloppe  de  l'autre  côté. 

(C.  Harkema.) 

1032.  Trouver  trois  nombres  entiers  en  progression 
géométrique,  tels  que  chacun  d'eux,  augmenté  dune 
unité,  donne  un  carré.  (A.  Martin.) 
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1033.  On  donne  un  cylindre  droit  à  base  circulaire 
et  une  hélice  tracée  sur  ce  cylindre  :  trouver  la  longueur 
d'un  arc  d'hélice  tel  que  les  tangentes  menées  à  ses  extré- 
mités se  rencontrent.  (J.-Ch.  Dcpain.) 

1034.  On  prend  sur  une  surface  du  second  degré  une 
section  plane  quelconque;  cette  courbe  peut  être  prise 
pour  la  focale  d'une  surface  nouvelle  passant  par  l'une 
ou  l'autre  des  focales  de  la  première. 

(G.  Darboux.) 

103o.  Il  y  a  la  même  relation  entre  les  tangentes  me- 
nées d'un  point  de  l'ellipsoïde  à  trois  sphères  doublement 
tangentes  à  l'ellipsoïde,  qu'entre  les  distances  d'un  point 
variable  dans  un  plan  à  trois  points  de  ce  plan. 

(G.   Darboux.) 

1036.  On  donne  le  centre  dune  ellipse,  un  point  de 
la  courbe  et  le  centre  du  cercle  oscillateur  en  ce  point, 
déterminer  les  axes  de  l'ellipse. 

1037.  On  donne,  en  position,  l'axe  focal  d'une  ellipse, 
un  point  de  la  courbe  et  le  centre  du  cercle  osculateur 
en  ce  point;  déterminer  les  axes  de  l'ellipse. 

1038.  Etant  donnés  en  grandeur  les  quatre  côtés  d'un 
quadrilatère  plan,  et  la  droite  qui  unit  les  milieux  de 
deux  côtés  opposés,  trouver  l'aire  du  quadrilatère  en 
fonction  de  ces  cinq  droites.  Discussion  du  problème. 
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LIEU  DES  SOMMETS  DES  TMÈDRES  TRIRECTANGLES  DONT 
LES  COTÉS  SONT  NORMAUX  A  UNE  SURFACE  DU  SECOND 
ORDRE; 

Par  M.   PAINVIN, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lyon. 


1 .  Cette  question,  qu'on  s'est  posée  souvent,  n'a  jamais 
été  résolue,  que  je  sache 5  en  voici  une  solution. 

Prenons  pour  exemple  un  ellipsoïde  que  nous  rappor- 
terons à  ses  plans  principaux 5  si  x,  y,  z  sont  les  coor- 
données d'un  point  du  lieu,  et  que  xt,  yu  zt  soient  les 
coordonnées  du  pied  d'une  des  normales,  on  a 

r  —  .r,         y — r,         z —  z.  x]         y  ?         z2 

A,        -4+4^-  +   -i-I=0; 


x,  y\  z,  à'        b 

!?  b2  ~c2 

on  déduit  des  relations  qui  précèdent 
a2x  b2y 


i°)      **  = 


b2 


puis 

(0 


u2x2  b2y2 

1 ±- 

iA  +  a2)2  (X-r-62)1  (A-+-C2 


L'équation  (1),  du  sixième  degré  en  X,  détermine  six 
valeurs  de  X,  et  les  équations  (i°)  donnent  les  coordon- 
nées des  pieds  des  six  normales  correspondantes;  d'ail- 
leurs les  cosinus  des  angles,  avec  les  axes  de  coordonnées, 
d'une  normale  en  ^Xi,jriy  z^)  sont  proportionnels  à 

x,         y,         z, 

~ï'      17'      "V 

n'        bl         c2 

Ann.  de  Maihêmat. ,  1*  série,  t.  X.    Aoûi  :s-  22 
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et  par  suite  à 


x 


a2        X 


D'après  cela,  si  Xt,  X2,  X3  sont  trois  des  racines  de  l'équa- 
tion (i),  et  si  nous  écrivons  que  les  normales  correspon- 
dantes sont  perpendiculaires  entre  elles,  on  a  les  trois 
équations  de  condition 


•      !  x1  y2  z2  _ 

^  -ï^a2)  {\+a2)  +  (It+b^.^b2)^  {li+c2){\-hc2)~  °' 


v 


Si  les  équations  (2)  étaient  distinctes,  elles  détermine- 
raient Xn  X.2,  X3-,  et,  en  écrivant  que  le  premier  membre 
de  l'équation  (1),  rendue  entière,  est  divisible  par  le  pro- 
duit (X — ^i)(2- — /2)  (A  —  X3),  on  aurait  trois  relations 
entre  #,7,  25  il  en  résulterait  alors  qu'il  n'y  a  qu'un 
nombre  limité  de  points  satisfaisant  aux  conditions  im- 
posées. 

Mais  nous  allons  voir  que  les  équations  (2)  ne  déter- 
minent pas  Xt,  X2,  X3  ;  elles  sont  seulement  équivalentes 
à  deux  relations  distinctes  entre  les  fonctions  symétriques 

X,  +  Xj  -1-  X3,     X2X3  4-  a3  A,  -f-  ).,).,,     X,  X2X3  ; 

par  conséquent,  le  lieu  cherché  sera  une  courbe  gauche. 
On  peut  s'expliquer  ce  fait  en  se  rappelant  que  les  six 
normales  menées  d'un  point  à  une  surface  du  second 
ordre  sont  sur  un  cône  du  second  degré  jouissant  de  la 
propriété  d'avoir  une  infinité  de  systèmes  de  trois  géné- 
ratrices rectangulaires. 

2.   Pour  effectuer  le  calcul  dont  je  viens  d'indiquer  le 
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point  de  départ,  j  adopterai  les  notations  suivantes  : 

!A  =  x7-h  j24-z2, 
B  =  (62  +  c2).z2  +  (c2-f-  «2)j'4-  («'+  b*)z\ 
C  =  £2c2.r2-f-c2«2j2-+-tf2&2z2; 

|  m  =  a2  -+-  A2  -f-  c2, 
(H)         j  «  =bic'-hc\i*-ha*b\ 
\  p  =  «2£Je2; 

puis,  comme  notations  auxiliaires  : 

/  B'  =  «A   —  B  =  a\xi-h  b'y1  -+-  c2z\ 
C'=    «A    —  C=a2(62+e2).r3-f-  62(c2-4-  a2)/' 

(III)  |  -t-cJ(«2-f-62)z% 

j  D'=  pA   -+-«B  — wC=a2(é2+c2)2.r2+è2(c2-+-aî)2j2 

'  +c!(«!+i,)!z2; 

C"=:— rcA4-/HB-+-C=:(£2+c2)2.r2-+-  (c2-f-a2)2j2 
-r-  (a2  H-  62)2z% 

(IV)  {  D"=-^A+mC=è1c!(èî+c2).r2+«V(c!+fl!)j' 
+  a*(fl1+  b-)z-, 

E"=— />B  +  «C  =  è4c«.-r2-4-  c4a472-f-«4fc4z'. 

Ceci  posé,  les  équations  (2)  s'écriront,  après  avoir  chassé 
les  dénominateurs  et  eu  égard  aux  relations  (I),  (II), 
(III),  (IV)  : 

ÀXJXJ-+-  BX2X,(X,h-  h)  -+■  C(XJ  h-  X2) 

+   (TXtXa   4-D"(X,-4-X3)-»-E":=o, 
.  ÀX*X?-l-B>8XI(Xï+X1)H-C(Xî3+XÎ) 

j  j  +   C"X3X,  +  Dw(Xî4-XI)-+-El/=o, 

I  AX2X2-i-BX1X2(Xih-X})h-C(Xî+X2) 

+   CX.X,  4- D"(X,  -+-X.)  -4-E"=o. 

22. 
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Retranchons  deux  à  deux   les   équations  (3);   il   vient, 
après   avoir    supprimé    les    facteurs    /,  —  X3 .    Â3  —  /., , 

h  —h, 

l  AXf(X,+Xs)  4-BXlvX,+X2+XJ)  +  C(À2+Àï)+C/>Xl  +  D,/=o, 

(4)  A^(X3-f-^.)+BA2(X,-Hx2-l-X3)4-C(>3+>,)+c'/^-+-D"=o, 
(Aa  =  ().1-w.:)+BX3()m  +  a2-^a3)  +  C().1+).2)-+-C"à3  +  D,/=o. 

Retranchons  encore  deux  à  deux  les  équations  (4),  on 
trouve  la  relation  unique 

(5)  A(  a2à,+  Va,+  Va2)  +  B  ().,  4-/2+  X3)  —  «A+mB  =  o. 

Si  maintenant  nous  ajoutons  les  égalités  (4),  puis  les 
égalités  (3),  et  qu'on  joigne  à  l'équation  (5)  les  résultats 
ainsi  obtenus,  nous  avons  les  trois  relations  suivantes  : 

•   A^  +  Ba-«A  +  /«B  =  o, 

A(a8  —  37)  +  Ba2+(2C  +C")a+  3D"=o, 

(6)  < 

*    ;    I   A(P:—  2a7^4-B(ap  —  37)  +C(2a'-4(5) 


+  C,/p-t-2D'/a  4-3E"=o, 
après  avoir  posé 

I    a  =  "/.,  +1,4-  )3, 

(7  )  '     P  =  >>2  A3  H-  X3  A,  -h  À,  À2, 

f    7  =  A,  A2A3. 

Des  deux  premières  équations  (6),  on  tire 
i    A(3z=—  Ba  -4- «A  —  /«  B, 

(8) 

(   A 7  =      Ca — /)A  +  mC, 

et  la  substitution  des  valeurs   (8)  dans  la  troisième  des 
équations  (6)  donne  lieu  à  une  identité. 

On  peut  aussi  constater  aisément  que  la  vérification 
des  relations  (6)  entraine,  comme  conséquence  néces- 
saire, celle  des  relations  (3). 
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3.  Le  premier  membre  de  l'équation  (i)  doit  être  divi- 
sible par 

À3  —  (  "X,  — f—  A2  — i—  A3)a3  -+-  (  A,  X,  -h-  X,>3+  X3>.,)a >,  A2>.3 , 

c'est-à-dire,  en  ayant  égard  aux  notations  (7),  par 

).3  —  DCA2  4-   pA  —  7  , 

ou  enfin,  d'après  les  valeurs  (8),  par 

—  Ra-f-wA  —  /«  B  C  a  —  wA  -t-mC 

A3  —  aA2  H •  X - : 

A  A 

Si  l'on  pose  x -h  m  =  p  A  ,  l'expression  qui  précède 
devient 

(9)  X3-  (pA  -  m)V-  (P.B  -  «)X  -  (PC  -  /»)• 

D'ailleurs,  eu  égard  aux  notations  (I),  (II),  (III)?  (I"V) 
du  n°  2,  l'équation  (i)  développée  prend  la  forme  sui- 
vante : 

)  —  (2/>A-t-D')X2  —  2/;BX  —  pC  =  o. 

Ainsi,  en  définitive,  nous  obtiendrons  les  équations 
du  lieu  cherché  en  écrivant  que  le  premier  membre  de 
l'équation  (10)  est  divisible  par  l'expression  (9);  p.  est 
une  indéterminée  qu'il  faudra  éliminer. 

Nous  exprimerons  que  celte  division  se  fait  exactement 
en  écrivant  qu'on  a  identiquement 

;  (a3-*-  m\*-{-n\+py—  B'X4  —  2 C'a» 
—  (2/?  A  -f-  D')  a2—  2/>BX  —  pC 
=  [l3-\-  m  a2  4-  ni  -4-/;  —  p(AX:-h  BÀ  -1-  C  i  j 
X  (a3+  /«a:+  «a  +  /?  -f-  a,  A!-t-  fi,  a  -)-  7,), 

an  Pu  71  étant  trois  nouvelles  indéterminées. 

On  est  ainsi  conduit  aux  six  relations  suivantes,  entre 
lesquelles  nous  devons  éliminer  les  quatre  indéterminées 
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a,,  &,  yu  H-: 

a,  —  p  A  =  o, 

p,-pB-Apai  =  -B', 

7,  — f*C  +  /«(p1  — fiB)  — ^(Ap.  +  Ba.Jrs  — 2C; 
(12)  {  OT(7,_plC)  +  /i(p1  —  f*B)  —  p(A7,  -f-Bp,-+-Ca,) 
=  — 2/>A  — D', 

»(7,  -  ftC)-f  j>(p,—  uB)-{i(B7,-hCp,)=:-2/?B5 

p(7,  —  pC)—  (iC7,  =  — />C. 

4.   Des  trois  premières  équations  (12).  on  déduit  : 

a,  =  Afx, 

pi  =  A:y-î-HBfx— wA  -+-B, 

7,  =  A3p3-t-  (2AB  —  «A2)aî4-(C+  AB  —  »?A5)p 

+  (m!-2«)A-mB  +  2C. 

Or,  si  l'on  pose 

U  =  A2/*3— B>2— B>  -4-/»5—  2«, 


fi3 

V  =  Aps—  w 

les  valeurs  précédentes  de  aj,  {3j,  y,  pourront  s'écrire 

(i4)  p,  =  AV-t-Bp-t-B, 

(  7,  =  AU  -f-  BV  -+-  Ca  H-  2  C. 

Substituons  ces  valeurs  dans  le  second  groupe  des  équa- 
tions (12),  il  vient,  en  désignant  par  X,  Y,  Z  les  premiers 
membres  des  équations  résultantes, 

X  =  (Ap  — wi)(AU  -f-  BV-t-C<;.+  2C) 
-t-(B{A— «)(AV-+-Bp-t-B)-+-  AC/i' 
-h  (mC+  «B)p.  —  3pA  —  «B  -f-  »?C  =  o, 

Y  —  (Bp  —  b)(AU+  BV-i-  C/*-+-  2C) 

-t-(Cp—  /?)(AV-f-Bf/.  -f-B)  4-(/nC-4-/?B)p—  2pB=o. 

Z  —  (Cp  —  p)  (AU  -f-BV^Cfi-4-aC)  -f-  pCft  —  />C  =  o. 


(i5) 
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Développons  ces  trois  dernières  équations  en  conservant 
les  termes  en  U;  puis  remplaçons  A2  p.3  et  A  p.2  à  laide 
des  relations  (i3),  lorsque  ces  termes  se  présenteront 
dans  les  autres  calculs  effectués;  on  trouve,  sans  difficulté 
aucune,  que  les  trois  équations  qui  précèdent  peuvent  se 
mettre  sous  la  forme  suivante  : 

1  X  =  (A>  —  B')U  -4-(ABp  —  C')V 

1  +  A(Cp2-H  aCp  —  3p)    =0, 

Y  =  (ABu— C')U  -f-(B'a-D')V 

-+-  B(Cp.2  +  sCp  —   3/;)   =0, 

f  Z  =  (AC/x  —  pA)U  +(BCfx  —  PB)V 

-+-C(Cf*»-h2Cf*—   3p)  =  o. 

Il  s'agit  maintenant  d'éliminer  y.  entre  les  trois  équa- 
tions (i5). 

5.   Posons  encore 

'M  =  AC"— B' 

=  (b7  —  c^y'z'-h  {ct—à1fzlxi+  (a'—b'Yx'y', 
N  =AD"—  BC 

=  a2(b'  — €*)*?' z'+bUc*— a2)5z,a;5-4-cî(a,— *,)»*Iy\ 
P  =  AE"—  C 

=  a*{b1—ctyy'zi-+-b*(c'—a*yz2xi-het(ai—Kbi)2x2yi, 
Q  =  BE"—  CD" 

—  a6(b2—c,)\riz'-+-b<i(c1—a2)iz7.Ti-i-c*(a'—biyx'y3i 

puis  formons  les  combinaisons 

BZ  —  CY  =  o,     AZ  — CX  =  o,     AY  —  BX  :=  o, 

on  trouve 

|  BZ  —  CY  =  PU  -f-  QV  =  o, 

(17)  !   AZ  —  CX  =  NU  4-  PV  =  o, 

'  AY  —  BX  =  MU  -f-  NV  =  o; 
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une  quelconque  de  ces  équations  est  une  conséquence  des 
deux  autres.  On  peut  donc  remplacer  le  système  (i5)  par 
le  système  (17),  auquel  on  joindra  une  des  équations  (i5). 
La  combinaison  des  équations  (17)  nous  donne,  par 
exemple, 


(NQ—  Ps)U  =  o,      (NO—  P2)V  =  o, 

ou     (MP—   Ns)U  =  o,     (MP—  N-)V  —  o, 


(18) 

(ou      (MQ  —  NP)U=o,     (MQ  — NP)V=o. 

On  déduit  d'ailleurs  des  valeurs  (16)  les  identités 

l  MP  —  N2  =  (b2  —  c2)2(c2  —  a2Y(a2—  62)'.r2j2z=  A, 

(16  bis)      <   MQ  —  NP=(62  —  rJ)2(c2—  a2y(a'—  42)>j:yï»B, 

(  NQ—  P2  =  (£2  —  r2)2(c2— a2)2(«2—  i2)Ix2j'z,C. 

D'après  cela,  comme  A,  B,  C  ne  peuvent  pas  être  nuls 
à  la  fois,  il  résulte  des  équations  (18) 

(19)  U  =  o,     V=o, 

et  les  équations  (i5)  se  réduisent  alors  à 

i<)  bis)  Cui-+-  2Cpt  —  3p  ==  o. 

Ainsi  les   équations  du  lieu   cherché  s  obtiendront  en 
éliminant  ^  entre  les  trois  équations 

(  Au-  —  m  =  o, 
[20  Cft3-r2Cu  —  3/?  =  o, 

?  A2u.3—  Bfjr—  B'u-hm7—  in  =  o,      où     B'=«A  — B. 

6.  L'élimination  de  p.  ne  présente  aucune  difficulté 5 
en  remplaçant  d'abord  a2  dans  les  deux  dernières  équa- 
tions (20),  il  vient 

2  ACy  =  3/;  A  —  mC, 
AB  v.        •>  a  A  —  ///T>. 
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Comparant  ces  deux  valeurs  de  u,  puis  remplaçant  p.  par 

i  /  —  i  on  est  conduit  aux  trois  équations 

l   4mACî=  (3pA  —  mC)-, 

(21)  (      mAB,=  {in  A    —  wB)% 

(      3/;AB  =  C(4/?A—  iwB). 

7.   Conclusion.  —  Z-e  //eu  «tes  sommets  des  trièclres 
trircctangles  dont  les  côtés  sont  normaux  à  l'ellipsoïde 

a?»        >-2       z2 

h-: h    —   —  I  =  0 

fla  62  c2 

es*  une  courbe  gauche  définie  par  les  trois  équations 

1    (i°)     4wAC2=  (3/?  A  —/»€)-, 
(A)     (22)  J    (?.°)        iwABî=   (2«A   -mB)', 

((3°)      3/>AB  =C(4«A  — #»B). 

Dans  ces  équations,  on  a  posé 

A  =  x2-f- j2-h  z-, 

B  =(£2-4- £»)#»-+-  (c2-+-  a*)y*-t-  (a2  H-  £*)**, 

C  =  62c'.z2  ■+-  c«fl*jr»-+-  fl2é2z2; 

TO=  #a-f-  &s  4-  f2, 

«  =  a2b2  -f-  &'c2-f-  f3a2, 

/?  =  a*b'c*. 

J'ai  dit  que  la  courbe  était  définie  par  les  trois  équa- 
tions (22)-,  c'est  qu'en  effet  deux  quelconques  de  ces 
équations  seraient  insuffisantes  pour  bien  déterminer 
cette  courbe.  Ainsi,  par  exemple,  si  nous  voulons  la  dé- 
finir parles  deux  équations  (20)  et  (3°)  seulement,  nous 
voyons  que  les  deux  surfaces  (20)  et  (3°)  ont  en  commun 
la  courbe  (  A  =  o,  H  =  crt,  qui  est  une  solution  étrangère 


?.•?.  bis) 
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à  la  question,  car  elle  n'appartient  pas  à  la  surlace  (i°)} 
il  en  serait  de  même  pour  les  autres  combinaisons. 

Notons  que  la  courbe  (A  =  o,  B  =  o),  solution  étran- 
gère, se  compose  de  quatre  droites  passant  par  l'origine, 
et  que  ces  droites  sont  des  droites  doubles  pour  la  sur- 
face (20). 

8.  Remarque  1.  —  Les  trois  équations  (22)  seront 
vérifiées,  et  les  solutions  étrangères  écartées,  si  l'on 
prend 

!(4°)  2«A=  m[a  -+-  i)B, 
(5°)  3/>A  =  iit(2p+i)C, 
(6°)  A  =  mp2, 

p  désignant  une  constante  tout  à  fait  arbitraire.  Remar- 
quons que  la  nouvelle  arbitraire  p  est  liée  à  l'ancienne  p 
par  la  relation 

1 


ceci  résulte  évidemment  de  la  comparaison  de  la  pre- 
mière des  équations  (20)  et  de  la  troisième  des  équa- 
tions (23). 

Les  équations  (23)  sont  parfaitement  aptes  à  définir 
la  courbe  gauche  en  question,  et  nous  en  fournissent  en 
même  temps  une  construction  très-simple. 

Pour  une  valeur  donnée  à  1  arbitraire  p,  la  dernière 
des  équations  (23)  représente  une  sphère,  et  les  deux 
premières  déterminent  quatre  droites  passant  par  le  cen- 
tre de  cette  sphère;  les  intersections  de  ces  droites  avec 
la  sphère  donnent  quatre  points  de  la  courbe  gauche. 

9.  Remarque  II.  —  Après  avoir  remplacé  A,  B,  C 
par  leurs  valeurs  (22  bis),  on  peut  résoudre  les  équa  - 
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tions  (23)  par  rapport  aux  x%jk%  .z2  ;  on  trouve  ainsi 

2  r  «      »«'        3    î 

L                 P  +  i             2pH-l  rJ 
(A)      (24)      Jr^^if^r^w-^l^H — /l, 

L  f>  +  I  2p-f-I        J 

f  r  2c2  3i 

f   rz1  =  c\<?      ckm n  H p     , 

\  L  P  +  I  2P-M7  J 

après  avoir  posé 

!a]  =  bi~  c7,      m  =  a--+-  f  -f- ^% 
62=c2 — «2,      «  =  rt2^2-f  è^  +  c'a', 
eî=a«-*«ï     *  =  ***; 
A^rrt'è^^-t-i^c'rt^cfrt2^2,  ou  rrrra^  +  èjè'-hc'c*. 

Za  courbe  gauche  ,  //e*i  r/e5  sommets  des  trièdres   tri- 
rectangles  normaux  à  P  ellipsoïde 

—  -4-  ~ 1 i  =  o 

a2         b2         c2 

«5f  complètement  définie  par  les  équations  (24),  où  p 
est  un  paramètre  arbitraire. 

Les  carrés  des  coordonnées  d'un  point  quelconque  de 
la  courbe  sont  ainsi  des  fonctions  rationnelles  fort  sim- 
ples d'un  paramètre  arbitraire.  Il  est  probable  qu'une 
méthode  synthétique  pourra  conduire  plus  rapidement  à 
ce  résultat  remarquable  qui  se  dégage  d'une  analyse  assez 
délicate. 

10.  Signalons  plusieurs  propriétés  immédiates  de  la 
courbe  que  nous  venons  de  déterminer  : 

i°  ha  courbe  gauche  A  est  du  seizième  ordre. 

Nous  pouvons,  en  effet,  définir  cette  courbe  par  les 
équations  (20)  et   (3°)  du  groupe  (22)  ;  or  les  deux  sur- 
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faces  (2")  et  (3°)  sont  des  ordres  6e""-  et  4ême  respective- 
ment: il  faut  d'ailleurs  faire  abstraction  de  la  courbe 
commune  (  A  =  o,  B  =  o)  qui  n'appartient  pas  à  la  sur- 
face (i°)  ;  et,  comme  cette  courbe  se  compose  de  quatre 
droites  qui  sont  des  droites  doubles  pour  la  surface  (20), 
il  reste,  en  définitive,  24  —  4-  2  =  16  pour  Tordre  de  la 
courbe  gauche  A. 

La  même  conclusion  se  déduit  facilement  des  équa- 
tions (i°)  et  (3°). 

La  question  est  plus  délicate  si  l'on  définit  la  courbe 
par  les  deux  surfaces 

(i°)     4/wAC2=(3/?A  —  mCY> 
(2°)        /wABî=(2nA-mB)2. 

Ces  surfaces  sont  toutes  deux  du  sixième  ordre;  mais 
elles  ont  d'abord  en  commun  deux  cercles  confondus  avec 
le  cercle  imaginaire  de  l'infini,  cercle  qui  n'appartient 
pas  à  la  surface  (3°)  ;  l'ordre  de  la  courbe  se  réduit  donc 
déjà  à  (36  —  4)  =  32. 
De  plus,  la  courbe 

B[3pA  —  mC)  =  2C(mB  — 2/ïA), 
mABiz={inA  —  mB)1 

appartient  (sauf  les  quatre  droites  doubles  A  =  o,  B  =  o) 
à  la  surface  (i°),  et  n'appartient  pas  à  la  surface  (3°); 
on  a  ainsi  une  nouvelle  courbe  du  seizième  ordre  dont  il 
faut  faire  abstraction  ,  et  il  reste,  pour  l'ordre  définitif, 
32 —  16=  16.  c.  Q.  F.  D. 

20  Le  centre  de  l'ellipsoïde  est  un  point  multiple  du 
huitième  ordre  pour  la  courbe  gauche  A  ;  les  huit  tan- 
gentes en  ce  point  forment  quatre  couples  de  deux 
droites  coïncidentes  qui  sont  données  par  les  équations 

,    e,  ABC 

25)  -  =  —  =  —; 

m  2  //         ôp 
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d'où  l'on  tire 


a:2  y2 

(?.5  bis)  —  =  — 


En  effet,  la  courbe  étant  définie  par  les  équations  (  20) 
et  (3°)  du  groupe  (  22),  on  voit  que  l'origine  est  un  point 
multiple  dont  les  tangentes  sont  fournies  par  les  équa- 
équations 

(2«A-mB)!  =  o,      C(4"A  —  rnB)  —  3/)AB  =  o; 

ce  sont  deux  cônes  du  quatrième  ordre  qui  ont  seize  gé- 
nératrices communes  formant  huit  couples  de  deux  droites 
coïncidentes 5  parmi  ces  huit  couples  se  trouvent  les  quatre 
couples  (A  =  o,  B  =  o)  dont  nous  devons  faire  abstrac- 
tion ;  il  reste  alors  les  quatre  couples  déterminés  par  les 
équations  (25). 

3°  Directions  asymptotiques ,  asymptotes  de  la 
courbe  A. 

Les  valeurs  infinies  de  x,  y,  z  correspondent  aux  va- 
leurs o,  —  1  et  —  7  du  paramètre  p  ;  on  trouve  ainsi,  à 
l'aide  des  équations  (24), 

('(i°)  —  =  -£- 


<*6>    \(*)lM 


J 

b\b* 

c\à 

ou 

B  =  o, 

C  =  o, 

y'1 
¥b~î 

z2 
~  c2c\ 

ou 

C  =  o, 

A  =  o, 

y  2 

b] 

z2 
c3. 

ou 

A  ==  0, 

B  =  o. 

:*>  =. 


Les  quatre  premières  directions  (i°)  correspondent  à 
quatre  points  doubles  à  l'infini  sur  la  courbe  gauche  5  les 
asymptotes  s'obtiendront  à  l'aide  des  équations  (22) 
[(20)  et  (3°)]  5  elles  seront  les  intersections  du  plan  tan- 
gent au  point  considéré  à  l'infini  sur  la  surface  (3°)  avec 
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la  polaire  du  second  ordre  du  même  point  relative  à  la 
surface  (20). 

Les  quatre  directions  (20)  correspondent  à  quatre  points 
simples  à  l'infini  sur  la  courbe  gauche  ;  les  asymptotes 
seront  les  intersections  des  plans  tangents  au  point  con- 
sidéré à  l'infini  aux  surfaces  (20)  et  (3°). 

Les  quatre  directions  (3°)  correspondent  également  à 
quatre  points  simples  à  l'infini  sur  la  courbe  gauche; 
pour  obtenir  l'asymptote  en  un  de  ces  points,  on  prendra 
la  polaire  du  deuxième  ordre  de  ce  point  relative  à  la  sur- 
face (20),  et  le  plan  tangent  à  la  surface  (3°)  ;  une  des 
droites  d'intersection  sera  l'asymptote  cherchée. 

Ces  calculs  n'offrent  aucune  difficulté  et  conduisent  à 
des  résultats  simples. 

4°  La  courbe  gauche  A  rencontre  V ellipsoïde  donné 

V-  -, — 1=0,     ou     C  —  p  =  o 

0}        b7        c'  r 

en  trente-deux  points  dont  les  coordonnées  sont  four- 
nies par  les  équations 

I  t  rx1  =  a]ae,  lA  =  m, 

(i°)  '  ry7  =  b]be,     ou     <B  =  n, 

rz2  =  c2c6,  (C  =p; 

^rxi=za\à1{àlm  —  3«  -+-  gb7c7),  1  A=  -> 

^2°^  ■  ou     <  n 

9rr7=zb2b7(b7m  —  3n-hgc7a7),  JB  =  -, 


(«7)1 

(  1"\  <  ou      < 

'   lnrv!-  h*h*(h->m  —  3»  4-nc'fl'l.  1  R    — 

3 
grz2  =  c\c7  (c*ot  —  3«  -hga'b1),  \C  =  p; 

(3°)j*=o,     A  =  o,     C=o; 
,(4°)jf  =  o,     B  =  o,     C  =  o; 

t  =  o  est  le  plan  de  l'infini,  et  ou  a  posé 

r  =  a]b7r'-^  b2c7a-  4-  c]a-b'=z  a2(J>  -f-  b]fr  -i~c2c*. 
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Les  groupes  (i°)  et  (20)  déterminent  chacun  huit 
points  où  la  courbe  A  rencontre  l'ellipsoïde,  ce  qui  donne 
16  points. 

Le  groupe  (4°)  détermine  quatre  points  à  l'infini; 
comme  ces  points  sont  des  points  doubles  de  la  courbe 
gauche,  il  en  résulte  8  points  de  rencontre. 

Enfin  le  groupe  (3°)  donne  quatre  points  à  l'infini  ;  en 
ces  points  la  courbe  gauche  touche  l'ellipsoïde,  ce  qui 
équivaut  à  8  points  de  rencontre. 

On  a  bien  ainsi  les  32  points  de  rencontre  de  la  courbe 
gauche  et  de  l'ellipsoïde. 

11.  On  peut  encore  se  proposer  la  question  suivante  : 

Quel  est  le  lieu  des  pieds,  sur  l'ellipsoïde  donné, 
des  NORMALES  rectangulaires  entre  elles? 

Si  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  du  point  d'où  sont  is- 
sues les  normales,  les  coordonnées  xt,yti  zt  du  pied  de 
l'une  d'elles  sont 

a-x  h2  y  c2z 

•ri  =  ; — : :>     J'i  =  - — T-rzi      z\  =  ; — : — o 


pour  les  trois  normales  rectangulaires,  les  valeurs  de  ?. 
sont  (n°  3)  les  trois  racines  de  l'équation 

).3  +  mV  +  «X  -+-/>  —  ;x(AX2  -f-BX-f-  C)  =0. 

Quant  aux  trois  autres  normales,  les  valeurs  de  A  aux- 
quelles elles  correspondent  sont  les  trois  racines  de  l'é- 
quation 

X3  -+-  mV  -f-  n),  -{-/><-+-  a,X5  -4-  (i,X  -+-  y,  =  o; 

ceci  résulte  évidemment  de  l'identité  [(n),  n°  3]. 

Or,  si   l'on  remarque  que,  pour  les  points  (x,  y,  z) 
d'où  sont  issues  les  normales  considérées,  les  quantités  U 
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et  V  sont  nulles  (n°  5),  les  égalités  [(i4)>  n°  ^]  donnent 
alors 

«,  =  Ap,     p,  =  B(x  +  B,     7,=Cp-i-2C. 

Nous  pouvons  remplacer  a  par  -  (n°  8),   et  p  aura  la 

même  valeur  que  dans  les  équations  (23)  et  (24),  (nos  8 
et  9). 

Nous  arrivons  ainsi  à  cette  double  conséquence  : 

i°  Les  coordonnées  X,  Y,  Z  des  pieds  des  trois  nor- 
males rectangulaires  menées  d 'un  point  [x,  y,  z)  de  la 
courbe  A  seront  données  par  les  égalités 

_  a2x  „  b-r  c1  z 

(28)  X=- -,  ï=; -,         Z=    -, 

v      '  X  +  a1  X  H-  b2  X  +  c' 

et  les  trois  'valeurs  de  1  seront  les  racines  de  l'équation 

(28  bis)      X3  -h  mV-  -4-  «X  -f-/> (AX2  -+-  BX  -f-  C)  =  o  ; 

20  Ze.v  coordonnées  X',  Y',  Z'  des  pieds  des  trois 
normales  non  rectangulaires  menées  du  même  point 
{oc,  y,  z)  de  la  courbe  A  seront  données  par  les  égalités 

a-x             ,.           b2  y           „,           c7 z 
(20)        X'=r; ;»        Y'—  J      ,       Z'=- ;, 

v    ^"  a' -h  a1  a'  H-  b'  à' H- c2 

e£  /e.v  f/'ow  valeurs  de  À'  seront  les  racines  de  V équation 

(29  ftù)  X'3-f-»iX'M-nV4-/>H--  (AX'2-t-B)/-r-C)+BX'  +  2C=o. 

Dans  les  deux  cas,  x,y,  z  sont  des  fonctions  de  p 
définies  par  les  équations  (23)  ou  (24),  (nos  8  ou  9); 
A,  B,  C  sont  des  fojictions  de  x,  y.  z  définies  par  les 
égalités  [(22  bis),  n°  7]. 

Cette  proposition,  qui  va  nous  servir  pour  aborder  la 
question  que  nous  nous  sommes  posée,  pourra  être  fort 
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utile  si  l'on  veut  pousser  plus  loin  l'étude  des  propriétés 
des  systèmes  de  normales  rectangulaires. 

12.  Cherchons  maintenant  le  lieu  des  pieds,  sur  l'el- 
lipsoïde donné,  des  normales  rectangulaires. 

Les  coordonnées  X,  Y,  Z  du  pied  d'une  de  ces  normales 
sont  données  par  les  équations  (28),  et  À  doit  vérifier 
l'équation  (28  bis).  Des  équations  (28)  on  tire 

(3o)    *=-(*+«»),     J=_(>-t-£2),     z  =  _(À-+-c2). 

Si  Ion  substitue  les  valeurs  (3o)  de  x,  y,  z  dans  l'é- 
quation (1)  du  n°  1,  qui  doit  être  évidemment  vérifiée,  i! 
vient 


+  ^+-F-I=:0' 


Y         Z2 

(3i; 

I       '-MI 

£2c2X2  -+-  rt2c2  Y2  +  a"b7Z>  —  a'b'c'; 


c'est  l'équation  de  l'ellipsoïde  donné. 

Il  faut  maintenant  substituer  les  valeurs  (3o)  de  .r,  j  ,  z 
dans  l'équation  (28  bis),  puis  dans  les  équations  (23),  et 
éliminer  1  et  p  entre  trois  des  équations  ainsi  formées. 

13.  Pour  faciliter  les  calculs  dont  je  viens  d'indiquer 
la  marche,  je  vais  d'abord  chercher  les  expressions  des 
quantités  A,  l>,  C  en  fonction  de  X,  Y,  Z  et  A,  et,  dan- 
ce  but,  j'adopterai  les  notations  suivantes  : 

A,  ==  X2  -4-  Y2  +  Z\ 

B,  =  (62  +  c2)X2-i-(c2  -t-  tf2)Y2-t-(«2-;    b'jZ1, 

.  ,C,  =  A'r'X2 -f-  c2«2Y2-W/2/;2Z2; 
(32); 

ID,=  bic*X'  +  ciatY2-ha*btZ\ 

E,  =  (b'  +  c2)  64r' X2  -i-  (c2  -i-  a-)  c* a*  Y2  -+-  (a* ■+-  b^a*  6>  Z:, 
\  F,  =  £cccX2  ■+■  r°û6Y2H-  a6£(iZ2; 
Ann.   <!<'    Mathémat.,  2e  série,  t    X.  (Aoûl  1871.  23 
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puis  rappelons-nous  qu'on  a  posé  (n°  17) 

A  =  x-  -+-  r2  4-  z2, 

B  —  {b2  -i-  c2)x2  -+-  (c2  H-  a2)  y2  -4-  (a2  -h  b2)z2, 

C  ==  b***a&-+i*a*v*  +  a2b2z2\ 
;3a  bis)  \ 

'  ni  =  a2  ~\-  h2  -4-  c2. 


n  =  a'  b-  -f-  b2c2  -+-  c2a2, 
p  =  a2b2c2. 

Par  la  substitution  des  valeurs  (3o),  les  expressions 
de  A,  B,  C  prendront,  eu  égard  aux  notations  (32),  les 
valeurs  suivantes  : 

{ p2  A  =  D,  Xs  4-  ip  C,  \  -+■  p2  A , , 

(33)  /?JB  =  E,\'+  ip{mC.  —  pAt)  X  -+-/>,BI, 
';j2C  =  F,V  +  2/?D,X-+-^2C,; 

de  là  on  déduit,  après  quelques  transformations  faciles, 

(34)  p2  (AX2  +  B).  -4-  C)  =  (>.3  +  /n*!  +  ni  +  y»)  (XD,  -+-/»C). 

Si  l'on  substitue  les  valeurs  (3o)  dans  l'équation  (28^/5) 
et  qu'on  ait  égard  à  la  relation  (34),  il  vient,  après  avoir 
supprimé  un  facteur  différent  de  zéro, 

(35)  p*t,  =  >.D,  +  /»C,. 

En  remplaçant  x,  7  ,  z  par  leurs  valeurs  (3o)  dans  les 
équations  [(23  ),  n°  8],  et  ayant  égard  pour  cela  aux  rela- 
tions (33),  on  trouve 

[  D,  X2+  zpC,l  -+-p2A  =  mp2ç,2, 

(36)  <  (2,0-4-1)  [F,/2 -4-  a/»D,l  +  j»*C,]  =  3/>y, 

'  (p  -+-  [)[E,X2-f-  zpymC,—  y>  A ,  )  À  -4-/>'B,  J  =  2np2p2. 

Il  s'agit  maintenant  d'éliminer  X  et  p  entre  les  équa- 
tions (35)  et  (36). 

Tirons  A  de  l'équation    (35),  et  substituons  sa    valeui 
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dans  les  équations   (36),  il  vient  après  quelques  réduc- 
tions faciles 

ifimD,  —  pï)  =  A,D,  —  C], 
l  {po  -  C.)  [a/iF.p'+CD;  -  C,  Ft)(p  +  i)] 
(37)   !      =p(Ci-:/')(/»F.p  +  DÎ— C,F,), 

j(/7îD1-^C,)(/^-C1)3 

+  2D,(/«C,— ^A,)(/>p  — C.)H-B,Dï  =  2»DÎ 


p  +  i 

14.  Nous  avons  déjà  trouvé  (n°  12) 

(38,  i°)  bWX.i-hcWY2+a2b2Z2=a2b*c\  c'est-à-dire,  C,~p. 

On  simplifiera  les  calculs  en  introduisant  immédiate- 
ment cette  hypothèse  dans  les  équations  (37).  Les  deux 
premières  donnent 

/     2_A,D,-j>' 

(38,  2-1  •  ' 

P2  />F,-DÎ 


p -h  1  pt\ 

d'où  l'on  conclut 

/>F,(A,—  m)  +  D,(»!D,-  /»») 


(38,3°)      p  —  i  =  2D, 


(/>F,-DÎ)(WD,-^) 


Eu  égard  à  ces  valeurs,  la  troisième  des  équations  (37) 
devient,  après  avoir  fait  C,  =  p, 

p'{mD,-p')  (p  —  1)*  —  2/»'D,  (A,  ~m)(p-i) 

—  ni  3/?p;  — B,(p  +  i) 
p-hi 

ou,  en  chassant  le  dénominateur  p-f-  1, 

pV~  i)[(mD,  —  />2)  (p  —  1)  -  2D,  (A,  -  m  )} 

=  DÎ[2«pJ— B,(p-hi)]; 

23. 
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puis  en  remplaçant,  dans  la  première  parenthèse,  [p —  i) 
par  sa  valeur  (38,  3°),  et,  dans  la  deuxième  parenthèse, 
(o-t-i)   par    la    valeur    que    fournissent    les    équations 

(38,  2°), 

/;2(A,  D,—  p7){pi —  i)=pï{mpVt  —  nD*  —  pBtF,). 

Substituons  enfin  à  p~  et  (p~ —  i)  les  valeurs  déduites 
de  la  première  des  équations  (38,  2°),  il  vient,  en  sup- 
primant des  facteurs  qui  ne  peuvent  être  nuls, 

/;2A,  D,  -t-  nD]  -4-  pB,  F,  —  w/j2D,  —  npF,  =  o. 

Or,  à  cause  de  Cj  =  p.  celte  dernière  équation  peut 
s'écrire 

/j2A,D,  -h  «D2  +  /jB,F,  —  mpC{  D  —  «C.F,  =  o. 

Si  Ion  remplace  At,  Bj,  Cl5...  par  leurs  valeurs  (32), 
on  constate  immédiatement  que  cette  dernière  équation 
se  réduit  à  une  identité. 

Par  conséquent,  la  courbe  cherchée  est  complètement 
définie  par  les  équations  (38,  i°)  et  (38,  2°),  équations 
qu'on  peut  écrire 

,,    ,    r                   ,        A,  D,-C;                 o-            C,  F,  -D; 
(3q)    C,=/?,     p*=  — p-      i  — — : 

il    reste   à  éliminer    o    entre   les    deux   dernières    équa- 
tions (39). 

lo.   On  a 

,       A.D.-C2  '-y;  F,  (A,  D,  -C2) 

,     -  1  = 


wD,—  pC,  (/«D,  —  />C,)(C,F,—  D; 

d'où  Ion  conclut 

(A,D,-C2)(C,F,  -  D^'iiwD,  — />C,) 

=  [2y?F1  (A,  D,  -  C?)  -  (/«D,  -  p"C,)(C,  F,  -  D')]. 
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Celle  dernière  équation  peut  s'écrire 

(C,  F,  -D;)1(/«D1-/;C1i(A,Dl-C^-»iD,+/)Cl) 
=  4/>F,(A1  D,  -  C;)[pF,(A,  D,  -  C;) 

_(«D,— /»C,)(C,  F,  — D;)], 

ou,  en  remplaçant  p  par  Ct ,  quand  il  résulte  une  réduction, 

,        ((C1F1-D;)2(/«D1-/,C,)(A,  -m)      • 
1  ')      =4/»F,(A,D,  — Cî)(/»À,F,— i»Ç,P,  +  iiiD;— /»C,D,). 
Or,  si  l'on  pose 

(     M1  =  A,D,  —  C»,     pHt  =  C/F,  —  DJ, 
I  />P,  rrr/nC.F,  — /M,  F,  -+-/>C,  D,  —  wD;, 

l'équation  (i°)  devient 

N;(mD,  — /»C,)(A,  —  m)  -f-  4F,  Mj  P,  =  o, 

ou,  en  multipliant  par  p, 

(3e)      (mD,—  pCt)[pA.t  — /»C,)N; +  4/>F,  i\l,P,  =  o. 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que 

f   Ml  =  ata\YiZ2-+-  ^Z2X24-c'r;X2Y2, 
N,  =aea\Y2Z"-i-  bcbiZ'X"-f-c6c\X-Y2, 
P,  =  fl8a|Y2Zî+  6S^Z2X2  4-  csc;X2Y2, 
M.P.  — N^fl^c^Y^D,. 

En  remplaçant  M^  Pj  par  la  valeur  que  fournit  la  der- 
nière des  égalités  (4°)5  l'équation  (3°)  deviendra 

|4«;6!c';X2Y2Z2C,  F,D, 
(5")    ' 

7|      +NÎ[4C1F,-h(mDl—  /»C,)(/»A,  —  «C,)]      o 

.Mais  si  l'on  pose 

r  =i  rt262c2-h  62c2rt2  -f-  c*a-b', 
r  =  a26*c«-t-  éjc'rt'-i-  c^b', 

r"=  «2/;V2(/;2-+-  c2  |  -I-  />*c2fl-   c" -4-  rj2j  4-  c2fl36:(a:  -+-  6 


(4 
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ou  a  identiquement 

(6°)  pirAl  =  rFt+prnC,  —  r'Dt, 

et  l'équation  (5°)  prend  la  forme  définitive 

(  4pVfl^:cJX2Y2Z2C,D,  F, 
(7°)     j        +  (C,F>  —  D^jVD.^C,  -mD,) 

16.   Ainsi,  en  résumé  : 

La  courbe,  lieu  des  pieds,  sur  l'ellipsoïde  donné,  des 
normales  rectangulaires,  est  définie  par  les  deux  équa- 
tions 

&>  =  p, 

[  4/?3ra^cfX2Y2Z2JUift>G 
(4o,  i°)  -^(JUG  —  iJba)*[(3/»rJLe  —  wz-'ill)7) 

-+-  lft> (/»r ' X  H-  mrG)]  =  o; 

dans  ces  équations,  on  a  posé 

X  =  b1  c2X2 -+-  c2a2Y2  +  rt262Z2, 
a)b=  è4r'X2+-  c'fl4Y2+  rt^4Z2, 
(4o,  2°)   ^  G  =  £6e6X2-f-  c6«6Y2-f- a666Z2; 
d'où 
JUG  —  <UbI  =  ^(«6«;Y2Z2-{-  è66<Z2X2  +  c6cîX5Y7)j 

«    =a2é3-|-  è2c2-+-  c'-a-, 
,p   =  a*b7c2  ; 

2=6'_c2, 

(4°>  3°)      J  ,         , 

o,  —  c2  —  aJ, 

cj  =  fl2—  6J; 

r    =  a]b2c2-h  b]c-a*+-  c\a2b2, 

r'  =  a]b* ('-+-  Z>2c'rt*4-  e^i'j 
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X,  Y,  Z,  sont,  les  coordonnées  fV un  point  quelconque  de 
la  courbe. 

La  courbe  (4o,  i°)  est  du  vingt-quatrième  ordre;  la 
forme  donnée  aux  équations  qui  la  définissent  permet 
d'en  signaler  un  certain  nombre  de  propriétés. 


DÉVELOPPEMENTS  DE  sin (»«-+-  *),  DE  cos(n«  ■+-  s), 

DE   sin'a   ET   DE  cos'a; 
Par    M.    Désiré    ANDRÉ. 


I. 

1.    Développement  de  sin(na-+-.z).  —  Considérons 
la  fonction 

y  =  6,xcosasin(j7sina). 

Si  nous  prenons,  par  rapport  à  x,  les  dérivées  succes- 
sives de  -y,  nous  trouvons 


dy 
d.x 

=  cz  cos  a  sin  (  a  +  x  sin  a  ), 

d*y 
~dx* 

=  <7IC0Sasin(2a  -+-  .r  sina), 

et, 

en  général. 

d"j 

dxn  '' 

Alin  d'obtenir  une  autre  expression  de  -r~^->  posons 
u  =  sin  (x  sina) 


et 

Nous  avons  alors 

l  =  w, 
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et,  d'après  Ja  formule  de  Leibnitz, 


i  =  n 

dny       V     k  dku  d"-ki' 


■Soi 


dx"        Z^     "   dxk   dx"~k 


Or, 


I;  =  c 


dku  .    .       .        kiz 

— -  =  sin*  «  sin (-  .r  sin  a  )  7 

dx*  \   2 


—  ez  cos  a  cos"~*  a 

dxn-k 


Don 


îc 


— il  —  gicosa  %   qa  sin*a  COs"-*a  sin  I hï  sina 

Egalons  les  deux  expressions  de  ——5  supprimons  le 

facteur  ercosa  commun  aux  deux    expressions-    rempla- 
çons x  sina  par  .z,  nous  trouvons  l'identité 

(1)       sin  («a  -+-z)  =\  C£sin*a  cos"-*a  sin  ( h  z  h 

A  =0 

qui  nous  donne  le  développement  de  sin  («a  +-  z). 

Remarque.  —  Dans  l'identité  (1),  C*  représente  le 
nombre  des  combinaisons  simples  de  n  objets  k  à  k,  et 
l'on  convient  de  regarder  C'^  comme  égal  à  l'unité. 

2.  Dans  l'identité  précédente,  a  et  z  sont  quelconques, 
mais  n  est  un  nombre  entier  supérieur  à  zéro.  Soit  p  un 
nombre  quelconque:  posons 

na.  -+-  z  =  pet, 
ce  qui  donne 

2  =  {p  —  n )  « i 

o\  portons  cette  valeur  de  z  dans  l'identité  (1),  nous  ob- 
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tenons  l'identité 


k  =  n 


(2)  %mpo.  =  \  Ckn  sin*a  cos"-  h<x  sin \-  [p  —  n)«  h 

A  =  o 

qui  nous  donne,  quel  que  soit  p.  le  développement  de 
sin/?  a. 

3.  Si,  dans  l'identité  (2),  on  remplace  successive- 
ment p  par  les  nombres  n,  1,  o,  on  obtient  les  trois 
identités  suivantes 

h -n 

(3)  sin  «a  =  \  C*  sin*  a  cos"~*asin  - —  •> 

k  =  n 

(  4  )        sin  a  —  \  C*  sin*  a  cos"-*  a  sin     — -  —  (  «  —  1)  a    > 

^  L  2  J 

*  =  o 
À  =  « 

(5)  o  =  \  C*  sin*z  cos"_*asin  ( nx \  ■ 

Remarque.  —  On  voit  que  l'identité  (3),  qui  est  si 
connue,  s'obtient  ainsi  comme  cas  particulier  d'une  for- 
mule plus  générale,  sans  recourir  à  la  considération  des 
imaginaires. 

II. 

•4.  Développement  de  cos(na  -h  z).  —  On  peut  l'ob- 
tenir, soit  en  dérivant  par  rapport  à  z  les  deux  membres 
de  l'identité  (1),  soit  en  égalant  entre  elles  les  deux  ex- 
pressions de  la  dérivée  nieme  de  la  fonction 

v  =  <?Icosacos(.r  sinx). 
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Ces  procédés  conduisent  tous  deux  à  l'identité 


(6)      cos(«a  -+-  z)  =  \  C*  sin*a 


zti—k. 


COS"-"  a  COS  (  —    +z|? 


qui  donne  le  développement  cherché. 

o.  Soit  p  un  nombre  quelconque;  posons 

n  a  -+-  z  =  p  a  ; 

il  en  résulte 

z=(p  —  n)  a. 

Portons  cette  valeur  de  z  dans  l'identité  (6),  nous 
trouvons 

(7)     cospa=\  C*sin*acosn_Aa  cos     —  4-  (/?  —  «)a  j, 

identité  qui  donne,  quel  que  soit  p,  le  développement 
de  cospa. 

6.  Si,  dans  l'identité  (7),  on  remplace  successive- 
ment p  par  les  nombres  n,  1,  o,  on  trouve  les  trois  iden- 
tités suivantes  : 


*  *  k 


sin'a  COS"-"  a  COS ? 

2 
A  =0 


(8)  cos«a  =  \c£ 

k  =  o 
k  =  n 

(9)  COSa=\  C„sin*acosn-*aCOsJ   —    — («  —  r)a  h 

A=H 

(10)  1  =  \  C£sin*acosn-Aacos(  —   —  na\- 

k  =  0 

Remarque.  —  Dans  l'identité  (8),  de  même  que  dans 
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1  identité  (3),  si  l'on  remplace  a  par  ~t  on  obtient  une 

formule  qui  donne,  après  réduction,  la  somme  des  coef- 
ficients du  développement. 


III. 

7.  Développement  de  cos"a.  —  Considérons  la  fonc- 
tion 

y  =  e2*cosacos2(.r  sina)  =  _e2*cos<*  +  _  cixcosacos[ix  sina), 

v  2  2 

nous  trouvons,  pour  sa  dérivée  rièm%  par  rapport  à  .r, 
les  deux  expressions  suivantes  : 

— =-  =  2"-'e2xcosacos"a  -+-  2n-'é?2j:cosacos(«x  -+-  2XSina) 
et 

n  —  k 

dnY  \^ 

__J_  =e2«oS«\  C„cos(X-a  -+-.zsina)cos[(«  —  k)a.-\-  arsina]. 

Egalons  ces  deux  expressions  ;  supprimons  le  facteur 
commun  e2IC0sa;  remplaçons  x  sina  par  z,  et  divisons  les 
deux  membres  par  in~\  il  vient 

COS"a  -h  COs(«a  -+-  2z) 

— ,  /  C*COS(*a  +  z)cos[(«  —  k)a.  -+-  z], 
d'où 


2" 


cos"a  =  —  cos(«a  -+-  iz) 

ti  —  n 


—  \  C*  COS  (  k  a  -+-  z  )  COS  [(  n  —  k  )  a  H-  z  ] . 


2" 

ft=o 


Cette  identité  donne  le  développement  de  cos"a. 


i  M  ) 

8.  Eu  opérant  de  la  même  manière  sur  la  fonction 

j=reîIC0Sasin2(xsina)=  -  e2xcosa ewcosacos(2x  sina), 

on  arrive  à  l'identité 

(cos"  a  =  cos(«a  -+-  2z) 

i  H —   y  C„  sin  (  k a  H-  c )  sin  [(  n  —  £ )  a  -+-  z], 

qui  donne  un  autre  développement  de  cos" a. 

9.  Soit  p  un  nombre  quelconque.  Posons 

«ï  +  2Z=  par., 

d'où 

p  ■ —  n 


et  portons  cette  valeur  de  z  dans  les  identités  (n)  et  (12). 
Nous  trouvons 

,  cos"  u=  —  cos/?  ce 

\  k  =  n 

'i3)  \                           1    \^  „,         {ik-\-p — n)x         (ik — p — n  a 
I  H >  Cka  cos —  cos  - — , 

2n—,^J  2  2 

k  =  o 

cos"  a.  =  COS/»  a 

*  =  /! 

C"4)                            1    Vw.    •    (2*H-/>  — ») «  •    h.k—p—n)z 
i  >  Ln  sin — -  sin 

2n— '^_J  2  2 

A  =  o 

Ces  formules  sont  vraies  quel  que  soit  p. 

10.   Dans  les  identités  (i3)  et  (i4)i  donnons  suceessi- 
vent  à  p   les  valeurs  rc,  1,  o;  nous  obtiendrons  les  six 
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identités  suivantes  : 


k-n 

^A 


\  C„  cos  A  y.  cos  (A  —  n  )  a, 

2"— '  j^ 

A=o 
k  =  « 


cos"a  =       cos«a  —  \  C*  sin/.  a  sin(  /  —  «)  a, 

2n— '  _^ 

cos"  a  =  —  COS  a 

A  =  n 

—  \Cf,cosl—  -cos 


\  2  /•  -h  I  —  «  )  a  (2/-  —  I  —  rt  )  a 


2" 

A=o 

cos"  a  =:  COS  a 

A-  =  n 

.     (  2  £  -f-  1  —  «  )  a     .     (  2  /  —  l  —  n  )  y. 

2"' 

A  =  . 


/, •  =  .. 

A  =  ;i 

2"-'  Zj 


{7.k  —  n) 

cos"  a  =  —  H >   Li'à  cos' 


A-  =  o 
k  =  n 

cos"  a  =      1—        ,    >  U"  sin' 


^Sc»sii 


11.  Ajoutons  membres  à  membres  les  deux  dernières 
identités,  nous  trouvons 

h  —  n  k  =  n 

1  V  „k          (lA-n)a.          1  V  „k -    ■    ,  ( 2  *  —  n  )  a 
COS"a  =  —  >  C#  cosjV '- >  C*  sin'  ^ '— , 

1n£j  2  2"^J  2 

A-  =  o  A  =  o 

doù 

k  =  n 

cos"  a  - --  —  >  C*  cos  (  2  /  —  n  )  a . 


Cette  dernière  formule  est  celle  que  l'on  donne  ordinai- 
rement dans  les  traités  de  calcul  différentiel. 
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IV. 

XI.  Développement  de  sin"a.  —  Remplaçons  a.  par 
a] dans  les  deux  identités  (n)  et  (12);  nous  trou- 
vons 

in" a  =  —  cos    n  ( a  )  -f-  2  z 

k  -n 

+  ;p2«  — [*(=-•)+•]— [(«-*)(f-«)+4 

k  =  o 
k  =  n 


sin"a  =  cos 


A=:o 


43.  Remplaçons  de  même  a  par a  dans  les  iden- 
tités (i3)  et  (14)  ;  il  vient 

p  (  «  —  2  a  .1 


sur  a  =  —  cos 


2 


(2/--+-/?  —  n)  (iz  —  2a)          (2/-  —  p —  n)  (ic —  2a) 
— -  >  VT„cos =- r^ cos - — -M f, 


sin"a  =  cos 


/?(7T  2a) 


4 

*  =  0 


f  2 /•-♦-/?  —  «Vfff  —  2a,     .      (2  A-  —  p  —  ")(7r  —  2- 
sm — ~ sin 


£2fî 


*=o 


4  4 


Remarque.  —  Dans  ces  deux  dernières  égalités,  p  est 
un  nombre  quelconque. 
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14.   Dans  les  identités  précédentes,  remplaçons  p  suc- 
cessivement par  n,  i  et  o;  nous  obtiendrons  les  six  iden- 
tités suivantes  : 


i_  V  C*cos  *(*-**)  cos  (*-»)(«-a«) 

fr=o 

/2(7T  2a) 


sin"  a  =  cos 


1     Vm    •     *U  — 2a)    •     (X-  —  «)(tt—  2a) 
—  >  C„  sin -  sin  —    — — -• 

l~x  £u  2  2 


sin"  a  =  —  sin  a 

k 


_  (2/V-hi  — n)  {n  —  2aj  (t.  À- —  1  —  n)  (ir  —  2a) 


H \  C*  COS  —  ",IX  —  COS 

2"-'Zj 
*  =  o 

sin"  a  =  sin  a 


"-'  Zj 


C„  sin 


(2/t-M —  n){n —  2a)     .     (2/'  —  i  —  n)(it  —  2  a) 


2"-Zw  44 

(2/-  —  n  )  (  n  —  2a) 


k  =  n 


sin"  a  =  — n >  C„cos 


Sin"a  =        1  —  - 
2 


2^SC"' 


4 

k  =  n 

1    V^A-    .  •    (2^ ■  —  n){iz  —  2a) 


15.  Ajoutons  membres  à  membres  les  deux  dernières 
identités;  nous  trouvons 


>in"a  =  —  \ 

2"Zj 


C*cos 


7.k  —  n){n  —  2  a) 
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16.   Cette  dernière  identité  peut  être  mise   sous  une 
autre  forme.  On  a,  en  effet, 


( 2 /■  —  n  ) ( 7r  —  la. 
cos 


cos 


il  en  résulte 


mz  .     nir    . 

a  7r    cos  —  cos(  n  —  a  *  ) a  -+-  sm  —  sin  /;  —  2  X  )  a    ; 

al  te 

I  /277V1      I. 

sin"  a  t=  —  cos  —    >  C/,  COS  k  77  COS  (  n  —  2  £  )  a 
2"  2    ^  l 

A=o 

/  =  n 

H sin  —  >  C'  cos k 77  sin    «  —  2  A ) a. 

2"  2  ^ 

loi;  le  second  membre  se  compose  de  deux  développe- 
ments. Si  n  est  pair,  sin  —  s'annule,  le  second  mem- 

2 

bre  se   réduit  à  son  premier  terme.   Si   n  est  impair, 

cos  — ■  s'annule,   et  le  second  membre  se  réduit  à  son 
2 

dernier  terme.  On  retrouve  ainsi  les  formules  que 
donnent  les  traités  de  calcul  différentiel  pour  le  dévelop- 
pement de  sinna. 

SOMMATION  DE  CERTAINS  DEVELOPPEMENTS  ; 

Par  M.   Désiré  AjSDRÉ. 


I. 

Théorème.  —  Étant  données  deux  suites  de  nombres 


A„, 

A,, 

A,,.. 

■  1      A„ , 

Bt, , 

B,, 

B. .  .  . 

■  »      B„ , 
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telles  que,  dans  la  première,  les  /armes  équidistants  des 
extrêmes  soient  égaux,  et  que,  dans  la  seconde,  les 
termes  équidistants  des  extrêmes  aient  une  somme  con- 
stante 2  G;  si  Von  désigne  par  S  la  somme  des  termes 
de  la  première  suite,  on  aurr^ 

k  =  n 

Ya*B*=GS. 


î 


En  effet,  on  a 

k  =  n 

A*Bi  =  A„B,  -+-  A,B,  4-  A2B2+.  .  .  +  A„B„ 
et 

k=zn 

\  A/,.B*=  A„B„-+-  An-tB,,-,  H-  A„_2B„_3  -I-  .  .  .  -+-A0  A0  ; 

k=zo 

ajoutons  ces  égalités,  membre  à  membre,  en  nous  rap- 
pelant que,  par  hypothèse,  A„_j  =  A*;  nous  trouvons 

k-n 

2V A*B*=  A„(B0  +  B„)  +  A,(B,  +  B„_,)  +  .  .  .  -+-  A„ (B„  +  B.) ; 

or,  chaque  parenthèse  est  égale  à  2 G,  d'après  l'énoncé 
du  théorème  ;  donc 


k  =  71 

2 

1, 


tS  AaBa  =  2G(A0+  A,  -+-..  .  -4-  A,), 

k  =  o 

donc 

k=  n 

Y  A*B*  =  GS, 

ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  —  On  établirait  facilement  un   théorème 

Ann.  dr  Mathémat.,  2e  série,  t.  X.  (Août  1871 .)  1^ 


f  3;u  , 
analogue,    mais    plus    général,    en    supposant   que    les 
nombres  de  la  seconde  suite  satisfissent  a  l'égalité 

pBk  H-  <yBn_< r  =  r, 

dans  laquelle/),  q^  r  désigifent  des  constantes. 

II 

ire  Application.  —  Supposons 

A*  —  i ,     Bi  =  «  4-  />  d, 
en  appliquant  le  théorème  précédent,  nous  trouvons 

k  =  o 

formule  qui  donne  la  somme  des  n  4-  i  premiers  termes 
d'une  progression  arithmétique  ayant  pour  premier 
terme  a  et  pour  raison  cl. 

2e  Application.  —  Prenons  pour  première  suite  les 
coeffieients  du  binôme,  pour  seconde  suite  les  termes 
d'une  progression  arithmétique,  ce  qui  revient  à  poser 

A<  =  C£,      B*  =  a  -4-  id; 
nous  avons 

S  =  2",     îG=2«+  nd, 
et  par  suite 

k  =  n 

3e  Application.  —  Appelons  toujours  C*  le  coefficient 
de  xk.  dans  le  développement  de  (i  -f-  «)",  et  posons 

A  =£  C*„      B*  =  sin  /  a  cos  (n  —  A  )  a  ; 


iloi 
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S  =  a",      ?G=sin«a, 


et  1  on  trouve 

k  =  n 


\  Cn  sin  k  a.  cos  (n  —  k)c  =  ?."_l  sin  «a. 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
DE  1871. 


Ire    SÉRIE    D'ÉPREUVES.    ADMISSIBILITÉ. 

Mathématiques  spéciales. 

On  donne  trois  points  fixes  A,  B,  C -,  on  demande  de 
trouver  le  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes  de  révolution 
pour  lesquels  ces  trois  points  sont  les  extrémités  de  trois 
diamètres  conjugués. 

Mathématiques  élémentaires . 

i°  Mathématiques  élémentaires.  —  On  donne  la  lon- 
gueur de  la  bissectrice  de  l'angle  A,  d'un  triangle  ABC 
et  la  somme  des  deux  côtés  AB,  BC,  qui  comprennent 
cet  angle;  on  demande  d'étudier  la  variation  de  la  sur- 
face du  triangle,  ainsi  que  les  variations  de  l'angle  A  et 
des  côtés  AB,  AC. 

20  Mécanique.  —  Une  lige  pesante  AB  est  mobile 
autour  de  son  extrémité  A  qui  est  fixe.  L'autre  extré- 
mité B  est  soutenue  par  un  fil  BCDE  passant  sur  deux 
poulies  fixes  C  et  D,  dont  la  première  a  son  centre  sur 
la  verticale  du  point  A.  Ce  cordon  soutient  une  chaîne 
pesante,  homogène  et  parfaitement  llexible  EFG,  dont 
l'extrémité  est  suspendue  à  un  point  fixe  G,  situé  sur  la 

,4. 
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verticale  du  centre  de  la  poulie  D.  Ou  demande  de  trou- 
ver la  condition  et  la  position  d'équilibre  du  système. 
On  négligera  le  poids  du  cordon  et  les  dimensions  des 
poulies. 

Question  d'histoire  et  de  méthode. 

Exposé  historique  et  critique  des  diverses  méthodes 
qui  ont  été  employées  pour  déterminer  le  rapport  de  la 
circonférence  au  diamètre. 


SOLUTION  DE  LA  QIESTIOX  PROPOSÉE  Al!  C0NC01RS 
D'AGRÉGATION  (1871): 

Par  M.  A.   DE  GROSSOUVRE, 

hlève  Ingénieur  des  "Mines. 


On  donne  trois  points  fixes  ;  on  demande  de  trouver 
Je  lieu  des  centres  des  ellipsoïdes  de  révolution  pour  les- 
quels ces  trois  points  sont  les  extrémités  de  trois  dia- 
mètres conjugués. 

Il  est  aisé  de  voir  que  ces  ellipsoïdes  passent  tous  par 
une  ellipse  unique,  circonscrite  au  triangle  formé  par  les 
trois  points  donnés,  ayant  en  chaque  sommet  pour  tan- 
gente la  parallèle  au  côté  opposé,  et  pour  centre  le  point 
de  rencontre  des  médianes  de  ce  triangle.  En  outre,  si, 
pour  l'un  de  ces  ellipsoïdes,  on  considère  le  tétraèdre 
formé  par  le  triangle  et  les  trois  plans  diamétraux  con- 
jugués contenant  les  côtés  de  ce  triangle,  et  le  tétraèdre 
formé  par  le  plan  du  triangle  et  les  plans  tangents  aux 
trois  sommets,  on  voit  que  ces  deux  tétraèdres  sont  sem- 
blables et  que  leurs  arêtes  homologues  sont  dans  le  rap- 
port de  i  à  2:  de  sorte  que.  O  étant  le  centre  d'un  des 
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ellipsoïdes,  C   le   centre  de  l'ellipse,  M   l'extrémité  du 
diamètre  OC,  S  le  pôle  du  plan  de  l'ellipse,  ou  a 


et  comme 


il  eu  résulte 


SC  =  :>OC; 


OM   =OS.OC, 


OM  =  30C. 


De  plus,  deux  systèmes  de  diamètres  conjugués  étant 
situés  sur  un  cône  du  second  degré,  s'il  existe  un  système 
de  trois  diamètres  conjugués  ayant  leurs  extrémités  sur 
l'ellipse,  il  y  en  aura  une  infinité  d'autres  jouissant  de 
cette  même  propriété;  de  sorte  que  le  lieu  est  indépen- 
dant de  la  position  des  sommets  des  triangles  sur  l'ellipse, 
et  l'on  peut  substituer  à  la  condition  énoncée,  celle  de 
passer  par  une  ellipse  donnée,  dont  le  plan  interceplr 
sur  le  demi-diamètre  conjugué  une  longueur  qui  est  dans 
le  rapport  de  i  à  y/3  avec  celle  du  demi-diamètre. 

Dans  un  ellipsoïde  de  révolution,  toute  section  a  un 
de  ses  axes  dans  un  même  plan  avec  l'axe  de  l'ellipsoïde, 
plan  qui  est  perpendiculaire  au  plan  de  la  section  ;  par 
suite,  le  lieu  du  centre  se  compose  de  deux  courbes  planes 
situées  dans  des  plans  perpendiculaires  au  plan  del'ellipse 
et  menés  par  ses  axes. 

Je  prends  pour  plan  de  la  figure  un  de  ces  plans.  Soient 
O  le  centre  d'un  des  ellipsoïdes;  a  et  b  les  demi-axes  de 
l'ellipse  méridienne;  PQ  la  trace  du  plan  qui  coupe 
l'ellipsoïde  suivant  l'ellipse  donnée,  dont  les  demi-axes 
sont  A  et  B  (le  demi-axe  A  étant  dirigé  suivant  PQ, 
les  points  P  et  Q  sont  situés  sur  l'ellipse  méridienne); 
OM  =  p  le  diamètre  conjugué  à  la  direction  PQ; 
OM/  =  jO/  le  diamètre  parallèle  à  PQ;  c/.  l'angle  des 
diamètres  conjugués  OM,  OM'. 
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PC  est  la  longueur  du  demi-axe  A  de  l'ellipse  donnée; 
et,  cette  ligne  étant  parallèle  à  OM'.  comme  l'on  a 

OM=:  3  OC2, 

il  eu  résulte,  d'après  l'équation  de  l'ellipse  rapportée  à 
ses  diamètres  conjugués,  que  l'on  aura 

OM''-    fCp\ 
c'est-à-dire 

En  considérant  l'ellipse  contenue  dans  le  plan  perpendi- 
culaire au  plan  de  la  figure  et  passant  par  OM,  on  trou- 
verait de  même 

a»  =  f  B'  ; 

ce  qui  montre  que   tous  les  ellipsoïdes  répondant   à  la 
question,  et  ayant  leurs  centres  dans  le  plan  considéré, 
ont  le  rayon  de  l'équateur  constant. 
Dans  l'ellipse  méridienne,  on  a 

p2  H-  p'2  =  a-  -+-  b\     pp'  sina  =  ab, 

et,  en  vertu  des  relations  trouvées,  ces  égalités  deviennent 

p»_  è*  =  f(B'-  A2),     6=|psin«. 

Si  nous  rapportons  l'une  des  courbes  planes  du  lieu  à 
des  axes  passant  par  le  point  C,  l'axe  des  x  étant  CP,  on 

aura 

pcosa  psina 

x  —  — =—  ■>     y  =  — =-  • 
v3  y/3 

En  éliminant  les  quantités  b,  c,  a,  on  arrive  a  l'équation 
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équation  d'une  courbe  du  deuxième  degré  rapportée  a  ses 
axes.  L'équation  de  la  courbe  située  daus  le  second  plan 
s'obtiendra  en  changeant  A  en  B.  L'une  de  ces  courbes 
est  une  ellipse  et  l'autre  une  hyperbole  5  et  ces  courbes 
sont  telles,  que  l'une  d'elles  a  pour  sommets  les  foyers  de 
I  autre. 

Remarque.  —  La  formule  OM  =  3  OC  montre  que 
le  point  M  décrit  un  lieu  semblable  au  lieu  du  point  O. 
Donc  : 

Pour  tous  les  ellipsoïdes  satisfaisant  aux  conditions  de 
l'énoncé,  le  lieu  des  points  de  contact  avec  des  plans  pa- 
rallèles au  plan  de  l'ellipse  donnée,  se  compose  de 
quatre  courbes  semblables  à  celles  du  lieu  des  centres  5 
de  plus,  l'équateur  de  ces  ellipsoïdes  a  un  rayon  con- 
stant. 

La  question  se  résout  aussi  très-facilement  par  le  cal- 
cul direct  se  rapportant  à  des  axes  rectangulaires  dont 
deux  coïncident  avec  les  axes  de  l'ellipse. 


Seconde  solution  de  la  même  question  ,■ 

Par  M.  E.  BONNET, 

Ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique. 

Remarque  préliminaire.  —  Soient  A,  B,  C  les  trois 
points  donnés.  On  voit  facilement  que  le  plan  ABC  cou- 
pera un  quelconque  des  ellipsoïdes  suivant  une  ellipse 
telle,  que  les  tangentes  aux  poinls  A,  B,  C  soient  paral- 
lèles aux  côtés  BC,  AC,  AB.  Car  si  M  désigne  le  centre 
de  la  surface,  le  diamètre  MA  sera  conjugué  du  plan 
BMC  ;  par  suite,  le  plan  tangent  en  A  sera  parallèle  à  ce 
dernier  plan  et  coupera  le  plan  ABC,  suivant  une 
droite  DE,  qui  sera,  à  la  fois,  parallèle  à  BC  et  tangente 
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;i  la  section.  On  voit  donc  que  les  ellipsoïdes  considérés 
devront  passer  tous  par  une  même  ellipse,  contenant  les 
trois  points  donnés  et  déterminée  par  cette  condition 
que  le  triangle  ABC  soit  un  triangle  inscrit  d'aire  maxi- 
mum. 

Cela  posé,  je  prends  les  équations  de  cette  ellipse  rap- 
portée à  ses  axes 

i   x}         y'  

(.)  J^^-1' 

[  z  =  o. 

L'équation   générale   des    ellipsoïdes    passant    par   cette 
ellipse  sera 


(l)       —  +7 i4-2(2AJC+2Br  +  Cz  +  2D)=o. 

a2        b7 


Exprimant  que  cette  surface  est  de  révolution,  on  trouve 
lune  ou  l'autre  des  conditions  suivantes  : 


(3) 

ou  bien 

(4) 


B  =  o, 

i  i  ' 


«■    »i\c-p- 


A  =  o, 

(^-i)(c-^H'=°- 


Je  me  servirai  seulement  des  conditions  (3),  les  autres 
donneraient  des  résultats  symétriques. 

En  faisant  B  =  o  l'équation  de  la  surface  devient 


(5)  —  H-  -, i  -+-  «f  îAx  +  Cz  +  2D    =o. 

v     '  a-         b- 
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Les  équations  du  centre  sont 


1-  Az  =  o, 

à1 


(6>  f=o, 


Aa;  +  Cz  +  D  =  o. 

Ce  qui  montre  déjà  que  le  lieu  des  centres  sera  situé  dans 
le  plan  zox  :  la  condition  (4)  aurait  donné  zoy.  Ce 
résultat  était  facile  à  prévoir,  parce  que  l'on  sait  que  la 
projection  de  l'axe  d'une  surface  de  révolution  sur  un 
plan  sécant  est  un  axe  de  la  courbe  d'intersection. 

Il  reste  à  exprimer  que  les  trois  points  donnés  sont  les 
extrémités  de  trois  diamètres  conjugués.  Ceci  se  fera 
simplement  en  se  servant  de  cette  propriété,  que  le  plan 
passant  par  les  extrémités  de  trois  diamètres  conjugués 
coupe  son  propre  diamètre  conjugué  OH  en  un  point  K, 
tel  que  OH  =  01^. 

L'origine  des  coordonnées  étant  ici  le  point  K,  si  l'on 
désigne  par  x  l'abscisse  du  centre  O  et  par  X  l'abscisse 
de  H,  on  devra  avoir 

x  A 

—  =  i  —  v3. 

or. 

L'équation  de  la  surface  nous  donnera  d'ailleurs 

"Y"  2/2  \  "Y 

(7)  —  (—,  +  2ÂZ.r+  CzM  +2D.3 1=0. 

Pour  avoir  la  condition  cherchée  il  nous  suffira  d'ex- 
primer que  cette  équation  est  satisfaite  si  l'on  y  porte 

■v  _ 

—  =  1  —  sj'5 ,  ce  qui  donnera 

(8)  (v/3-  i)!f'^  +  2As.r  +  CzJ)-  2Dz(v/3-  ij-  1  =  0. 
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L'équation  du  lieu  situé  dans  le  plan  zox  résultera  de 
l'élimination  des  paramètres  A,  C,  D  entre  cette   équa- 
tion et  les  suivantes,  que  nous  récrivons: 


à-T-)(c~T-> 


(q)  <   x 


Ax  +  Cz  -4-  D  =  o. 
Une  combinaison  des  deux  dernières  donne 

x} 
(10)  h2Â:i  +  Cz,'-=  —  Dz, 

et  alors  l'équation  (8)  devient 

(ii)  2Dz  h-  i  =  o. 

Si  l'on  calcule  D  au  moyen  de  (9)  on  aura  enfin  l'équa- 
tion du  lieu 

,  .  X1  Z1  I 

—  —  -t-  -  =  o. 


a2  —  b7        b*        2 
On  voit  que  le  lieu  complet  se  compose  de  deux  coniques 


o, 


(I)  X*  Z2  I 

î  a'  —  b*  ~  b~'  +  2 

ix  —  O, 
y'  S        1 

b2  —  a-        a-         2 

Si  a  désigne  le  demi-grand  axe  de  l'ellipse,  (I)  sera  une 
hyperbole  ayant  l'axe  des  z  pour  axe  transverse,  et  (II) 
sera  une  ellipse. 

On  peut  remarquer  qu  il  existe  sur  l'ellipse  ABC  une 
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infinité  de  groupes  de  trois  points  donnant  le  même  lieu 
géométrique. 

Si  les  trois  points  donnés  forment  un  triangle  équila- 
téral,  l'ellipse  ABC  devient  une  circonférence,  et  le  lieu 
se  réduit  à  l'axe  des  z. 

Note.  —  Une  troisième  solution  nous  a  été  communiquée  par  M.  Dieu, 
répétiteur  au  lycée  de  Lyon. 


SOLUTIONS  DE  RESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  923 

(voir  2"  série,  t.  VIII,   p.  47); 

Par  M.  L.   BÉDOREZ, 

Élève  du  lycée  de  Douai. 

Deux  coniques  semblables  et  semblablement  placées 
sont,  tangentes  en  un  point  A.  Par  ce  point  A  on  mène 
une  corde  AB  dans  Vune  des  coniques,  et  la  corde  AC 
perpendiculaire  à  AB  dans  Vautre;  on  joint  BC ,  du 
point  A  on  abaisse  une  perpendiculaire  AI  sur  BC  : 
trouver  le  lieu  du  point  I  quand  AB  tourne  autour  du 
point  A.  (Lafont.) 

Je  prends  pour  axe  des  y  la  tangente  au  point  A,  et 
comme  axe  des  x  la  normale  au  même  point.  Les  deux 
coniques  auront  pour  équations 

A.r2  -f-  2Bjrr  -t-  Cj'  —  2D/  =  o, 
Ax7  +  2B.rjr  -t-  C72  —  2D,x=  o. 

Soit  (x0,j'0)  un  point  du  lieu;  la  droite  BC,  perpendi- 
culaire à  AL  a  pour  coefficient  angulaire %  et  par 

y» 
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suite,  pour  équation, 

y  — y»  — (•*  —  ■*■.). 

y» 

Considérons  la  conique  formée  par  cette  droite  et  l'axe 
des  y ,  puis  une  courbe  du  deuxième  ordre  passant  par  les 
points  d'intersection  de  ce  système  avec  une  des  deux  co- 
niques proposées,  la  première  par  exemple  :  son  équation 
sera 

[/o(j  —  .To) -H  ■*<>(*—  x0)]x-hl(Ax2-\-Bxy-hCy2—  2D.r)  =  o. 

Si  l'on  exprime  que  cette  équation  représente  deux 
droites  passant  par  l'origine,  il  vient 


2D 

par  suite,  l'équation  des  deux  droites  AB,  AD  sera 

[A(j?J  +y\)  —  ?.DxD]r 

De  même,  pour  les  droites  AC,  AE, 

Nous  allons  chercher  la  condition  pour  que,  dans  cha- 
cun des  deux  svstèmes,  il  y  ait  une  droite  perpendicu- 
laire à  une  droite  de  l'autre.  Pour  simplifier  les  calculs, 
prenons  les  équations  sous  la  forme 

a.r'1  -+-   o.b.ry  -+-  cy1  =  O, 
«,  x2  -+-  2  />,  xy  -+-  cy7  =  o. 

L'équation  aux  coefficients  angulaires  des  deux  pre- 
mières droites  est 

'i,  a  -\~  2  bm  -4-  cm2  —  i>. 
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Si  nous  supposons  les  équations  des  deux  dernières  mi  ses 

sous  la  forme  y  = x,  l'équation  en  m  sera 

J  m  l 

(  2  )  a,  m-  —  2  bx  m  -4-  c  =  o. 

Il  faut  et  il  suffit  que  les  équations  (i)  et  (2)  aient  une 
racine  commune.  La  condition  connue  est 

[aax  —  c2  f  +  4  [ba{  -+-  bxc)  (abt  -\-  bc)  =  o. 

Si  nous  remplaçons  les  quantités  a,  at,  b,  bt,  c  par  leurs 
valeurs,  en  supprimant  les  indices  et  posant  x~  -+-j  2=  p% 
il  vient,  pour  l'équation  du  lieu, 

[( Ap2  —  2D.r)  (Ap2  —  aD,*)  —  C2p4]2 

+  4[Bp2  —  Dr)  (Ap2-  oD,.r)-f-(Bp2  — D,j)CP2] 

X[(Bp2— D,j)(Ap2—  2Dx)  +(Bp2—  D.y)Cpï]=o. 

Ordonnons  par  rapport  aux  puissances  de  p,  suppri- 
mons le  facteur  p8,  et  posons  m  =  D  -+-Dl,  p  =  DDt, 
nous  avons 

,(A-f-C)2[(A-C)2  +  4B2]p6 

l      —  4 m  (A  +  C)  [A  (A  —  C)  x  +  2  B'.r  -4-  B  (A  +  C)  y]  p< 
[l)i      +4[A//2'(Ax2  4-  2B.7-J  +  Cy2) 

i      -hp [2 ( A»  —  C2  -4-  2  B2)  .r2  +  8  BC xr  +  ( A  —  C)2^2]  p2 

'       —  8/«/Ar[Ax2H-  2Bx/+CjK2-t-A(x2-|-j2)]-i-i6/^2.r-=:o. 

Le  lieu  est  donc  une  courbe  du  sixième  ordre  ;  les  points 
circulaires  à  l'infini  sont  des  points  triples,  l'origine  est 
un  point  de  rebroussement,  la  tangente  de  rebrousse- 
inent  Oy  a  un  contact  effectif  du  deuxième  ordre. 

Si  Ton  pose 

D  D, 

K->      ~ — ; — 7;  =  K-n 


A  +  C  '      A  +  C 

d'où 

m  —  (K-^-K,)(A  -4-  C),     p  =KK  (A-+-C)2; 
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si  l'on  groupe  par  rapport  aux  diverses  puissances  de  A, 
B,  C,  on  trouve  que  l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 

|(p2 —  iKx)  (p2 —  2K,xj 
X|P'[(A-C)'  +  4B'] 

—  2(K+K,)(A-S-C)[>Bj+(A— C>r]+4KK,(A+Cr; 

-+-4(K  —  Kx)*Cp2{Ay2—  îBxj  +  Cx'jzzo. 

On  verrait  facilement  que  p~ —  2  Kx=  o,  p- —  2K).r=  o 
sont,  pour  chacune  des  coniques,  le  lieu  des  projections 
du  point  A  sur  les  hypoténuses  des  triangles  rectangles 
pivotant  autour  du  point  A. 

On  peut  encore  écrire,  après  avoir  posé 

H  =  (A—  C)2+4B\ 

(p2  —  iTLx)  (p2  —  ?.Ktx) 

xj[.-(K+K,)<*+c;<A-c>] 

,  (K  —  K,  2C 

+  4  7ï — : — ,°M  AJ2—  2Bjcj  -1-  Cx3  =o. 

\  H 

Les  trois  premiers  facteurs  égalés  à  zéro  donnent  des 
cercles.  La  forme  (III)  met  donc  en  évidence  la  propriété 
suivante  du  lieu  :  Le  produit  des  carrés  des  distances  d'un 
point  du  lieu  à  trois  cercles  fixes  est  proportionnel  au 
produit  du  carré  de  sa  distance  à  l'origine  multiplié  par 
le  produit  de  ses  distances  à  deux  droites  fixes  passant 
par  l'origine:  ces  droites  sont  perpendiculaires  aux  di- 
rections asymptotiques  des  coniques  données. 

De  plus,  ces  deux  droites  donnent,  par  leurs  intersec- 
tions avec  les  trois  cercles,  huit  points  du  lieu  différents  de 
l'origine.  Les  deux  droites  imaginaires  a:2  -f-j'2  =  o  don- 
nent, par  leurs  intersections  avec  le  troisième  cercle, 
deux  points  différents  des  points  circulaires.  En  outre. 


(  383  ) 
les  points  circulaires,  qui  sont  des  points  triples  de  la 
courbe,  équivalent  à  douze  points  simples,  et  l'origine, 
qui  est  un  point  double,  à  trois  points  simples. 

Maintenant,  si  l'on  cherche  les  intersections  de  la 
courbe  avec  l'axe  des  y,  on  trouve  deux  points  différents 
de  l'origine.  On  connait  donc  en  tout  vingt-sept  points  de 
la  courbe.  C'est  juste  autant  qu'il  en  faut  pour  la  déter- 
miner. 

Différents  cas  particuliers  peuvent  être  signalés  : 
i°  A  +  C  =  o.  Les  deux  coniques  sont  des  hyperboles 
équilatères.  Remontons  à  la  forme  (I).  Il  est  visible  que 
le  degré  de  la  courbe  s'abaisse  au  quatrième.  Son  équa- 
tion devient  alors 

4  p2[Am7(Ax2  -+-  iBxy  —  A.k')  -4-  4/?  (B-2-"  —  A-j)2] 

—  1 6 px- [m  [Ax  -h  B y )  —  p ]  =  o. 

2°  Nous  supposerons  que  Ton  ait  an  outre  D  +  D,=o 
ou  m  =  o.  Les  hyperboles  équilatères  seront  alors  égales 
et  opposées.  Le  lieu  devient 

{x2-h  y2)  (B.r  —  Aj )2  H-  px1  =  o. 

C'est  une  courbe  du  quatrième  ordre  ayant  pour  centre 
l'origine.  Elle  a  deux  asymptotes  réelles  qui  sont  paral- 
lèles au  diamètre  conjugué  de  O y  dans  les  deux  hyper- 
boles données. 

3°  Soit  D  =  Dt.  Les  deux  coniques  se  confondent.  En 
portant  cette  hypothèse  dans  la  forme  (III),  on  a 

IT  2D(A-C)\!       /  4DB\2/ 

On  retrouve  ici  le  cercle  dont  nous  avons  parlé  plus 
haut,  ce  que  l'on  'levait  prévoir. 
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QUESTION. 


1039.  L'équation  du  lieu  des  sommets  des  paraboles 
inscrites  à  un  triangle  restangle  est,  en  prenant  pour 
axes  les  côtés  a  et  b  de  l'angle  droit, 


br 


^=(j^-/>y; 


celle  du  lieu  des  pieds  des  normales,  issues  du  sommet 
de  l'angle  droit,  est 

ax3  -+-  by3  =:  (  x'1  -\-  y2); 

et  celle  du  lieu  des  seconds  points  de  rencontre  de  ces 
normales  avec  les  courbes  est 

ax3  -+-  by3  —  (x-  —  y2)'- 

(H.  Lemonnier.) 
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de  nos  prochains  numéros.  G. 


ERRATUM. 

Page  222,  ligne  i ,  en  remontant  :  ajoutez  l'unité  au  second 
membre  de  l'équation. 
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PROPRIETES  DES  COURBES  D'ORDRE  ET  DE  CLASSE  QIEL- 
CONQIES  DÉMONTRÉES  PAR  LE  PRINCIPE  DE  CORRESPON- 
DANCE: 

Pae  m.  chasles. 


(Extrait  des  Comptas  i  endus  des  séances  de  l'Académie  des  Scienct .-,  t  I  , 


En  analyse,  un  système  de  courbes,  toutes  de  même 
ordre  ou  de  même  classe,  s'exprime  par  l'équation 
F  (a",  y,  1)  =  o,  qui  ne  renferme  qu'un  coefficient  arbi- 
traire A,  tous  les  autres  étant  déterminés  par  les  condi- 
tions du  système.  Dans  la  géométrie  de  Descartes,  l'ex- 
posant supérieur  de  1  exprime  le  nombre  des  courbes  du 
système  qui  passent  par  un  même  point  quelconque;  et 
dans  la  méthode  corrélative,  dite  des  coordonnées  tan- 
gentielles,  cet  exposant  exprime  des  courbes  qui  sont 
tangentes  à  une  même  droite  quelconque.  Mais,  quoique 
l'équation  exprime  toujours  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux 
conditions  du  système,  que  par  un  point  quelconque  il 
passe  un  nombre  déterminé  de  courbes,  ou  bien  quun 
nombre  de  courbes  donne  touchent  une  droite  quel- 
conque, on  n'avait  pas  été  induit  à  penser  que  ces  deux 
conditions  associées  fussent  propres  à  former  un  système. 
Et  surtout  l'analyse,  dans  son  état  actuel,  ne  saurait 
former  l'équation  d'un  tel  système.  Cette  équation  serait 
F(x,  y,  À,  p,  v)  =  o,  p.,  v  étant  les  deux  nombres  en 
question,  et  1  le  seul  paramètre  variable,  tous  les  coeffi- 
cients des  termes  en  .r,  y  devant  être  nécessairement  des 
fonctions  de  X,  y.  et  v,  avec  cette  condition  impérieuse 
que  le  plus  fort  exposant  de  À  fût  p. 

Au  contraire,  le  Principe  de  correspondance  s  est  ap- 
Ann.  df  Mathémat.,   ■''  série,  t.  X.  (Septembre  1871  ?5 
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pliqué  avec  la  plus  grande  facilité  à  L'introduction  de  ces 
deux  nombres  u.  et  y,  appelés  les  caractéristiques  du  sys- 
tème, parce  qu'ils  suffisent  non-seulement  pour  constituer 
un  système,  mais  aussi  pour  en  faire  connaître  toutes  les 
propriétés,  comme  on  l'a  vu  dans  les  nombreux  exemples 
ffui  ont  été  le  sujet  de  mes  Communications  précédentes. 

Je  me  propose,  dans  ma  Communication  de  ce  jour,  de 
montrer  que,  si  le  mode  de  raisonnement  qui  coustitue  le 
Principe  de  correspondance  jouit  ainsi  d'un  privilège 
précieux  dans  la  théorie  générale  des  systèmes  de  courbes, 
il  s'applique  aussi,  et  avec  la  même  facilité,  dans  la  théo- 
rie générale  des  courbes  géométriques,  considérées  soit 
isolémeut  avec  des  points  et  des  droites,  soit  associées 
entre  elles  5  questions  regardées  généralement  comme 
étant  du  domaine  propre  de  l'analyse.  Ce  procédé  de 
démonstration  s'applique  même  aux  questions  les  plus 
simples,  celles  de  la  théorie  des  coniques,  qui  forment 
les  exercices  habituels  de  la  géométrie  analytique. 

Ce  sont  ces  applications  variées  du  Principe  de  corres- 
pondance, annoncées  déjà  dans  notre  séance  du  3  avril, 
dont  j'ai  l'honneur  d'entretenir  aujourd'hui  l'Académie. 

Ce  travail  est  divisé  en  cinq  chapitres  dont  je  dirai 
brièvement  le  sujet. 

Dans  le  premier  se  trouvent  quelques  propriétés  rela- 
tives à  une  simple  conique,  c'est-à-dire  sans  association 
d'aucun  autre  élément  pris  arbitrairement,  tels  cjue 
points,  droites  ou  courbes. 

Le  second  chapitre  renferme  des  propriétés  d'une  co- 
nique dans  lesquelles  peuvent  intervenir  des  points  ou  des 
droites  étrangers  à  la  conique.  Mais  ces  propriétés  sont 
énoncées  dans  un  état  de  généralisation  fondée  sur  cette 
considération,  qu'un  point  peut  être  regardé  comme  une 
courbe  de  la  classe  1,  et  une  droite  comme  une  courbe 
de  l'ordre  1;  de  sorte  que  toutes  les  propriétés  d'une  co- 
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nique  que  renferme  ce  paragraphe  se  rapportent  aux  tan- 
gentes d'une  courbe  de  la  classe  n  quelconque,  et  aux 
points  d'une  courbe  de  l'ordre  m.  Il  suffira  de  faire,  dans 
les  énoncés  des  théorèmes,  n  =  i  et  m  =  i  pour  avoir  les 
propriétés  relatives  à  des  points  et  à  des  droites,  résultats 
en  quelque  sorte  classiques. 

Dans  le  chapitre  III  se  trouvent  des  propriétés  dune 
courbe  géométrique  quelconque,  concernant  des  sys- 
tèmes de  deux  points  conjugués  par  rapport  à  une  co- 
nique, ou  des  systèmes  de  deux  droites  conjuguées  aussi 
par  rapport  à  une  conique. 

Les  théorèmes  présentés  sous  ce  point  de  vue  sont  en- 
core ici  une  généralisation,  savoir  :  des  propriétés  qui 
appartiennent  à  des  systèmes  de  deux  droites  divisant  un 
angle  donné  harmoniquement,  ou  à  des  systèmes  de  deux 
points  divisant  un  segment  donné  harmoniquement.  Il 
suffit  de  supposer,  dans  le  premier  cas,  que  la  conique 
devient  l'ensemble  de  deux  droites,  et,  dans  le  second 
cas,  que  la  conique  devient  infiniment  aplatie. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  la  normale  en  un  point 
dune  courbe  peut  être  regardée  comme  étant  la  conju- 
guée de  la  tangente  en  ce  point,  par  rapport  à  une  co- 
nique. Car  si  la  conique  devient  infiniment  aplatie,  c'est- 
à-dire  un  simple  segment  linéaire,  puis,  que  ce  segment 
soit  pris  sur  la  droite  située  à  l'infini,  et  que  ses  extré- 
mités soient  les  deux  points  circulaires,  la  tangente  et  sa 
conjuguée  divisent  ce  segment  harmoniquement,  et  dès 
lors  sont  rectangulaires. 

Cette  généralisation  de  la  condition  de  perpendicula- 
ire est  très-utile  pour  faire  immédiatement  la  transfor- 
mation corrélative  des  propriétés  concernant  les  normales 
des  courbes.  Les  normales  se  transforment  ainsi  en  des 
points  pris  sur  les  tangentes  d'une  courbe,  et  qui  sont  con- 
jugués des  points  de  contact,  par  rapport  à  une  conique. 

25  . 
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Les  deux  derniers  chapitres  sont  consacrés  aux  pro- 
priétés générales  des  courbes  géométriques  d'ordre  et  de 
classe  quelconques  Dans  l'un,  ces  propriétés  se  rappor- 
tent toutes  à  la  présence  d'une  conique  dans  l'énoncé  de 
la  question,  et,  dans  l'autre,  elles  répondent  à  des  con- 
ditions générales  très-variées. 

CHAPITRE  PREMIER. 

PROPRIÉTÉS     n    CINE     CONIQUE. 

1 .  Si  Ton  mène  en  chaque  point  d  une  coniouela  tan- 
gente et  la  normale,  puis  par  l'extrémité  de  la  normale 
une  nouvelle  tangente,  celle-ci  rencontre  la  première  sur 
une  courbe  du  quatrième  ordre. 

2.  Les  cordes  d'une  conique,  normales  en  une  de  leurs 
extrémités,  ont  leurs  milieux  sur  une  courbe  du  hui- 
tième ordre. 

3.  Si  de  chaque  point  d'une  conique  on  abaisse  trois 
no  maies  sur  la  courbe  : 

i°  Les  cordes  qui  joignent  deux  à  deux  les  pieds  de  ces 
normales  enveloppent  une  courbe  de  la  quatrième  classe; 

i°  Les  tangentes  menées  par  les  pieds  des  trois  nor- 
males se  coupent  sur  une  courbe  du  quatrième  ordre  -, 

3°  Ces  tangentes  rencontrent  la  tangente  au  point  d'où 
sont  menées  les  trois  normales,  en  des  points  situés  sur 
une  courbe  du  quatrième  ordre. 

i.  Les  perpendiculaires  abaissées  des  points  d  une  co- 
nique sur  les  tangentes  aux  extrémités  des  normales  en 
ces  points  enveloppent  une  courbe  de  la  huitième  classe. 

o.  Les  perpendiculaires  abaissées  de  chaque  point 
'l'une  conique  sur  les  cordes  qui  joignent  deux  à  deux 
les  extrémités  des  trois  normales  menées  par  ce  point  en- 
veloppent une  courbe  de  la  dixième  classe. 
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0.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  dont  un  côté 
est  tangent  à  une  conique,  et  l'autre  normal,  est  une 
courbe  du  sixième  ordre  qui  a  deux  points  doubles  à  l'in- 
fini, et  six  points  de  contact  avec  la  conique,  quatre  en 
ses  sommets  et  deux  à  l'infini. 

7.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  dont  les 
deux  côtés  sont  normaux  à  une  conique  est  une  courbe 
du  sixième  ordre. 

8.  Par  chaque  point  dune  conique  on  mène  la  nor- 
male et  le  diamètre,  la  corde  qui  joint  les  extrémités  de 
ces  deux  droites  enveloppent  une  courbe  de  la  quatrième 
classe. 

9.  Les  normales  d'une  conique  rencontrent  les  dia- 
mètres qui  leur  sont  perpendiculaires,  sur  une  courbe  du 
sixième  ordre,  qui  a  un  point  quadruple  au  centre  de  la 
conique. 

10.  Les  normales  aux  extrémités  de  deux  diamètres 
conjugués  se  coupent  sur  une  courbe  du  sixième  ordre. 

11.  Si  l'on  a  sur  une  conique  deux  séries  de  points 
a  et  a'  qui  se  correspondent  homographiquement  : 

i°  Les  normales  en  deux  points  correspondants  a,  a' 
se  coupent  sur  une  courbe  du  troisième  ordre; 

2°  La  corde  qui  joint  les  extrémités  des  deux  normales 
enveloppe  une  courbe  de  la  sixième  classe; 

3°  La  corde  qui  joint  un  des  deux  points  à  l'extrémité 
de  la  normale  en  l'autre  point  enveloppe  une  courbe  de 
la  huitième  classe; 

4°  La  normale  en  un  point  rencontre  la  tangente  en 
l'autre  point,  sur  une  courbe  du  sixième  ordre; 

5°  La  normale  en  un  point  rencontre  le  diamètre  qui 
passe  par  l'autre  point  sur  une  courbe  du  sixième  ordre  ; 

6°  La  droite  menée  d'un  point  à  l'extrémité  de  la  nor- 
male en   l'autre  point   enveloppe  une  courbe  de  la  qua 
trième  classe. 


(  3p°  ; 

Observation.  —  On  peut  généraliser  tous  ces  divers 
théorèmes,  eu  cou  sidérant  sur  une  conique  deux  séries 
de  points  dans  lesquelles,  à  un  point  d'une  série  corres- 
ponde dans  l'autre  série  un  groupe  de  points.  Ainsi,  à 
un  point  de  la  première  série  correspondront  n  points  de 
la  seconde  série,  et  à  un  point  de  celle-ci  correspondront 
n'  points  de  la  première.  On  obtient  alors  des  théorèmes 
dont  les  précédents  ne  sont  que  les  cas  les  plus  simples. 

Tous  ces  théorèmes  peuvent  même  prendre  une  plus 
grande  généralité;  car  ils  ne  sont  pas  le  privilège  des 
sections  coniques  :  ils  s'étendent  à  une  classe  de  courbes 
de  tous  les  ordres,  aux  courbes  sur  lesquelles  les  points 
se  déterminent  individuellement,  courbes  que  M.  Cayley 
a    appelées   unicursales.   Ce    sont,   comme  on  sait,    les 

1  V  1  J  '  1         ('"  —   l!!"t   ~    9->  •       .        1 

courbes  d  ordre  m  douces  de  ' ■ points  dou- 
bles, ou  plus  généralement  de  points  multiples  d'ordre 

.                 ,      .      ,             (m—  i)(m  —  i)  ,      ,  , 

quelconque  équivalant  a  points  doubles. 

[Comptes  rendus,  t.  LXII,  18665  p.  579  et  i354-) 


CHAPITRE  II. 

PROPRIÉTÉS   DUNE   CONIQUE   EX    RAPPORT    AVEC    UNE   COURBE 
GÉOMÉTRIQUE    Um    OU   U". 

12.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  U,„  d'ordre  m  on 
mène  deux  tangentes  à  une  conique,  les  normales  aux 
points  de  contact  se  coupent  sur  une  courbe  de  l'ordre  3m. 

13.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  U„,  on  mène  deux 
tangentes  à  la  conique,  les  normales  aux  points  de  contact 
ont  leurs  extrémités  sur  une  corde  qui  enveloppe  une 
courbe  de  la  classe  3/?/. 

Î4.   Si  de  chaque  point  d'une  courbe  Um  on  mène  deux 
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tangentes  à    une  conique,  les  normales  aux  points   de 
contact  interceptent  une  cordé  qui  rencontre  la  corde  de 
contact  sur  une  courbe  d'ordre  j\m. 

15.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  U,„  on  mène  deux 
tangentes  à  une  conique,  chacune  de  ces  tangentes  ren- 
contre la  normale  au  point  de  contact  de  l'autre  sur  une 
courbe  de  l'ordre  6m. 

1(3.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  U,„  on  mène  deux 
tangentes  à  une  conique,  et  par  les  points  où  les  nor- 
males aux  deux  points  de  contact  coupent  les  coniques  on 
mène  les  tangentes  :  ces  tangentes  se  coupent  sur  une 
courbe  de  l'ordre  '5ïu. 

17.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  Um  on  mène  deux 
tangentes  à  une  conique,  et  que  du  point  de  contact  de 
l'une  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  la  normale  au 
point  de  contact  de  l'autre  : 

i°  Cette  perpendiculaire  enveloppe  une  courbe  de  la 
classe  4'": 

2°  Son  pied  sur  la  normale  est  sur  une  courbe  de 
l'ordre  ^m. 

18.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  U,„  on  abaisse  les 
normales  sur  une  conique  : 

i°  Les  tangentes  aux  pieds  de  ces  normales  se  coupent 
deux  à  deux  en  des  points  situés  sur  une  courbe  de  l'or- 
dre 3  m; 

2°  Les  cordes  qui  joignent  deux  à  deux  les  pieds  des 
normales  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3///  (*). 

19.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  Ura  on  mène  deux 
tangentes  à  la  conique,  et  que  de  ce  point  on  mène  une 


(*)  Les  Lhéorèmes  12,  1G  et  18  ont  été  démontrés  analytiquement  pai 
M.  le  professeur  Desboves,  comme  exercices  pour  les  classes  de  Malhéma 
tiques  spéciales,  dans  sou  intéressant  opuscule  :  Théorèmes  et  problème 
sur  lei  normales  aux  coniques.   Jn-8°;  1861 
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droite  au  pôle  de  la  corde  comprise  entre  les  extrémités 
des  normales  aux  deux  points  de  contact,  cette  droite 
enveloppe  une  courbe  de  la  classe  3  m. 

20.  Si  de  chaque  point  a  d'une  courbe  Um  on  mène 
les  normales  à  la  conique,  ces  normales  rencontrent  la 
polaire  du  point  a  en  des  points  situés  sur  une  courbe 
de  l'ordre  8m. 

21.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  U,„  on  mène  des 
tangentes  à  la  conique,  que  par  l'un  des  points  de  con- 
tact on  mène  la  normale  et  par  l'autre  le  diamètre  :  ce 
diamètre  coupe  la  normale  en  un  point  situé  sur  une 
courbe  d'ordre  6  m. 

22.  Les  tangentes  d'une  courbe  U"  de  la  classe  n 
rencontrent  les  normales  d'une  conique  qui  leur  sont 
perpendiculaires,  en  des  points  situés  sur  une  courbe 
d'ordre  6n. 

23.  Si  par  les  points  où  chaque  tangente  d'une  courbe 
U"  coupe  une  conique  on  mène  les  normales,  ces  normales 
se  coupent  sur  une  courbe  de  Tordre  3  n. 

24.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  CJ,„  on  abaisse  sur 
une  conique  quatre  normales,  les  cordes  qui  joignent 
deux  à  deux  les  pieds  des  unes  aux  extrémités  des  autres 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  6m. 

25.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  U,„  on  abaisse  sur 
une  conique  les  normales,  les  cordes  qui  joignent  deux  à 
deux  les  extrémités  de  ces  normales  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  g  m. 

26.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  Um  on  mène  les 
normales  d'une  conique,  elles  rencontrent  le  diamètre 
conjugué  de  celui  qui  passe  par  3e  point  de  Um,  en  des 
points  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre  8  m. 

27.  Les  perpendiculaires  élevées  sur  les  milieux  des 
polaires  des  points  d'une  courbe  U,„,  relatives  à  une  co- 
nique, enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3m. 
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28.  Si  l'on  circonscrit  à  une  conique  des  parallélo- 
grammes ayant  un  sommet  sur  une  courbe  U,„,  les  deux 
sommets  contigus  à  celui-là  sont  sur  une  courbe  d'or- 
dre nm. 

29.  Si  des  points  d'une  courbe  U,„  on  abaisse  sur  les  po- 
laires de  ces  points,  relatives  à  une  conique,  des  obliques, 
sous  un  angle  de  grandeur  donnée,  compté  dans  un  même 
sens  de  relation,  ces  obliques  enveloppent  une  courbe  de 
la  classe  im. 

30.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  U,„  on  abaisse 
une  perpendiculaire  sur  le  diamètre  d'une  conique  con- 
jugué à  celui  qui  passe  par  le  point  de  UOT  : 

i°  Ces  perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  im\ 

2°  Leurs  pieds  sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  3  m. 

31.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  Um  on  mène  les 
deux  tangentes  d'une  conique,  elles  rencontrent  le  dia- 
mètre conjugué  de  celui  qui  passe  par  le  point  de  U,„, 
en  des  points  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre  ^m. 

32.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  U,„  on  mène  deux 
tangentes  à  une  conique,  et  que  par  le  point  de  contact 
de  l'une  on  mène  une  perpendiculaire  à  l'autre,  cette 
perpendiculaire  enveloppe  une  courbe  de  la  classe  4m- 

Son  pied  est  sur  une  courbe  de  l'ordre  6  m. 

33.  Si  l'on  circonscrit  à  une  conique  des  quadrilatères 
dont  deux  sommets  opposés  soient  deux  points  corres- 
pondants sur  deux  courbes  homographiques  U,„,  U'„,  le 
lieu  des  deux  autres  sommets  est  une  courbe  de  l'or- 
dre 4m~- 
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CHAPITRE  III. 

PROPRIÉTÉS  n'iKE  COURBE  GÉOMÉTRIQUE,  CONCERNANT 
DES  SYSTÈMES  DE  DEUX  POINTS  OU  DE  DEUX  DROITES 
CONJUGUÉS    PAR    RAPPORT    A     UNE    CONIQUE. 

34.  Par  chaque  point  de  courbure  U",  on  mène  la  tan- 
gente et  sa  conjuguée  par  rapport  à  une  conique  :  cette 
droite  conjuguée  enveloppe  une  courbe  de  la  classe 
ni  -+-  n. 

Si  la  conique  se  réduit  à  un  segment  exterminé  à  deux 
points  e,  f,  la  tangente  et  sa  conjuguée  divisent  ce  seg- 
ment en  rapport  harmonique. 

Si  e,  f  sont  les  deux  points  circulaires  de  l'infini,  le 
théorème  exprime  que  : 

Les  normales  d'une  courbe  U"„  enveloppent  une  courbe 
de  la  classe  m  -+-  n. 

Si  e,  f  sont  les  points  à  l'infini  sur  deux  droites  rec- 
tangulaires, le  théorème  exprime  que  : 

Si  par  chaque  point  d'une  courbe  U"n  on  mène  une 
droite  faisant  avec  la  tangente  un  angle  dont  la- bissec- 
trice soit  parallèle  à  une  droite  fixe,  ces  droites  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  m  H-  n. 

3o.  Par  chaque  point  d'une  courbe  L '."„  on  mène  la 
normale  et  sa  conjuguée  par  rapport  à  une  conique  :  cette 
conjuguée  enveloppe  une  courbe  de  la  classe  im  -t-  n. 

36.  Si  par  chaque  point  d'une  courbe  Um  on  mène  les 
deux  droites  rectangulaires  conjuguées  par  rapport  à 
une  conique,  ces  droites  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  3///. 

37.  Si  par  chaque  point  d'une  courbe  Um  on  mène  les 
tangentes  d'une  courbe  U"'  et  les  droites  conjuguées  de 
ces  tangentes,  par  rapport  à  une  conique  C,  ces  droites 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  imn' 
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38.  De  chaque  point  a  d'une  courbe  L)„,  on  mène  les 
tangentes  d'une  courbe  U"',  et  l'on  prend  sur  ces  tangentes 
les  conjugués  du  point  a  par  rapport  à  la  conique  C  :  le 
lieu  de  ces  points  conjugués  est  une  courbe  de  l'ordre 
imti' . 

39.  Le  lieu  d'un  point  d'où  l'on  peut  mener  à  deux 
courbes  U",  U"'  deux  tangentes,  conjuguées  par  rapport 
à  une  conique,  est  une  courbe  de  l'ordre  inn' . 

40.  En  chaque  point  a  d'une  courbe  U"„  on  mène  la 
normale,  sur  laquelle  on  prend  le  conjugué  de  ce  point, 
par  rapport  à  une  conique  :  le  lieu  de  ces  points  conju- 
gués est  une  courbe  de  l'ordre  a. m  -+-  n. 

41.  Sur  chaque  tangente  d'une  courbe  U"  on  prend  le 
conjugué  du  point  où  cette  tangente  rencontre  une  droite 
D,  par  rapport  à  une  conique  C  :  le  lieu  de  ces  points 
conjugués  est  un  courbe  de  l'ordre  2«,  qui  a  trois  points 
multiples  d'ordre  »;  l'un  est  le  pôle  de  D,  et  les  autres 
sont  les  points  d'intersection  de  D  et  de  la  conique. 

42.  Les  milieux  des  segments  interceptés  par  une 
conique  sur  les  tangentes  d'une  courbe  U"  sont  sur  une 
courbe  de  l'ordre  'in  qui  a  trois  points  multiples  d'or- 
dre 7z,  l'un  est  le  centre  de  la  conique,  et  les  deux  autres 
sont  ses  deux  points  à  l'infini. 

43.  Si  sur  chaque  tangente  d'une  courbe  \j"„  on  prend 
le  point  conjugué  du  point  de  contact  par  rapport  à  une 
conique,  le  lieu  de  ces  points  est  une  courbe  de  l'ordre 
m  -+-  n. 

Si  la  conique  est  l'ensemble  de  droites,  on  en  conclut, 
entre  autres,  ce  corollaire  : 

Si  un  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet,  les 
tangentes  aux  points  où  l'un  de  ses  côtés  coupe  une 
courbe  U",  rencontrent  l'autre  côté  sur  une  courbe  d  or- 
dre m  ■+-  n. 

M    Sur  chaque  tangente  dune  courbe  \     on  prend 
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les  deux  points  conjugués  par  rapport  à  deux  coniques 
C ,  C  :  le  lieu  de  ces  points  est  une  courbe  de  Tordre  3  n . 
4o.  Le  lieu  d'un  point  duquel  on  peut  mener  deux 
tangentes  d'une  courbe  U",  conjuguées  par  rapport  à  une 
conique,  est  une  courbe  de  l'ordre  n{n — i),  qui  a  in 
points  multiples  d'ordre  [n  —  i)  sur  la  conique. 

46.  Les  cordes  d'une  courbe  U,„  dont  les  extrémités 
sont  conjuguées  par  rapport  à  une  conique  enveloppent 
une  courbe  de  la  classe  m  ( m  —  i) . 

47.  De  chaque  point  a  d'une  courbe  U,„  on  mène  deux 
tangentes  à  deux  courbes  Un/,  U"",  et  l'on  prend  sur  ces 
tangentes  les  conjugués  du  point  a  par  rapport  à  une  co- 
nique :  la  droite  qui  joint  ces  deux  points  conjugués  en- 
veloppe une  courbe  de  la  classe  3mn'/i". 

48.  Si  de  chaque  point  a  d'une  courbe  Um  on  mène  des 
tangentes  à  une  courbe  Un/,  ces  tangentes  rencontrent  la 
polaire  du  point  «,  relative  à  une  conique,  en  des  points 
dont  le  lieu  est  une  courbe  de  l'ordre  imri '. 

CHAPITRE  IV. 

PROPRIÉTÉS     DIVERSES     DES     COURBES     GÉOMÉTRIQUES     AUX- 
QUELLES   DONNE    LIEU    LA    PRÉSENCE    d'uNE    CONIQUE. 

49.  Si  l'on  mène,  de  chaque  point  a  d'une  conique, 
des  tangentes  aune  courbe  U",  et  des  droites  aux  points 
de  contact  de  la  conique  et  de  ses  tangentes  parallèles  aux 
tangentes  de  U",  ces  droites  enveloppent  une  courbe  de 
la  classe  4n- 

50.  Si  par  chaque  point  d'une  conique  on  mène  les 
tangentes  à  une  courbe  U",  et  des  droites  faisant  avec 
ces  tangentes  des  angles  de  grandeur  donnée  (comptés 
dans  un  sens  de  rotation  déterminé),  ces  droites  envelop- 
pent une  courbe  de  la  classe  \n. 
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51.  Une  conique  intercepte  sur  les  tangentes  d'une 
courbe  U",  de  la  classe  «,  des  segments  : 

i°  Les  milieux  de  ces  segments  sont  sur  une  courbe 
de  l'ordre  2  n  ; 

20  Les  perpendiculaires  élevées  par  ces  points  milieux 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  //. 

52.  Si  de  chaque  point  d'une  conique  on  mène  deux 
tangentes  à  une  courbe  U",  la  corde  quelles  interceptent 
dans  la  conique  enveloppe  une  courbe  de  la  classe 
n  (  n  —  1  ) . 

53.  Les  perpendiculaires  abaissées  des  pôles  des  tan- 
gentes d'une  courbe  U",  pris  par  rapport  à  une  conique, 
sur  ces  tangentes,  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  in\ 

Les  pieds  de  ces  perpendiculaires  sont  sur  une  courbe 
d'ordre  3  n . 

54.  Si  de  chaque  point  d'une  courbe  U,„  on  mène  deux 
tangentes  à  une  conique,  les  points  milieux  des  cordes  de 
contact  sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  2m; 

Les  perpendiculaires'  élevées  par  ces  points  sur  les 
cordes  de  contact  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  3  m\ 

Et  les  perpendiculaires  élevées  par  les  extrémités  des 
cordes  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  /\m. 

55.  Par  chaque  point  a  d'une  courbe  U,„  on  mène  les 
tangentes  d'une  courbe  U"'  :  ces  tangentes  rencontrent  la 
polaire  du  point  a,  relative  à  une  conique,  en  des  points 
dont  le  lieu  est  une  courbe  de  Tordre  imn' . 

56.  Les  tangentes  d'une  courbe  U"  rencontrent  les 
diamètres  dune  conique  conjugués  aux  diamètres  per- 
pendiculaires aux  tangentes  en  des  points  dont  le  lieu 
est  une  courbe  de  l'ordre  2 h,  qui  a  trois  points  multiples 
d'ordre  n\  l'un  est  le  centre  de  la  conique,  et  les  deux 
autres  sont  à  l'infini  sur  ses  axes. 

57.  Les  normales  d'une  courbe  U",  rencontrent  les 
diamètres  d'une  conique  dont  les  conjugués  sont  perpen- 
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dicul aires  aux  normales,  en  des  points  dont  le  lieu  est 
une  courbe  de  Tordre  m  -+-  2//,  qui  a  un  point  multiple 
d'ordre  m-\-n  au  centre  de  la  conique,  et  deux  points 
multiples  d'ordre  n  à  l'infini  sur  les  axes  de  la  conique. 
08.  Si  l'on  cii conscrit  à  une  conique  des  quadrilatères 
dont  deux  sommets  opposés  soient  deux  points  corres- 
pondants sur  deux  courbes  homographiques  Lm,  U,n/,  le 
lieu  des  deux  autres  sommets  est  une  courbe  d'ordre 
£mm'. 

59.  De  chaque  point  d'une  courbe  U,„  on  mène  deux 
tangentes  à  une  conique,  et  l'on  abaisse  sur  la  corde  de 
contact  une  oblique  sous  uu  angle  de  grandeur  donnée, 
dans  un  sens  de  rotation  déterminé  : 

i°  Ces  obliques  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
im  ; 

20  Leurs  pieds  sont  sur  une  courbe  de  l'ordre  3/7/. 

CHAPITRE  V. 

PROPRIÉTÉS    DIVER.SES    DES    COURBES    GÉOMÉTRIQUES. 

60.  En  chaque  point  a  dune  courbe  U*  on  mène  la 
normale,  laquelle  rencontre  la  courbe  en  (/?/  —  1)  points  : 
les  tangentes  en  ces  points  rencontrent  la  tangente  du 
point  a  en  [m  —  1)  points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de 
l 'ordre  n  [«  -j-  2  (  ///  —  2  )  ] . 

61.  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  un  côté 
est  tangent  et  l'autre  est  normal  à  une  courbe  U*  est  une 
courbe  de  l'ordre  (//  —  ï)  (/?/  -+-  n). 

62.  Le  lieu  du  sommet  d'un  angle  droit  dont  les  côtés 
sont  normaux  à  une  courbe  \}"m  est  une  courbe  de  l'ordre 
//  (m  -+-  n  —  1  ) . 

63.  Un  angle  droit  tourne  autour  de  son  sommet  :  les 
tangentes  aux  points   où  un  de  ses  côtés  rencontre  une 
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courbe  U",  coupent  l'autre  côté  sur  une  courbe  d'ordre 
m  -+-  n . 

64.  Sur  chaque  tangente  d'une  courbe  TJ"  se  trouvent 
deux  points  correspondants  dans  deux  figures  homogra- 
phiques  :  le  lieu  de  ces  points  est  une  courbe  de  l'or- 
dre in. 

65.  Si  de  chaque  point  dune  conique  on  abaisse  des 
normales  sur  deux  courbes  l ,'/„,  L^,,  les  cordes  que  ces 
normales  interceptent  deux  à  deux  dans  la  conique  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  i  (m  -+-  //■)  (m'  ■+■  n'), 

66.  Les  tangentes  d'une  courbe  U"'  coupent  une 
courbe  (J"„  en  des  points  où  l'on  mène  les  normales  :  ces 
normales  se  coupent  deux  à  deux  sur  une  courbe  de 
l'ordre  \  n'  [2  ni  (m  —  1)  -f-  n  (2m  —  3)]. 

67.  Le  lieu  d'un  point  d'où  l'on  peut  mener  à  deux 
courbes  U",  U"'  deux  tangentes  faisant  un  angle  de  gran- 
deur donnée,  dans  un  sens  de  rotation  déterminé,  est 
une  courbe  de  l'ordre  nui' ',  qui  a  deux  points  multiples 
d'ordre  nn   aux  deux  points  circulaires  à  l'infini. 

68.  Le  lieu  des  sommets  des  angles  droits  circonscrits 
à  une  courbe  U"  est  une  courbe  de  l'ordre  n  [n  —  1),  qui 

a  deux  points  multiples  d'ordre aux  deux  points 

circulaires  de  l'infini,  et  qui  passe  par  les  in  points  de 
contact  des  tangentes  de  U",  menées  par  ces  deux  points 
circulaires. 

69.  Les  cordes  qu'un  angle  de  grandeur  donnée,  tour- 
nant autour  de  son  sommet,  intercepte  dans  une  courbe U,„ 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  un  [m —  1). 

Lorsque  l'angle  est  droit,  la  classe  de  la  courbe  est 
ni  (m  —  1  ) . 

70.  i°  Les  cordes  comprises  entre  deux  courbes  U,„, 
Um/,  qui  sont  vues  d'un  point  O  sous  un  angle  droit, 
enveloppent  une  courbe  de  la  classe  imm' . 
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2°  Les  cordes  vues  sous  des  angles  qui  ont  la  même 
bissectrice  enveloppent  uue  courbe  de  la  classe  inini' . 

3°  Les  cordes  qui  ont  leurs  milieux  sur  une  droite 
enveloppent,  une  courbe  de  la  classe  imm' . 

71.  Si  par  les  points  où  les  tangentes  d'une  courbe  U" 
rencontrent  une  courbe  U,„/  on  mène  les  perpendiculaires 
à  ces  tangentes,  ces  perpendiculaires  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  o.nm'. 

72.  Si  autour  de  deux  points  fixes  on  fait  tourner 
deux  rayons  qui  se  correspondent  homograpbiquement. 
les  cordes  qu'ils  interceptent  dans  une  courbe  Um  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  im(m  —  i). 

73.  Les  milieux  des  segments  interceptés  par  une 
courbe  U,„  sur  les  tangentes  d'une  courbe  U"'  sont  sur  une 
courbe  de  l'ordre  n'm{m  —  i). 

74.  Si  sur  chaque  tangente  d'une  courbe  L"  on  prend 
les  milieux  des  segments  qui  ont  pour  extrémités  deux 
points  de  deux  courbes  U,,,,,  Umw,  ces  points  milieux  sont 
sur  une  courbe  de  l'ordre  im'mnn. 

75.  Les  cordes  d'une  courbe  Um  qui  ont  leurs  milieux 
sur  une  courbe  U,,,/  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
in'  {m  —  i). 

76.  Par  les  points  où  les  tangentes  d'une  courbe  U"' 
rencontrent  une  courbe  Um,  on  mène  des  perpendiculaires 
à  ces  tangentes  :  ces  perpendiculaires  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  inin'.  qui  a  une  tangente  multiple 
d'ordre  mn   à  l'infini. 

77.  On  a  une  conique  et  deux  tangentes  fixes  A,  A', 
que  chaque  autre  tangente  rencontre  en  deux  points  a, 
a! \  de  chaque  point  a  on  mène  les  normales  à  une 
courbe  U"„,  et  du  point  correspondant  a'  on  mène  les 
normales  à  une  seconde  courbe  U"„.  :  ces  normales  ren- 
contrent les  premières  sur  une  courbe  de  l'ordre 
a(m  -+-  n)  (m'  -+-  n'). 
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78.  Lorsque  deux  courbes  U^,  U'£  sont  homographi- 
ques,  les  tangentes  aux  points  de  l'une  rencontrent  les 
normales  aux  points  correspondants  de  l'autre  sur  une 
courbe  de  l'ordre  m-\-  in. 

79.  De  deux  points  correspondants  de  deux  courbes 
homographiques  U,„,  U,'„,  on  mène  des  tangentes  à  une 
courbe  Vr,  de  la  classe  /•,  ces  tangentes  se  coupent  deux 
à  deux  en  des  points  dont  le  lieu  est.  une  courbe  de 
l'ordre  imr[r —  i). 

80.  Les  tangentes  aux  courbes  U",  U/n  en  leurs  points 
correspondants  se  coupent  sur  une  courbe  d'ordre  in, 
qui  a  trois  points  multiples  d'ordre  n  situés  aux  trois 
points  qui,  considérés  comme  appartenant  à  la  première 
ligure,  sont  eux-mêmes  leurs  homologues  dans  la  seconde 
figure. 

Observation.  —  La  plupart  des  théorèmes  précédents 
donnent  lieu  chacun  à  un  ou  deux  autres,  dans  lesquels 
on  prend  pour  hypothèse  la  conclusion  du  théorème  pri- 
mitif. On  en  a  vu  des  exemples  dans  ma  Communication 
du  10  avril  [Comptes  rendus,  t.  LXXII).  Je  n'ai  point 
énoncé  ici  ces  théorèmes  que  l'on  forme  sans  difficulté, 
et  qui,  du  reste,  se  démontrent  aussi  directement  par  le 
seul  secours  du  Principe  de  correspondance.  On  conçoit 
qu'il  en  est  de  même  de  tous  les  théorèmes  corrélatifs, 
auxquels  suffit  aussi  la  même  méthode  de  raisonnement, 
et  dont  il  est  inutile  de  rapporter  ici  les  énoncés. 


inu   de  Ittathémal.,  ?r  série,  t.  \.  [Septembre  1871.  26 


(     402    ) 

DE  QUELQUES  EFFETS  D'OPTIQUE  RELATIFS 
A  LA  PERSPECTIVE; 

Par    M.   Abel    TRANSON. 


Chacun  sait  que  l'effet  d'un  tableau  serait  insoute- 
nable à  l'oeil  le  moins  exercé  s'il  péchait  contre  les  règles 
de  la  perspective  -,  et  il  est  assez  connu  que  toute  la 
théorie  de  la  perspective  se  résume  dans  la  règle  unique 
de  dessiner  les  objets  par  rapport  à  un  point  de  vue, 
c'est-à-dire  par  rapport  à  une  situation  unique  du  spec- 
tateur. 

Et  pourtant  il  n'y  a  pas  de  lieu  absolument  unique  et 
déterminé  où  l'on  doive  se  placer  pour  apprécier  un 
tableau.  Si  ce  tableau  est  éclairé,  comme  il  convient, 
par  une  lumière  diffuse,  l'artiste  ou  l'amateur  qui  l'étu- 
dient  pourront,  devront  même,  pour  multiplier  leurs 
impressions,  s'approcher  et  s'éloigner  successivement 
de  la  toile,  s'en  écarter  à  droite  et  à  gauche. 

D'ailleurs,  les  déplacements  successifs  de  celui  qui 
observe  un  tableau  ne  résultent  pas  de  la  difficulté  qu'il 

V  aurait  à  retrouver  avec  une  précision  mathématique  la 
situation  particulière  où  l'artiste  s'est  placé.  Qu'on  se 
rappelle,  pour  un  instant,  quelques  tableaux  d'une  grande 
dimension,  comme  les  Noces  de  Cana,  par  Paul  V  éro- 
nèse;  le  Repus  chez  Simon  le  Pharisien,  du  même  au- 
teur; ou  des  tableaux  d'une  grandeur  bien  moindre, 
comme  la  Messe  au  chœur  de  Notre-Dame,  de  Jouvenet; 

Y  Intérieur  de  V  église  de  Saint-Pierre,  à  Rome,  de  Pan- 
nini  ;  les  vues  de  Canaletti,  et  mille  autres  toiles  de 
toute  dimension  où  la  perspective  joue  un  si  grand  rôle  : 
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on  conviendra  que  ces  diverses  compositions  conserveni 
toute  leur  harmonie,  alors  même  que  l'observateur  se 
déplace   dans   un    sens   ou  dans  l'autre   d'une  distance 
comparable  aux  dimensions  même  de  la  toile. 

Après  tout,  c'est  le  fait  bien  connu  du  tableau  de 
l'archer  qui  vise  à  la  fois  à  tous  les  spectateurs;  le  fait 
aussi  de  ce  joli  portrait,  qui  lorgne  de  tout  côté  et  sourit 
«  à  tout  le  monde  à  la  fois  »,  dont  s'étonne  le  bon 
Joanelli,  dans  le  Voyage  autour  fie  ma  chambre. 

Voici  comment  ce  fait  vulgaire  a  été  quelquefois  expli- 
qué :  lorsque  l'objet  considéré  est  en  relief,  comme  dans 
les  créations  de  la  statuaire,  chaque  déplacement  de 
l'observateur  lui  découvre  des  parties  qu'il  ne  voyait  pas 
encore,  et  aussi  lui  cache  des  parties  qui  d'abord  étaient 
visibles;  de  là  le  changement  d'aspect,  mais,  s'il  s'agit 
d'un  tracé  sur  une  surface  sans  épaisseur,  les  mêmes 
parties  demeurent  toujours  visibles  ;  toujours  elles  con- 
servent leurs  rapports  de  situation  et  de  grandeur.  Ainsi, 
dit-on,  il  n'y  a  pas  lieu  de  s'étonner  qu'elles  produisent 
toujours  la  même  impression  sur  l'observateur,  quoiqu'il 
change  de  place. 

Celte  explication  est  au  moins  insuffisante.  Première- 
ment, il  serait  inexact  de  dire  que  l'impression  du  spec- 
tateur reste  la  même  quand  il  change  de  place  à  l'égard 
d'un  tableau.  Car  s'il  se  met  dans  une  situation  extrême, 
comme  d'être  à  peu  près  dans  le  prolongement  de  la 
surface  du  tableau,  le  dessin  apparaîtra  complètement 
déformé,  anamorphose.  El  comme  cette  apparence  n'est 
que  le  dernier  ternie  d'une  déformation  qui  se  fait  par 
degrés  insensibles,  ii  est  clair  qu'à  chaque  situation  nou- 
velle du  spectateur  correspond  réellement  une  impres- 
sion différente.  En  second  lieu,  il  ne  sert  à  rien  de  dire 
que  toutes  les  parties  du  dessin  conservent  sur  la  toile 
les  mêmes  rapports  de  grandeur  et  de  situation,  car  ce 


(  M  ) 

n  est  pas  sur  la  toi/e  qu'on  les  voit'....  Mais,  c'est  ici  le 
nœud  de  la  question. 

En  présence  d'un  tableau  je  ne  vois  pas  la  surface  sur 
laquelle  il  est  peint;  je  vois  au  delà  d'elle  un  relief 
idéal,  et  c'est  en  cela  même  que  consiste  la  magie  de 
l'art.  Je  dis  au  delà,  parce  que  telle  est  la  condition  à  la- 
quelle les  artistes  s'assujettissent  universellement;  mais 
par  les  règles  même  de  la  perspective  certaines  parties 
du  sujet  pourraient  être  figurées  au  niveau  ou  même  en 
avant  de  la  toile.  Quelquefois  déjà,  dans  les  grandes  com- 
positions murales,  des  fragments  de  draperie  et,  çà  et  là, 
quelques  personnages  accessoires  sont  placés  aux  bords 
du  cadre  et  en  dépassent  les  limites.  Mais  que  du  centre 
même  de  la  composition  se  projette  en  avant  de  la  toile 
une  figure  principale,  c'est  ce  que  peut-être  on  n'a  jamais 
tenté  et  d'où  on  pourrait,  ce  me  semble,  tirer  un  effet 
aussi  grand  qu'inattendu.  Quoi  qu'il  en  soit,  je  reviens  à 
dire  que  l'impression  que  produit  un  tableau,  c'est  de 
faire  voir  au  delà  de  la  toile  un  relief  idéal. 

Donc,  si  je  suis  placé  dans  la  situation  à  laquelle 
l'artiste  a  rapporté  la  perspective,  je  vois,  en  particulier, 
le  relief  qu'il  a  voulu  représenter;  mais,  pour  peu  que 
je  m'écarte  de  cette  situation  unique,  je  vois  déjà  un 
relief  différent.  Le  spectacle  que  le  tableau  me  présente 
se  déplace  au  delà  de  la  toile  en  même  temps  que  moi- 
même  je  change  de  place  en  avant  d'elle.  En  un  mot, 
cette  sorte  d'illusion,  plus  ou  moins  grande,  que  fait 
naître  une  peinture  est  ce  que  les  physiciens  appellent 
un  phénomène  de  position,  précisément  comme  le  phé- 
nomène de  l'arc-eu-ciel  que  deux  observateurs  voient  au 
même  moment  sur  la  nuée,  et  qui  n'est  pas  le  même  pour 
l'un  et  pour  l'autre. 

Pour  rendre  compte  de  cette  contradiction  apparente, 
(jue  d'une  part  un  tableau  doive  être  dessiné  comme  étant 
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vu  d'un  point  unique,  sous  peine  de  produire  un  etîet 
inacceptable,  et  que  cependant  une  peinture  conserve 
son  harmonie  étant  vue  de  lieux  sensiblement  éloignés 
les  uns  des  autres,  il  faut  connaître  d'après  quelles  lois  ce 
relief  idéal,  dont  j'ai  parlé,  varie  avec  les  déplacements 
du  spectateur.  La  connaissance  de  ces  lois  très-simples 
paraît  propre  à  jeter  quelque  nouveau  jour  sur  les  res- 
sources de  la  perspective,  et  peut-être  à  prémunir  les 
artistes  contre  certaines  erreurs  qui  ont  été  quelquefois 
commises  dans  la  décoration  intérieure  des  édifices. 

La  question  peut  être  posée  en  ces  termes  :  «  Etant 
données  les  situations  relatives  du  tableau  et  de  l'obser- 
vateur,  à  quel  relief  (idéal)  correspond  un  dessin  pers- 
pectif tracé  sur  ce  tableau.    » 

C'est  le  problème  inverse  de  celui  que  l'art  de  la 
perspective  est  appelé  à  résoudre,  et  qui  consiste  à  déter- 
miner le  dessin  quand  on  donne,  avec  un  relief  (eilèctif) 
à  figurer,  les  situations  respectives  de  ce  relief,  de  l'ob- 
servateur et  du  tableau. 

Or  ce  problème  inverse,  considéré  théoriquement,  est 
tout  à  fait  indéterminé,  c'est-à-dire  qu'une  infinité  de  reliefs 
différents  correspondent  abstraitement  (idéalement)  à  un 
même  dessin  perspectif  vu  d'un  lieu  donné;  mais,  prati- 
quement parlant,  le  problème  est,  au  contraire,  tout  à 
fait  déterminé.  Grâce  aux  circonstances  de  la  couleur, 
aux  connaissances  acquises  du  spectateur,  surtout  aux 
habi  tudes  de  notre  organisme,  si  l'esprit  conçoit  une  infi- 
nité de  solutions  possibles,  l'œil  n'en  voit  jamais  qu'une. 

C'est  qu'il  est  impossible,  par  exemple,  que  des  lignes 
architecturales  tracées  de  façon  à  concourir  en  un  même 
point  du  tableau  n'obligent  pas  le  spectateur,  quelle  que 
soit  sa  situation,  à  imaginer  un  système  de  droites  paral- 
lèles, comme  étant  l'objet-relief  représenté  par  ces  lignes 
concourantes;  seulement  ladirection  commune  des  lignes 
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imaginées  clans  V espace  varie  avec  la  situation  de  l'ob- 
servateur, et  il  est  aisé  de  reconnaître  que  cette  direction 
commune  est,  à  chaque  instant,  celle  de  la  droite  qui 
joindrait  son  œil  avec  le  point  de  concours  des  droites 
tracées  effectivement  sur  le  tableau. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'artiste  ait  figuré  une 
galerie  à  colonnes,  surmontée  d'une  voûte  en  berceau. 
Les  socles  des  colonnes  et  leurs  chapiteaux,  la  naissance 
de  la  voûte,  la  corniche,  etc.  offriront  un  ensemble  de 
lignes  parallèles  h  l'axe  de  la  galerie.  Or  cette  apparence 
subsistera  quelque  part  que  soit  placé  le  spectateur.  Il 
arrivera  seulement  que  l'axe  de  la  galerie  paraîtra  chan- 
ger de  direction,  et  ce  changement  sera  soumis  à  la  loi 
ci-dessus  indiquée.  De  plus,  si  les  colonnes  ont  été  figu- 
rées comme  étant  également  espacées,  ainsi  qu'il  con- 
vient, elles  garderont  cette  apparence;  seulement  les 
entre- colounements  paraîtront  ou  moindres  ou  plus 
grands,  selon  la  place  actuelle  du  spectateur,  de  sorte 
que  si  les  colonnes  sont  reliées  par  des  arcades  latérales  à 
la  galerie,  elles  prendront  l'apparence  d'être  surhaussées 
dans  un  cas  et  surbaissées  dans  l'autre.  Mais  ces  varia- 
tions sont  de  celles  que  l'œil  peut  subir  sans  qu'il  en 
résulte  aucun  défaut  d'harmonie  dans  l'aspect  du  tableau. 

Considérons  maintenant  que  tout  ensemble  architectu- 
ral comporte  au  moins  deux  systèmes  différents  de  direc- 
tions parallèles,  comme  sont  les  systèmes  de  lignes  hori- 
zontales relatives  aux  deux  faces  contiguës  d'un  même 
édifice. 

Dans  le  relief  que  l'artiste  a  voulu  représenter,  ces  deux 
faces  contiguës  et,  par  suite,  les  deux  systèmes  de  lignes 
correspondantes  étaient,  je  le  suppose,  rectangulaires. 
De  sorte  que,  si  l'effet  optique  d'un  déplacement  du  spec- 
tateur tendait  à  leur  faire  attribuer  une  inclinaison  mu- 
luelle    sensiblement    différente    de    1  angle    droit,    1  œil 
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répugnerait  à  une  telle  représentation  comme  étant  dé- 
fectueuse. 

Or  quel  sera  l'angle  appâtent  des  deux  faisceaux  de 
lignes  parallèles?  Il  est  aisé  de  répondre  à  cette  question 
à  laide  du  principe  que  nous  avons  posé  ci-dessus  pour 
fixer  la  direction  apparente  de  chaque  faisceau  en  parti- 
culier, car  ce  sera  précisément  l'angle  qu'ont  entre  eux 
les  deux  rayons  visuels  menés  aux  deux  points  de  fuite 
ou  points  accidentels  relatils  à  ces  deux  faisceaux. 

Pour  la  situation  par  rapport  à  laquelle  l'artiste  a 
tracé  le  dessin  perspectif,  l'anglede  ces  deux  rayons  visuels 
est  droit,  puisque  les  deux  directions  qu'il  a  voulu  (igurer 
sont  supposées  rectangulaires  ;  l'angle  en  question  sera 
encore  droit  si  l'œil  du  spectateur  se  déplace  à  la  surface 
d'une  sphère  ayant  pour  diamètre  la  ligne  qui  joint,  sur 
le  tableau,  les  deux  points  de  fuite;  mais  il  deviendra 
obtus  ou  aigu,  pour  peu  que  l'oeil  soit  à  l'intérieur  ou  à 
l'extérieur  de  cette  sphère.  De  là,  ce  me  semble,  une 
cause  de  perturbation  inévitable. 

Mais  il  faut  considérer  que  si  l'œil  juge  avec  une  grande 
précision  tout  défaut  de  rectitude  dans  le  tracé  d'une 
ligne  droite,  comme  aussi,  et  presque  au  même  degré, 
tout  défaut  de  parallélisme  dans  un  système  de  lignes 
droites,  il  n'est  pas  aussi  sensible,  à  beaucoup  près,  dans 
l'appréciation  d'un  angle  formé  par  deux  rayons  visuels. 
Ainsi,  l'œil  acceptera  encore  comme  droit  un  tel  angle, 
bien  qu'il  soit,  en  réalité,  aigu  ou  obtus:  et  sa  tolérance 
sous  ce  rapport  pourra  certainement  aller  à  plusieurs 
degrés. 

Ainsi,  d'une  part  les  lignes  concourantes  en  un  point 
du  tableau,  de  quelque  part  qu'elles  soient  vues,  donnent 
l'impression  d'un  système  de  droites  parallèles,  dont  la 
direction  commune  est  celle  du  rayon  visuel  mené  à  ce 
point  de  concours.  De  plus,  si,  pour  une  première  situa- 
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tion  du  spectateur,  nue  ligue  a  été  représentée  comme 
étant  divisée  dans  un  certain  rapport,  elle  sera  vue  de 
tous  les  points  de  l'espace  comme  divisée  de  la  même 
manière;  seulement  la  grandeur  absolue  de  ses  parties 
paraîtra  varier;  et,  d'autre  part,  l'œil  n'ayant  pas  la  fa- 
culté, ou  tout  au  moins  l'habitude,  d'apprécier  avec 
quelque  précision  la  grandeur  des  angles  visuels,  l'alté- 
ration de  l'angle  apparent  entre  les  directions  de  deux 
faisceaux  distincts,  quoique  réelle,  reste  inaperçue  du 
spectateur  qui  se  déplace,  à  moins  toutefois  que  son  dé- 
placement ne  soit  considérable,  parce  qu'alors  il  y  a 
anamorphose. 

Et  voilà  comment  il  arrive  qu'en  se  conformant  aux 
règles  de  la  perspective,  c'est-à-dire  en  traçant  son  dessin 
par  rapport  à  un  point  de  vue,  l'artiste  produit  une 
œuvre  qui  peut  être  considérée  simultané  nie  m  par  une 
foule  de  spectateurs.  Mais  il  faut  remarquer  que  cette 
propriété  extrêmement  précieuse  du  dessin  perspectif  le 
suppose  tracé  sur  une  surface  plane.  On  commettrait  une 
grande  erreur  et  on  s'exposerait  aux  plus  graves  mé- 
comptes si  l'on  espérait  quelque  résultat  semblable  de 
l'application  des  règles  de  la  perspective  au  cas  des  repré- 
sentations architecturales  tracées  sur  une  surface  courbe. 
Sur  une  telle  surface,  les  lignes  droites  ayant  presque  tou- 
jours pour  perspectives  des  lignes  courbes,  il  n'y  a  géné- 
ralement pour  les  voir  convenablement  qu'une  situation 
tout  à  fait  unique. 

L'artiste  ne  doit  donc  accepter  la  tâche  de  repré- 
senter sur  une  surface  courbe  les  formes  régulières  de 
l'architecture,  qu'autant  qu'il  lui  sera  possible  de  faire 
coïncider  les  lignes  de  l'édifice  qu'il  veut  figurer  avec  les 
lignes  réelles  de  la  surface  du  tableau.  On  voit  un  heu- 
reux exemple  de  celte  disposition  dans  la  petite  église  des 
Carmes,  de  la  rue  de  Vaugirard.  Le  sujet  représenté  est 
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Y  Enlèvement  du  prophète  Êlie.  Le  peintre  a  placé  sa 
composition  sur  les  parois  d'une  construction  circulaire 
surmontée  d'une  voûte  sphérique.  Cette  voûte  est  censée 
ouverte  et  offre  aux  regards  le  prophète  enlevé  au  ciel. 
Le  char  n'est  pas  de  Jeu,  mais  il  est  attelé  de  deux  magni- 
fiques et  ardents  coursiers.  La  paroi  circulaire  (cylin- 
drique) a  été  coîiservée  comme  telle  avec  une  très-simple 
décoration  architecturale.  Seulement  à  sa  partie  infé- 
rieure on  a  figuré  une  balustrade  autour  de  laquelle  sont 
groupés  un  grand  nombre  de  personnages,  parmi  lesquels 
le  disciple  principal  s'apprête  ;i  saisir  le  manteau  du 
maître.  Les  conditions  de  l'art  ayant  été  ici  très-bien 
entendues,  on  peut,  malgré  la  forme  courbe  des  surfaces, 
contempler  cette  belle  composition  sans  se  placer  à 
quelque  point  particulier  du  sol  de  l'édifice.  Mais  une 
autre  église  de  Paris  présente,  en  sens  inverse,  une 
curieuse  confirmation  de  nos  principes,  c'est  l'église 
Saint-Louis-d'Antin,  de  la  rue  Caumartin;  là,  derrière 
le  maître-autel,  sur  la  demi-sphère  qui  forme  la  partie 
supérieure  d'une  niche  cylindrique,  un  artiste  a  repré- 
senté le  Christ  debout,  tenant  à  la  main  sa  croix;  de  côté 
et  d'autre  plusieurs  saints  et  quelques  instruments  de  la 
passion.  Lorsqu'on  se  place  au  pied  de  l'autel,  au  centre 
de  la  composition,  le  dessin  est  correct;  mais,  il  sullit  de 
s'écarter  d'un  côté  ou  d'autre,  de  deux  ou  trois  pas  seule- 
ment, pour  voir  aussitôt  la  croix  se  courber  comme  un 
jonc  flexible,  les  personnages  accessoires  tomber  les  uns 
sur  les  autres,  le  poteau  de  la  flagellation  s'incliner  et 
menacer  ruine,  etc.. 

Nota.  Cet  article,  dont  je  supprime  quelques  considé- 
rations relatives  à  la  perspective  théâtrale  et  qui  avait  été 
communiqué  d'abord  à  la  Société  pliilomathique,  a  été 
depuis  inséré  dans  la  Revue  générale  de  V Architecture 
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et  ries  Travaux  publics  (VIIIe  vol.,  1849).  Malgré  ou 
plutôt  à  cause  de  cette  date  ancienne,  j'ai  cru  utile  de 
le  reproduire  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathé- 
matiques, dont  la  plupart  des  lecteurs  n'ont  sans  doute 
pas  la  faculté  de  consulter  la  magnifique  publication  de 
M.  César  Daly.  Ce  m'est  d'ailleurs  l'occasion  d'indiquer 
une  circonstance  où,  même  sur  une  surface  plane,  l'ap- 
plication des  règles  de  la  perspective  ne  saurait  produire 
un  effet  satisfaisant,  précisément  parce  qu'il  y  manque- 
rait cette  indifférence  de  situation  du  spectateur  dont 
j'ai  exposé  le  principe.  Je  veux  parler  de  la  circonstance 
où  il  s'agirait  de  représenter  sur  une  voûte  plate  ou  seu- 
lement ti  ès-surbaissée,  des  constructions  verticales.  De 
pareilles  tentatives  se  voient  quelquefois  dans  nos  salles 
de  spectacles-,  j'en  ai  remarqué  plusieurs  dans  la  décora- 
tion de  quelques  édifices  italiens,  et  notamment  dans 
une  salle  à  manger  bien  connue  de  ceux  qui  ont  visité 
le  palais  André  Doria,  à  Gènes.  Enfin  M.  Victor  Cousin 
en  cite  un  exemple  mémorable  dans  son  livre  :  Du  vrai, 
du  bien  et  du  beau.  11  rappelle  l'existence  d'une  célèbre 
peinture  de  Philippe  de  Champagne  :  «  Qu'est  devenu, 
dit-il,  ce  fameux  crucifix  qu'il  avait  peint  à  la  voûte 
de  l'église  des  Carmélites,  chef-d'œuvre  de  perspective, 
qui  sur  un  plan  horizontal  paraissait  perpendiculaire.  » 
L'inconvénient  inévitable  de  telles  peintures,  c'est  de  ne 
pouvoir  être  vues  sans  désavantage,  que  d'un  seul  point, 
d'une  seule  position.  Pour  peu  que  l'on  s'éloigne  de  cette 
position,  de  ce  point,  les  lignes  que  l'artiste  aura  voulu 
représenter  verticales,  s'inclineront  dans  un  sens  ou  dans 
l'autre.  Aussi,  sans  vouloir  mettre  en  doute  la  perfection 
de  l'oeuvre  très-justement  regrettée  par  M.  Cousin,  on 
peut  affirmer,  que,  s'éloignant  ou  s'approchant  tant  soit 
peu  du  mur  de  soutènement  de  la  voûte  où  le  crucifix 
était  peint,  on   le  voyait  se   renverser  en  arrière  dans  le 
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premier  cas;  et  dans  le  second,  tomber  en  avant,  comme 
pour  écraser  le  spectateur. 

r  ■  

DEUX  THÉORÈMES  SUR  LA  PARABOLE; 

Par  M.  Désiré  ANDRÉ. 


I. 

Théorème.  —  Si  trois  points  A,  B,  C,  pris  sur  une 
parabole ,  sont  tels,  que.  le  triangle  ABC  ait  son  centre 
de  gravité  sur  V axe  de  la  courbe,  les  normales  en  A ,  B,  C 
à  la  parabole  se  coupent  en  un  même  point,  et  récipro- 
quement. 

Soit 

Y2=2/;X 

l'équation   de  ia  parabole;   celle  de  la  normale  en  un 
point  quelconque  xj  sera 

jX  +  pT=jr  [p  -+■  x). 

Cela  posé,  considérons  les  normales  aux  trois  points 
(j?,j),  (x',y),  (x",j").  Pour  qu'elles  concourent  en  un 
même  point,  il  faut  et  il  suffit  que  le  triangle  qu'elles 
forment  ait  une  surface  nulle.  Or,  au  signe  près,  cette 
surface  a  pour  expression 

i 

2^(J'-J")(J',-J)(J-7T)X 

donc  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 


=  o, 
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ou  bien,  en  remplaçant  x,  x\  x"  par  les  quantités  pro- 
portionnelles y2,  y'%  j'//2i 


«m  eiitin 
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Mais  ce  dernier  déterminant  est  égal  à 

(y' - y")(y" - y)(y  - y'){y  +  y'  +  y" ); 

et  comme  les  trois  premiers  facteurs  sont  différents  de 
zéro,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 

y  +  /  •+-  y"  =  o , 

égalité  qui  exprime  précisément  que  le  centre  de  gravité 
du  triangle  ABC  est  sur  l'axe  de  la  parabole. 


II. 

Théorème.  —  Si  trois  points  d'une  parabole  (dont 
aucun  d'eux  nest  le  sommet)  sont  tels,  que  les  droites 
qui  les  joignent  au  sommet  de  la  courbe  aient,  par  rap- 
port à  V axe,  des  coejjicients  angulaires  dont  la  somme 
soit  nulle,  les  trois  centres  de  courbure  correspondants 
ont  en  ligne  droite,  et  réciproquement . 


Soit 
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Y2=2/;X 


l'équation  de  la  parabole;  le  centre  de  courbure  corres- 
pondant au  point  (x,y)  aura  pour  coordonnées 


3x, 


Cela  posé,  considérons  les  centres  de  courbure  corres- 
pondant aux  trois  points  {x, y),  [x',y'),  (x",y").  Pour 
qu'ils  soient  en  ligne  droite,  il  faut  et  il  suffit  que  le 
triangle  dont  ils  sont  les  sommets  ait  une  surface  nulle. 
Or  cette  surface  est  exprimée,  au  signe  près,  par 
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Donc  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait 
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Ce  dernier  déterminant  est  égal  à 

y1  - y")[y"  -  y  )[y  -  y'){y'y"  +  y"y  +  yy')- 

Comme  les  trois  premiers  facteurs  sont  différents  de  zéro, 
il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

y' y"  -+-  y" y  +  y  y1  =  o , 

ou  bien 

i         i  i 

-  +  —  -+-  —  =  °- 

y     y      y 

Or,  pour  tout  point  de  la  parabole, 
i  T 


Y        2/>X' 

donc  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  les 
trois  centres  soient  en  ligne  droite  se  réduit  à 

y     y'     y" 

-  -+-  -,  +  —  =  o , 
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égalité  qui  exprime  précisément  que  les  droites  consi- 
dérées ont  des  coefficients  angulaires  dont  la  somme  est 
nulle. 


NOTE  SIR  IN  SYSTEME  VARIABLE  DE  TROIS  DIRECTIONS 
RECTANGULAIRES; 

Par    M.    PÀINVIN, 

Professeur  de  Mathématiques  spéciales  au  lycée  de  Lyon. 


1.  On  suppose  que  les  cosinus  ries  angles  de  trois 
directions  rectangulaires  sont  des  jonctions  données  et 
déterminées  d'un  paramètre  arbitraire  : 
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Je  me  propose  d'établir  les  propositions  suivantes  : 
i°  Une  de  ces  directions  peut  être  regardée  comme 
constamment  parallèle  à  la  tangente  d'une  courbe  (S)  \ 
les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  cette  courbe 
dépendent  du  paramètre  arbitrait e  et  d'une  fonction 
entièrement  arbitraire  de  ce  paramètre. 

2°  Les  deux  autres  directions  ne  coïncideront  pas,  en 
général,  avec  la  normale  principale  et  la  binormale  de 
la  courbe  (S)  ;  pour  que  la  coïncidence  ait  lieu,  il  faut 
q  11  une  certaine  relation  soit  identiquement  vérifiée; 
on  a  alors,  entre  les  cosinus  des  trois  directions  rectan- 
gulaires et  leurs  différentielles,  les  relations  que  M.  J . 
Serret  a  données  pour  le  cas  des  courbes  à  double  cour- 
bure,  et  on  ne  les  a  que  dans  ce  cas. 

2.   Je  désignerai  par 
cosa,  cosji,  cosy;      cos/,  cos///,  cos//;      cosp,  cosy,  cosr 

les  cosinus  des  angles,  avec  les  axes  de  coordonnées,  des 
trois  directions  considérées;  ces  cosinus  sont  des  fonc- 
tions données  d'un  paramètre  arbitraire  t. 

Comme  ces  trois  directions  sont  rectangulaires,  les 
relations  suivantes  devront  avoir  lieu  identiquement, 
quel  que  soit  t  : 

cos2  a  -1-  cos:  p  -4-  cos-  y  =  I , 

cos2/  +  cos2»/  -+-  cos2 «  =  1 , 

cos2 y»  +  cos2  y  4-  cos2r  =  1  ; 

cosa  cos/  +  cos^  cos///  +  cosy  cos//  =  o, 

cosa  cos/?  -f-  cosp  cos  y  -t-  cosy  cosr  =  o, 

cos/  cos/?  -+-  cos//?  cosy  -+-  cos//  cosr  r=  o. 

On  sait  que  les  relations  (I)  entraînent  comme  consé- 


(Il 


(Ibis) 
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quence  nécessaire  les  suivantes  : 

cos2  a  +  cos2/  -+-  cos2/?  =  i, 
cos2  (3  -+-  cos'/w  +  cos2  9  =  i, 
cos2'/  -t-  cos2/2  +  cosV  =  i; 

cosa  cos!3  -+•  cos/  cos  m  -+-  cosp  cos q  =  o, 
cos  a  cos  7  -+-  cos/  cos  n  -+-  cos/?  cos/-  =  o, 
cos[3  cos  7  -+-  cos /w  cos «  -t-  cos  y  cosr  =  o. 

3.  Nous  pouvons  regarder  la  direction  (a,  (3,  y)  comme 
constamment  parallèle  à  la  tangente  d'une  certaine 
courbe  (S). 

En  effet,  si  x,  y,  z  sont  les  coordonnées  d'un  point 
quelconque  de  cette  courbe,  et  si  ds  est  l'élément  d'arc 
correspondant,  on  aura 

dx  =z  cos  %  ds,      dy  =  cos  (3  ds,      dz  =  cos  7  ds, 
ou 

dx  =  <f\(t)  ds,      dy  =  y2(t)ds,      dz  =  y3[t)  ds, 

<}>!,  <p2,  (p3  étant  des  fonctions  connues  de  t;  or  donnons 
arbitrairement  la  valeur 

s=F(t),     ou     ds  =  F'(t)dt; 

on  conclura  de  là  les  valeurs  des  coordonnées  x,  y,  z, 
lesquelles  dépendront  de  la  fonction  F(t)  arbitrairement 
choisie. 

4.  Désignons,  pour  la  courbe  (S),  par  A,  p,  v  les  angles, 
avec  les  axes  de  coordonnées,  de  la  binormale;  par  £,  »,  £ 
ceux  de  la  normale  principale  (a,  /3,  y  sont  ceux  de  la 
tangente)  ;  on  aura,  comme  on  sait,  les  relations  [Calcul 
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différentiel  aie.  M.  J.  Serret.  t.  I,  p.  4°8), 

dcosa  =  cos£  rfo-, 

G?  COS  P  =  COSï)  <&, 
(  d  cos  7  =  COS  'C  di  ; 
,  dcos~k  =  cosl;  </t, 
(  i  )  )   d  cos  p.  =:  cos  n  dz, 

[  d  cosv  =  cosÇ  </r; 
/    rfcos£=- — cosarfo-  —  cosWr, 

d  cosr,  =  —  cos  (3  da  —  cos  y.  rfr, 

r/cOSÇ  =  —  COS7  é/<7  - —  cosv  dz; 


(ibi 


da  =  z  ty^c?  cosa)2  -+-  (rfcosp)2  -f-  (rfcoS7)%      e  =±1, 
rfr  =  e,  y  (c/cos>.)2  4-  (c?cosp)2  -+-  (d  cosv)2,     £,=r±i. 


Les  directions  (se,  |3,  y),  (A,  p.,  v),  (£,  /;,  £)  étant  rec- 
tangulaires, on  a 

s' COS  A   =  COS  (3  COSÇ  —  COS  7  COS  73, 

e'  cosp.  =  COS7  cosÇ  —  cosa  cos£,      s'  =dz  1 , 
c' cosv  =  cosa  COS  ri  —  cos  p  cos  H, 

d'où  l'on  conclut,  en  ayant  égard  au  premier  groupe  des 
relations  (1), 

/   î'f/crcosÀ  =  COSPC/COS7  —  cosyd  cosfi, 

(2)  '    eV/t  cosa  =  cos7<7cosa  —  cosar/cos7, 

'  t '  dn  cosv  =  cosarfcosjï  —  cos  (îrf  cosa. 

En  dillérentiant  les  relations  (2),  il  vient 

s' (derd cos).  -I- cos). r/2<7)  =  cos(3<7?  C0S7  —  vasyd-  cos (3, 
s'  (dad  cosy.  -f-  cospd2c)  =  cosyd-  cosa  —  cosxf/2  C0S7, 
e'(rfo-rfcosc  4-  cosv r/2 7)  =  cosar/2cos(3  —  cos JW7 cosa; 

on  déduit  de  là,  en  multipliant  par  eos£.  cosv;,  cos£.  en 
Ann.  de  Ualhémat.,  ■?e  série, t.  X.  (Septembre  [871.  -'7 
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ajoutant  et  en  ayant  égard  an  deuxième  groupe  des  rela- 
tions (i), 

e'dadr  =  cos^eos^/2  cosy  —  cosyd7  cos  [il 
4-  cos/)  (cos  7^  cosa  —  cos  a  r/2  cosy 
-+-  cosÇ(cosarf2  cos  {3  —  cosfid-  cosa  ); 

puis,  remplaçant  cos£,  cosr,,  cos£,  par  les  valeurs  que 
fournit  le  premier  groupe  des  relations  (1),  on  a 


[3) 


s'da'dr 


cosa  cos  fi  COS7 

rfcosa      d  cosfî       rfcosy 
rf2cosa      </3cosS      d2  cosy 


Ainsi  on  a,  en  définitive,  les  formules  suivantes,  qui 
donnent  cos£,  cosy;,  cos£;  cos?.,  cosu,  cosv;r/:7.  d~..  en 
fonction  de  cosa,  cosS.  cosy,  et  des  différentielles  pre- 
mières et  secondes  de  ces  mêmes  quantités  : 


(i°)     cos£  = 


d  cos  a 


■>       COS  73 


î'cos).  = 


(2") 


H)    / 


drj  da 

cosjîrfcosy  —  cos7</cos[3 

— Â ' 

cos  7  c/  cos  a  —  cos  a  d  cos  7 
cos  et.  d  cos  p  —  cos  p  d  cos  a 


rfcosS         d cosy 
cosÇ  — 


rfç 


(3°)     erfs-  =  y/ (d  cosa)3  -f-  [dcosfiy  -4-  ^c-osy)2; 


' 


î" 


e'r/<T   rfr 


cosa           cosjî  cos  7 

d  cos  y.        d  cos  (3  r/  cos  7 

d7  cosa.      d*  cos  fi  d1  cosy 
=  ±l,      s'=±I. 


Il  ne  faut  pas  oublier  que  cosa.  cos|3,  cosy:  ^/cosa, ...  : 


(  4i9  ) 
d*  cosa,.  .  .  doivent  vérifier  identiquement  les  relations 

i    css3a  H-  cos2  fi  -t-  cos'y  =  i, 
(H  bis)  <   cosar/cosa    H-  cos  fi d  cos (3    -h  cosyr/  cos  y         o, 

(   cosar/2  cosa  -+-  cosfir/2  cos [5  -1-  cosyr/2  cosy  =  —  rf<r*. 

5.  Ceci  posé,  si  l'on  mène,  par  l'origine  des  coordon- 
nées, des  parallèles  aux  quatre  directions 

(X,  ft,  v),     (  Ç,  n,  Ç);      (/,  m,  «),     (p,  q,  r), 

ces  quatre  parallèles  sont  dans  un  même  plan  perpendi- 
culaire à  la  droite  (a.  jS,  y). 

Désignons  par  ?  l'angle  de  la  demi-droite  (/,  m,  n)  avec 
la  demi-droite  (X,  f/,  v);  on  peut  disposer  de  s  et  e',  de 
manière  que  cet  angle  soit  positif  et  aigu;  oti  peut  encore 
disposer  de  e  et  e',  de  manière  que  l'angle  des  deux  demi- 
droites  (p,  q,  /')  et  (£,  ï],  £)  soit  également  positif  et  aigu. 
On  aura,  dès  lors,  les  égalités 


(4) 


cos).  cos/  4-  cos  p.  cos/w  H-  cosv  cos/z  —  cos/, 
cosÇ  cos/ -4-  cos»?  cosw  -f-  cos  Ç  cos  n  = —  sin/: 
cos)  cos/;  -+-  cos pt  cos 7  -f-  cosv  cos/-  =  sin/, 
cosÇcos/;-!- cosvj  cos<7  H-cosÇcosr  =  cos/. 


Les  deux  premières  égalités  (4),  jointes  à  la  relation 
qui  exprime  que  la  direction  (/,  m,  // )  est  perpendicu- 
laire à  la  direction  (a,  j3,  y),  donnent  le  système  des  trois 
équations 

cosa  cos/  -h  cos^  cosw  +  cosy  cosn  =  o, 
cosXcos/-!-  cosfACOsw  -f-  cosv  cosn       cos/. 
cosc  cos/  H-  cosr,  cosiw  -f-  cosÇcos»       —  sin/. 

En  ajoutant  ces  trois  égalités  respectivement  multi- 
pliées par  cosa.  cos  A,  cos£;  puis  par  cosS.  cosju,  cos/.. 


20    ) 

et  enfin  par  cosy,  eosv,  cos£,  on  trouve 


'5 


cos/  =  cos).  cos/  —  cos  5  sin/, 
cos  m  =  cosu.  cos?  ■ —  cos>;  sin/', 
cos//  =  cosv  cos/  —  cos  il  sin/. 


Les  deux  dernières  égalités  (4),  jointes  à  la  relation 
qui  exprime  que  la  direction  (/?.  q,  r)  est  perpendicu- 
laire à  la  direction  (a.  j3,  7),  donnent  le  système  des  trois 
équations 

cos  a  cos/)  -4-  cos  [3  cos  q  -+-  cos  7  cos/*  =  o, 
cos).  cos/?  +  cos  pi  cos  q  -1-  cosv  cosr  =  sin/, 
cosc  cos/?  ■+■  cosn  cos  y  ■+-  cos?  cosr  =  cos/. 

On  déduit,  comme  précédemment,  de  ces  trois  équa- 
tions 

[  cos/?  =  cos).  sin/  -+-  cost  cos/, 
(6)  <   cos  y  =  cos  pi  sin/  -+-  cos  7;  cos/, 

(  cos/-  =  cosv  sin/  H-  cosÇ  cos/. 

En  remplaçant  dans  les  équations  (4)  cos?.,  cosu.,  cosv; 
cosi,  cos»?,  c<>s£  par  leurs  valeurs  (II),  on  trouve 


: 


8 


cos  7.         cos  p         cos  y 
s' eh  cos  /  r—     (l  cos  y.      d  cos  3      r/  cos  y 
cos/         (OS///         cos/? 
—  •'   cns/?'/nisz  +  cos  (7// cos  p  -+-  cosrd  cos  y), 

cos  a  cosf»         cos  7 

e'//<7  sin/  =     ri  cos  y     //cos  p     <7  cosy 
cos/.1        cos  //  cos  r 

=  —  z'  (cos /ri  cos  y.  -+-  cos  nid  cos  P  4-  COS  nd  COS  7). 


A  l'aide  des   valeurs   (II),  on  pourra  exprimer  cos/, 
cos'?z,  cosw;  cos/?,  cosy,  cosr  en  fonction  de  cos  or,  cos(S, 
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cosy,  de  leurs  différentielles  premières  et  secondes  et  de 
l'angle  i\  je  ne  transcrirai  pas  ces  formules. 

On  constatera  sans  difficulté  que  les  relations  (I)  sont 
identiquement  vérifiées  par  les  valeurs  (5)  et  (G),  en 
tenant  compte,  bien  entendu,  des  relations  (II)  et  (II  bis) . 

6.  Dillércntions  maintenant  les  équations  (5)  et  (G),  on  a 

//cos/  =  cos///cosÀ  —  sin/7/cost  —  (cosa  sin/  -+-  cos?  cos /)<//, 

' > 

dcosp  =  sin id  cosa  -4-  cos///cosÇ  H-  (cosa  cos/  —  cosç  sin/)///, 

En  ayant  égard  aux  équations  (i),  (5)  et  (G),  ces  der- 
nières égalités  donnent  les  valeurs  définitives 

(  d cosi  =  sin/  cosa//<7  -+-  cosp(dr  —  di), 
<  dcos/n  =  sin/  cos  fi  de  H-  cos//(//t  —  ///), 
'   dcosn  =  sin /cos  7 //s  H-  cosr(//r  —  di); 

a") 

r/cos/J  = — cos/ cos  a //t —  cos/(//t —  ///), 


r    ('2°)      <    dcosq~ — COS/cos|3<5?<t — COS  fit  (dr —  di), 
\  d  cos  r  =  —  cos  /  cos  7  //<:  —  cos  «  (  dr  —  di  . 

7.  On  voit,  par  les  équations  (5)  et  (6),  que  les  direc- 
tions (/,  m,  n),  [/),  <7,  /)  ne  coïncident  pas  avec  la  bi- 
normale  et  la  normale  principale  de  la  courbe  touchée 
par  la  droite  (a,  ,6,  y). 

Cette  coïncidence  aura  lieu  si  l'angle  i  est  nul,  c'est- 
à-dire  si  Ton  a  identiquement 

(g)  cos ld  cos  y.  +  cosmdcosfi  -4-  cos nd cosy  —  o. 

Cette  condition  est  évidemment  suffisante;  on  constate 
facilement  qu'elle  est  nécessaire,  en  introduisant  dans  les 
équations  (5)  et  (6)  les  hypothèses 

cosi  =  cos  a,     cos/n=cosft.      cos//        cosv; 
cos/>  =  cosÇ,     COS7  —   fOSn,     cos/        cos 
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8.  Lorsque  l'identité  (9)  a  lieu,  c'est-à-dire  lorsque  i 
est  nul,  les  égaillés  (5)  et  (6)  et  (III)  donnent  lieu  aux 
relations  suivantes  : 

dcos*  =  cospdo, 
d  cos  3  =  cosq  dv, 
d  cos  7  —  cost^t; 
dcosl  =  cospdr^ 
i  </cosm=  cosqdr, 
dcosn  =  cosr</r; 

dcosp  =  —  cosado  —  cos/é/t, 
ri  cos<7  =  —  cos  p  c?<r  —  cos  m  dr, 
dcosr  = —  COS'/*/?  —  cos  ndr; 

ce  sont  les  relations  caractéristiques  des  courbes  à  double 
courbure,  relations  énoncées  et  établies  par  M.  J.  Serret. 
Je  vais  enfin  démontrer  que  le  système  des  trois  direc- 
tions rectangulaires 

(a,  p,  7),      (/,  m,  n),      {p,  q,  r) 

ne  peut  donner  lieu  à  des  relations  caractéristiques  de  la 
forme  précédente,  savoir  : 

/   rfeosa  =  cospdo', 

'    d  cos  p  =  cos  q  do', 

1   d  cosy  —  cos  rdi'  ; 

1    d  cos  /   =  cos/?  dr' , 
(il)  <  <    dcosm=  cosqdr', 

dcosn  =  cosrr/r'; 
dcosp  =  —  cosy.de'  —  cosldr' , 
dcosq  =  —  cosSf/a'  —  cosrndr', 
d cosr  =z —  cosy  do'  —  coswr/r'. 
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que  lorsqu'on  a  identiquement 

(g)  cosldcosa.  -+-  cosrnd eosfî  -f-  cos/î^cosy  —  °> 

c'est-à-dire  lorsque  les  trois  directions  considérées  con- 
stituent la  tangente,  la  binormale  et  la  normale  princi- 
pale d'une  courbe  à  double  courbure. 

En  ajoutant  la  somme  des  carrés  des  équations  du  pre- 
mier groupe  (il),  on  trouve  d'abord 

(12)  da'*  —  da*. 

Le  second  groupe  des  égalité  admises  (11)  peut  s'écrire, 
en  ayant  égard  aux  relations  (6)  et  (II), 

sin/  cosudc  -+-  (cosà  sin  i  -f-  cos£  cosi)(dv  —  di  —  dz'  )  =  o, 
sin/  cos^du  -f-  (cos  u  sin/  -+-  cos>]  cosi)  (dz  —  di  —  dz')  =  o, 
sin/ cosydc  -f-  (cosv  sin/  +  cosÇ  cosi)(dz  —  di  —  dz')  =  o. 

Ajoutons  ces  dernières  égalités,  après  les  avoir  res- 
pectivement multipliées  par  cosa,  cosjS,  cosy;  puis  par 
cosX,  cosp,  cosv,  et  enfin  par  cos £,  cosyj,  cos£,  on  trouve 

/  sinida  =  o, 
(i3)  <   sini(dr  —  di  —  dr') ■—  o, 

(  cosi(dz  —  di  —  dr')  =  o. 

Les  équations  (12)  et  (i3)  donnent  évidemment 

1  =  0,      da'  r=  du,      dz'  =  dr; 

c'est  la  proposition  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
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SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES 
BANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question   948 

(  TOir  ■>'  série,  t    VIII,  p.  277 

Par  M.   0.   CALLANDREAU, 

Étudiant  en  Mathématiques,  à  Angoulême. 

L? aire  d  un  polygone  de  m  côtés  est  égale  à  la  somme 

,      {m — i)(m  —  2)  11-  c 

des —   triangles  que  L  on  peut  jormer  avec 

m —  1  de  ses  côtés  combinés  deux  à  deux;  chacun  de 
ces  triangles  ayant  deux  de  ses  côtés  égaux  aux  côtés 
correspondants  du  polygone  et  dirigés  de  la  même  ma- 
nière. (G.   Bellavitis.) 

Le  théorème  qui  fait  l'objet  de  la  question  948  est  une 
généralisation  d'une  formule  qui  se  trouve  dans  les 
Nouvelles  j4 nnales  [voir  2e  série,  t.  Mil,  p.  3n). 

Soit  un  polygone  de  m  côtés,  désignons  ses  sommets 
par  les  lettres  A,  B,  C,  D, .  .  . . 

Si  du  sommet  A,  par  exemple,  on  mène  les  diago- 
nales, on  le  partagera  en  m  —  2  triangles. 

Le  premier  triangle,  ou  celui  qui  a  pour  sommets 
A,  B,  C,  a  pour  valeur,  d'après  la  formule  mentionnée 
plus  haut, 

ABC  =  j(AB  conj  BC  —  BG  conj  AB  ) . 
4 

Le  deuxième  triangle,  ou  celui  qui  a  pour  sommets 
A,  C,  D,  a  pour  valeur 

ACD  =  7  (  AC  conj  CD  —  CD  conj  AC)  ; 
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or  AC  =  Àb+  BC,  d'après  une  règle  fondamentale  du 
calcul  des  équipollences. 

Donc  ACD  sera  égal  à  la  somme 

y  (  AB  conj  CD  —  CD  conj  AB  )  -+-  l- A  EC  conj  CD  —  CD  conj  BC  ). 

La  ire  partie  d<:  la  somme  représentera  le  triangle 
formé  avec  CD  et  une  ligne  équipollente  à  AB  (ou  égale 
à  AB  et  dirigée  de  la  même  manière). 

La  2e  partie  représentera  le  triangle  formé  avec  CD  et 
l'équipollente  à  BC. 

De  même  le  [m  —  2)e  triangle  sera  égal  à  la  somme  de 
m —  i  triangles  formés  par  la  combinaison  du  (m — i)e 
côté  avec  les  équipollents  des  ier,  2e,...,  (m — i)e  côtés: 
AB,  BC,.... 

De   là  il  suit  que  l'aire  du  polygone  sera  égale  à  la 

somme  de 

[m  —  i)(m  —  2) 
I  ,  2,  o, .  .  . ,  m  —  2      ou       

2 

triangles  formés  avec  (m —  i)  de  ses  côtés  combinés  deux 
à  deux,  chacun  de  ces  triangles  ayant  deux  de  leurs  côtés 
égaux  aux  côtés  correspondants  du  polygone,  et  dirigés  de 
la  même  manière. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue,  sans  employer  le  calcul  des 
équipollences,  par  M.  Moret-Blanc,  professeur  au  lycée  du  Havre,  et 
M.  Kruschwitz,  étudiant  à  Berlin. 


Question  958 

(voir  a"  série,  t.  VIII,  p.  480  )  ; 

Par  M.   O.   CALLANDBEAU, 

Étudiant  en  Mathématiques  à  Angoulème. 

Faire  passer  par  un  point  une  circonférence  qui  coupe 
sous  des  angles  donnés,  deux  circonférences  données. 
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Détermination  graphique  du  centre  et  du  rayon  de 
la  circonférence  cherchée. 

Nombre  des  solutions  du  problème. 

Je  m'appuie  sur  ce  principe,  que  la  transformée  par 
rayons  vecteurs  réciproques  d'un  cercle  sur  lequel  se 
trouve  l'origine  est  une  droite  perpendiculaire  au  dia- 
mètre origine. 

Cela  posé,  le  problème  étant  supposé  résolu,  je  trans- 
forme la  figure  par  rayons  vecteurs  réciproques,  en 
prenant  pour  origine  le  point  donné,  et  pour  puissance  le 
carré  de  la  tangente  menée  du  point  à  l'un  des  cercles 
donnés. 

L'un  des  cercles  ne  change  pas  par  la  transformation, 
l'autre  se  transforme  en  un  nouveau  cercle,  qu'on  con- 
struit facilemement  par  la  règle  et  le  compas. 

Enfin,  le  cercle  qui  doit  couper  les  deux  cercles  donnés 
sous  des  angles  donnés  se  transforme  en  une  droite, 
d'après  ce  qui  a 'été  dit  au  commencement.  On  voit  en 
outre,  par  les  propriétés  de  la  transformation  en  question, 
que  cette  droite  coupera  les  deux  cercles  transformés 
sous  les  mêmes  angles  que  le  cercle  cherché. 

Réciproquement,  si  une  droite  coupe  les  deux  cercles 
transformés  sous  les  angles  donnés  dans  la  figure  pri- 
mitive, la  droite  sera  remplacée  par  un  cercle  qui  cou- 
pera les  deux  cercles  primitifs  sous  les  mêmes  angles. 

Le  problème  est  donc  ramené  à  mener  une  sécante  à 
deux  cercles  telle,  qu'elle  coupe  les  deux  cercles  sous  des 
angles  donnés  :  problème  qui  se  ramène  évidemment  à 
mener  une  tangente  commune  à  deux  rercles. 

La  droite  une  fois  trouvée,  il  ne  restera  plus  qu'à 
abaisser  sur  elle  du  point  donné  une  perpendiculaire,  et 
à  achever  la  construction  du  cercle  primitif,  re  qui  n'offre 
aucune  difficulté. 

Le  problème  :  «  mener  une  tangente  commune  à  deux 
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cercles  »  ayant  en  général  quatre  solutions,  on  voit  que 
le  problème  primitif  admet  en  général  quatre  solutions. 
Le  nombre  des  solutions  du  problème  primitif,  et  le 
nombre  des  solutions  du  problème  :  «  mener  une  tan- 
gente commune  aux  deux  cercles,  »  sera  toujours  le 
même. 

Note.  —  Nous  avons  reçu   de  M.   F.mile  Laclais ,  à  Paris,  une  solution 
analogue. 

Qucstioji  962 

(voir  2*  série,  t.  VIII,  p.  528); 

Par  M.   A.  BURTAIRE, 

Maître  auxiliaire  au  lycée  de  Nancy. 

Par  un  point  P  pris  dans  le  plan  d'une  conique,  on 
mène  une  sécante  qui  coupe  en  A  la  courbe  et  en  B  un 
certain  diamètre  fixe.  Par  les  points  A  et  B,  on  mène 
des  parallèles  au  diamètre  et  à  la  direction  conjuguée. 
On  demande  le  lieu  de  leurs  points  d'intersection. 

Cas  particulier.  —  La  conique  est  un  cercle  et  le 
point  fixe  est  pris  sur  une  tangente.  Forme,  de  la  courbe. 

(A.  Guébhard.) 

J'examinerai  séparément  les  trois  cas  où  la  conique 
donnée  est  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une  parabole. 
Cela  permettra  de  donner  moins  d'extension  à  la  re- 
marque que  l'auteur  a  faite  sur  le  degré  de  l'équation  du 
lieu.  Elle  n'est  du  quatrième  degré  que  dans  le  cas  des 
coniques  bifocales}  elle  est  du  second  degré  dans  le  cas 
de  la  parabole. 

i°  Cas  de  V ellipse.  —  Je  prends  pour  axes  coordon- 
nés le  diamètre  fixe  OX  et  son  conjugué  OY. 

Soient  a,  (3  les  coordonnées  du  point  P.  Une  sécante 
qui  y  passe  a  pour  équation 

(i)  /_p==/w(.r_a)j 
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la  parallèle  au  conjugué  du  diamètre  fixe,   menée   par 
le  point  B  où  la  sécante  coupe  l'axe  OX 

(  2  )  m  [x  —  7.  )  +  p  =  o. 

Les  deux  parallèles  au  tliamètre  menées  des  points  de 
rencontre  de  cette  sécante  avec  l'ellipse 

(3)  a}y2-\-  b2x2  —  a7b2=o 

sont  les  racines  de  l'équation  obtenue  par  l'élimination 
de  x  entre  (i)  et  (3). 

L'équation  du  lieu  s'obtiendra  donc  en  éliminant  m 
entre  cette  équation  résultante  et  (2).  On  a  ainsi 

(4)  s2py+  b2[$x  —  y(x  —  a,]-—  «2Z>2(32  =  o. 

2°  Cas  de  l'hyperbole.  —  L'équation  du  lieu  se  dé- 
duit de  la  précédente  par  le  changement  de  &2  en  —  b*  : 

(5)  a2py2  —  b-[$x—  y{x  —  a)]2+rt2£2(i2=  o. 

3°  Cas  de  la  parabole.  —  Je  rapporte  cette  courbe 
au  diamètre  OX,  et  à  la  tangente  au  point  où  il  la  coupe. 
Son  équation  sera  alors 

(3')  y2 — ipx  =  o. 

Les  équations  (1)  et  (2)  sont  maintenues. 

Par  un  raisonnement  identique  à  celui  qui  est  relatif 
à  l'ellipse,  on  arrive,  pour  l'équation  du  lieu,  à  l'équa- 
tion suivante  : 

6)  fiy2-h2pxy —  2/?aj — 2.pfix  =  o. 

Ici  ce  n'est  donc  plus  une  courbe  du  quatrième  degré, 
mais  une  hyperbole  dont  le  centre  est  au  point 

S2 
x  =  *-£->     y—  p. 
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L'une  des  asymptotes  a  pour  équation 

1  autre 

PjK-H  2-px  -\-($* —  ipa)=z  o. 

Il  est  à  remarquer  que  si  le  point  donné  était  sur  la 
parabole,  la  seconde  asymptote  passerait  par  l'origine. 

Cas  particulier.  —  Si  la  conique  est  un  cercle,  les 
deux  demi -diamètres  conjugués  a  et  b  sont  égaux,  et 
l'équation  (4)  devient,  après  la  suppression  du  facteur 
commun, 

py+fp*—  y{x  —  a)]2  —  «2p2=o, 

que  l'on  peut  écrire  aussi 

(4')   P,(jc2-+- J2—  a2) -h y(x  —  a)[y(x  —  a)  —  i$x]  —  o. 

Cette  dernière  forme  indique  que  le  lieu  passe  par  les 
deux  points  communs  au  cercle  proposé  et  à  l'hyperbole 
équilatère  représentée  par  l'expression  entre  crochets 
égalée  à  zéro.  Celte  hyperbole  passe  par  l'origine,  et  a 
pour  asymptotes  les  parallèles  aux  axes  menées  du 
point  P.  La  courbe  passe  aussi  par  les  deux  extrémités 
du  diamètre  fixe.  Elle  est  tangente  aux  deux  parallèles 
au  diamètre  fixe  menées  des  extrémités  de  celui  cjui  est 
perpendiculaire,  et  rencontre  celui-ci  en  des  points  éga- 
lement distants  du  centre.  En  outre,  elle  est  tangente  aux 
perpendiculaires  au  diamètre  proposé  élevées  des  points 
où  les  tangentes  au  cercle  issues  de  P  rencontrent  cet 
axe. 

Discussion  et  forme  rie  la   courbe. 

[a).    Le  lieu  est  limité  lorsque  le  point  P  est  en  dehors 

des  deux  tangentes  au  cercle  parallèles  au  diamètre  fixe. 

Lorsque  le  point  P  est  à  l'intérieur  de  ces  deux  parai- 
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lèles,  la  courbe  se  compose  de  deux  portions  qui  s'éten- 
dent à  l'infini  de  deux  côtés  et  qui  ont  pour  asymptote 
commune  la  parallèle  au  diamètre  fixe  menée  du  point  P. 

[b  .  Si  ce  point  intérieur  aux  parallèles  est  extérieur 
au  cercle,  les  deux  branches  de  chaque  portion  de  courbe 
vont  a  l'infini  d'un  même  côté,  différent  d'ailleurs  pour 
chacune  des  portions. 

(c).  Si  ce  point  intérieur  aux  parallèles  est  aussi  inté- 
rieur au  cercle,  les  deux  branches  de  chaque  partie  de  la 
courbe  vont  à  l'infini  de  deux  côtés  opposés. 

(  d).  Si  le  point  P  se  trouve  sur  le  cercle,  les  deux  por- 
tions se  rejoignent  et  la  courbe  qui  est  continue  se  com- 
pose de  deux  branches  infinies  de  côtés  différents,  et 
traversant  l'asymptote  qui  fait  aussi  partie  du  lieu. 

(e).  Si  le  point  est  sur  l'une  des  tangentes  parallèles 
au  diamètre  fixe,  la  courbe  est  continue  et  composée  de 
deux  branches  allant  à  l'infini  d'un  même  côté. 

{f),  (g),  (/?)•  Comme  cas  particuliers  de  («),  (c) 
et(e),  le  point  fixe  peut  être  sur  le  diamètre  conjugué 
du  proposé.  Alors  le  diamètre  perpendiculaire  à  l'axe 
fixe  est  un  axe  de  symétrie.  » 

(?').  Enfin,  si  le  point  se  trouvait  sur  le  diamètre  fixe, 
le  lieu  se  réduirait  à  la  perpendiculaire  élevée  à  ce  dia- 
mètre par  le  point  P.  L'analyse  donne  aussi  ce  diamètre 
qui  ne  convient  pas  à  la  question  géométrique. 

Dans  le  cas  (/?),  l'asymptote  fait  aussi  partie  du  lieu, 
ainsi  que  clans  le  cas  (<V). 

Note.  —  La  même  question  a  aussi  été  traitée  par  MM.  Fould,  élève  de 
Mathématiques  spéciales  à  Paris;  Emile  Laclais,  à  Paris;  Michaud  et 
Laverlochère,  du  collège  Stanislas;  L.  Bossut,  de  Lyon;  Willière,  pro- 
fesseur à  Arlon;  C.  Harkema,  étudiant  à  Saint-Pétersbourg. 


(  43i  ) 
Question   1010 

I  oir  ?.'  série,  t.  IX,  p.  38»  )  ; 

Par    M.    A.   M ORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Havre. 

Trouver  les  nombres  dont,  les  carrés  s'écrivent  tou- 
jours de  la  même  façon  dans  tout  système  de  numéra- 
tion analogue  au  système  décimal,  dont  la  base  est.  plus 
grande  que  4. 

Soit 

a.7f  -1-  bxm-x  -+-  caf1--  -+■ .  .  .  -+-  kx  -h  l 

un  nombre  écrit  dans  le  système  dont  la  base  est  x  ^>  4- 
Pour  que  son  carré  s'écrive  de  la  même  manière,  quel 
que  soit  x,  il  faut  et  il  suffit  que,  dans  le  développe- 
ment de 

[a.xm  +  b.r"—<  -+-  c.r"1-2  -f- .  .  .  -f-  kx  -+-  l)2, 

chaque  coefficient  soit  inférieur  à  la  plus  petite  base, 
c'est-à-dire  à  5,  ce  qui  aura  lieu  si  ces  trois  conditions 
sont  remplies  : 

i°  Qu'aucun  chiffre  ne  soit  supérieur  à  2  \ 

20  Que  la  somme  des  produits  de  deux  chiffres  consé- 
cutifs et  des  chiffres  qui  en  sont  équidistants  ne  soit 
pas  ^>  2  \ 

3°  Que  le  carré  d'un  chiffre  plus  la  somme  des  doubles 
produits  des  chiffres  qui  en  sont  équidistants  ne  soit  pas 
supérieure  à  4- 

Voici  les  nombres  de  1,  2,  3,  4  chiffres  qui  satisfont 
à  ces  conditions  : 

i,  2;  10,  11,  12,  20,  21;  100,  101,  102,  no,  m, 
120,  200,  201,  210;  1000,  1001,  1002,  1010,  ion, 
1012,  1020,  1021,  1100,  1101,  1102,  nio,  un,  1200, 
1 201 ,  2000,  2001,  2002.  2010,  201 1 ,  201 2.  2100.  2 102. 


(  432  ) 
EXERCICES  POUR  U  LICENCE 

suite    voir  même  tome,  p.  324  ); 

Par  M.   W.    H.  BESANT, 

du  collège  de  Saint-Jean  à  Cambridge. 


7.  Une  parabole  rouie  symétriquement  sur  une  para- 
bole égale;  trouver  le  lieu  du. foyer  et  prouver  que  le 
lieu  du  foyer  est  la  cissoïde  y*\ia  —  x)  =xz. 

8.  Une  développante  de  cercle  roule  sur  une  ligne 
droite;  la  roulette  du  centre  du  cercle  est  une  parabole. 

9.  L'ellipse  -  =  i-hecos9  roule  sur  une  ligne  droite; 
le  lieu  du  fover  est  donné  par  l'équation 

ic  dx         c2 
y   ds        y 
et  le  lieu  du  centre  par 

ia  et  ib  étant  les  axes. 

10.  La  roulette,  sur  une  droite,  du  centre  d'une  hyper- 
bole équilatère  est 

dx  _        y2 

dy         \ja*  —  y  * 

11.  Une  hélice  roule  sur  une  droite  qu'elle  touche 
toujours,  tandis  que  son  axe  se  meut  dans  un  plan.  Un 
point  de  l'hélice  trace  extérieurement  une  cycloïde. 

12.  Une  cycloïde  roule  sur  une  droite.  Le  lieu  de  son 
sommet  est  donné  par  les  équations 

x=zia[s\n'3  —  ç>  cos<p),      /  =  2«ifsino, 

l'origine  étant  le  point  de  la  ligne  par  lequel  passe  le 

sommet. 

(  La  suite  prochainement.') 


433 


NOMBRE  DES  SYSTÈMES  DE  PLANS  QUE  PEUT  REPRÉSENTER 
UNE  ÉQUATION  DU  SECOND  DEGRÉ  ; 

Par  M.   PAINVIN. 


\ .   Quel  est  le  nombre  des  systèmes  de  deux  plans 
que  peut  représenter  Vèqualion 

+  2anxy  +  o-a^xz  -+-  -2.aWt.rt 

-f-  ia l3yz  -\-  2anjt  -+-  2  «34  zt  =  o, 

les  coefficients  de  cette  équation  étant  des  fonctions  en- 
tières du   degré  m  par  rapport  à  trois  in  déterminées 

«,  (3,  y. 

Posons 


A  = 


«M 

«13 

«13 

«li 

rt„ 

a-ii 

«23 

«24 

«3. 

«32 

«33 

«34 

«il 

«42 

«43 

«44 

et     A„  = 


dar. 


pour  que  l'équation  (I)  représente  un  système  de  deux 
plans  distincts,  il  faut  vérifier  les  dix  équations 


(0 


/  A44  =  o,      A43  =  o,      A17  =  o,      A4I  =  o, 

A33  =  o,     A32  =  o,      A31  =  o, 

A2,  =  o,      A21  =  o, 

A,,  =  o; 


ces  dix  équations  équivalent  à  trois  relations  distinctes, 
mais  toutes  néanmoins  doivent  être  vérifiées. 

2.   Considérons  d'abord  les  deux  équations 

A44  ==  o,     A4,  =  o, 

Ann    de  Mathémat.,  2e  série,  t.  X.  (Octobre  1871.)  20 


(  434  ) 

lesquelles  peuvent  s'écrire 

j    Ai;  =  an  M  -+-  <7,3  N  -+-  «33  P  =  o, 
2)  ; 

f    ô„  ==  aif  INI  -+-  «...  N  -4-  «  4  P  =  o, 

après  avoir  posé 

\[=  rt,,   fljj   «2i«3H 


(T)      <    N  ==  nnû3l  —  <?.i  « 


Il   "3?1 


P    =  «,,  «22  (7 


I   2 


Regardons  les  indéterminées  a,  j3,  y  comme  les  coor- 
données d'un  point  de  l'espace;  les  équations  (2),  toutes 
deux  du  degré  3m,  représenteront  une  courbe  de 
l'ordre  9  m2.  Cette  courbe  se  compose  de  la  courbe 
(M  =  o,  j\T  =  o,  P  =  o)  et  d'une  courbe  complémen- 
taire. 

Les  équations  M  =  o,  N  =  o  définissent  une  courbe 
d'ordre  4  7»%  laquelle  se  compose  aussi  de  deux  courbes, 
l'une  (a31  =  o,  a3*  =  o),  d'ordre  m2,  qui  ne  se  trouve 
pas  sur  la  surface  P  =  o;  et  l'autre,  d'ordre  3m2,  qui 
appartient  à  la  surface  P  =  o,  puisque  l'équation  P  =0 
est  une  conséquence  des  équations  M  =  0,  N  =  o,  tant 
que  azi  et  ai2  ne  sont  pas  nuls. 

Ainsi  les  trois  équations 

M  =  o,     N  =  o,     P  =  0, 

définissent  une  courbe  (T)  d'ordre  3m2. 

Par  conséquent,  les  deux  équations  A4i  =  o,  A43  =0 
déterminent  une  courbe  complexe  composée  : 

i°  D'une  courbe  (C)  d'ordre  6nr; 

20  D'une  courbe  (T)  d'ordre  Znr. 

Ajoutons  maintenant  que  la  courbe  (C),  et  celle-là 
seulement,  appartient  aux  quatre  surfaces 

(4)         (C)     ±,,  =  0,     ài3  =  o,      \»=o,     A41  =  o. 


(435  ) 
On  a,  en  effet,  les  identités 

tf.i  Aj,  +  an  A42  -+-  </13  A43  -+-  ati  sVt  =  o, 
au  A;,  H-  <v22  A42  -+-  rr3  A<3  -4-  <7Î4  A44  —  o, 

«31   ^41    +   «32  ^4?    +   «33    -^43    4"    «3i   ^  !  S    =   O. 

Or,  pour  les  différents  pohits  de  la  courbe  (C)  (2),  ers 
identités  se  réduisent  aux  égalités 

tin  Atl  H-<7|2A12  =  o,  MA,  1  =  0,      Mi«  =  0, 

«22^41  H-«3?Ai2=  o,      d'où  l'on  déduit      NA41  =  o,      NA42  =  o, 
(73,A41  +  a3,A42  =  o,  PAu  =  o,      PA;2  =  o; 

par  conséquent,  pour  tous  les  points  de  la  courbe  (C)  (2), 

on  a 

û4,  =  o,     A4,  =  o, 

puisque  M,  N,  P  sont  alors  différents  de  zéro,  tandis  que 
si  M,  N,  P  sont  nuls,  les  égalités  qui  précèdent  sont  vé- 
rifiées sans  que  Atl  et  A42  soient  nuls. 
Des  égalités  (4)  il  résulte  évidemment 

(5;  A  =  o. 

3.  Maintenant  prenons  les  points  communs  à  la 
courbe  (C),  d'ordre  6m%  et  à  la  surface  A33  =  o, 
d'ordre  3m;  le  nombre  de  ces  points  sera 

(6)  N  =  i8/??\ 

Eu  égard  à  la  relation  bien  connue 

<l-A  dA       dA  dA        e/A 


dari  dar  ,  dars  dcir  ,  dars    dnr  . 

ti  11  111 

on  a  pour  les  points  en  question 

Arr  A3,  —  A,2.3  =  o,     c'est-à-dire     Ar3  =  o, 
puisque  A33  est  nul.  Ainsi,  eu  définitive,  les  18/N3  solu- 


(£0 


(  43fi  ) 
tions  (6)  vérifient  les  sept  équations 

(   A44=o,      A43  =  o,      A42  =  o,      A41  =  o, 

(7)  ) 

[  A33  =  o,      A32  =  o,      A31  =  o. 

Il  nous  reste  à  prendre,  parmi  ces  solutions,  celles  qui 
vérifient  les  trois  dernières  équations 

(8)  A22  =  o,     i„  =  o,     A,,=o. 

Or,  eu  égard  aux  équations  (7),  les  relations  fonda- 
mentales relatives  aux  déterminants  donnent  lieu  aux 

égalités 

an  A2I  -+-  rtl2  A,,  =  o, 

tf;i  Aj,  ■+-  a, 3  A22  =  o, 

«31  A2,  -h  ai7An  =  o, 

[  au  A3,  -+-  ai7  AM  =  o. 

Tant  qu'on  n'aura  pas 

,  «m  «m  «3,  a^  

«12  «22  «32  «42 

les  égalités  (9)  donneront 

A21  =  o,     A22  r=  o,     d'où  l'on  conclura     A,i=o. 

4.  Nous  allons  maintenant  démontrer  qu'il  y  a 
4'w3  points  dont  les  coordonnées  vérifient  les  équa- 
tions (10)  ;  puis,  que  les  équations  (9)  sont  vérifiées  par 
ces  4mZ  solutions,  sans  que  A21  et  A22  soient  nuls:  et 
enfin,  qu'en  ces  4m*  points  la  courbe  (C)  touche  la  sur- 
face A33  ==  o. 

i°  Le  nombre  des  solutions  des  équations  (10)  'est 
égal  à  /\nv^. 

En  effet,  ces  équations  peuvent  s'écrire 

a{{  —  han  =  o,      tfj,  —  kan  ■=.  o, 
r/3,  —  £tf32  =  o,      «4| — ka,,  =  o. 


(  437  ) 
Si  l'on  élimine  a,  (3,  y  entre  ces  quatre  équations,  on 
aura  [voir  mon  Analytique,  Géométrie  de  l'espace, 
n°  1258,  (i°)]  une  équation  du  degré 

iffl'  -t-  im3-\-  im3-t-  \m3     ou     4/w3> 

par  rapport  à  h\  à  chaque  valeur  de  A  correspond  une 
seule  solution  commune  aux  quatre  équations  qui  pré- 
cèdent*, donc,  etc. 

2°  Pour  chacune  de  ces  4m*  solutions,  les  équa- 
tions (9)  sont  vérifiées  sans  que  A21  et  A22  soient  nuls. 

En  effet,  la  première,  par  exemple,  de  ces  équations 
devient,  eu  égard  aux  relations  (10), 


=  0, 


<?M 

(l\ 

— 

«31 

a* 

«41 

Cti 

"n_ 

«! 

—  k 

«32 

«3 

«4J 

«< 

=  0, 


ou 


3°  Si  l'on  a  égard  aux  relations  (10),  les  équations  (7) 
et  l'équation  A33  =  0  sont  évidemment  vérifiées.  Ajou- 
tons qu'en  ces  points  la  courbe  (C)  touche  la  surface 
A33  =  o,  c'est-à-dire  que  les  plans  tangents  au  point 
(a,  (3,  y),  [ou  (a,  (3,  v,  d)  en  introduisant  des  coordon- 
nées homogènes],  commun  aux  trois  surfaces 

A4,  =  0,      A42=o,      A33  =  o, 

se  coupent  suivant  une  même  droite. 

En  tenant  compte  des  relations  (10),  on  trouve  sans 
difficulté,  pour  les  équations  de  ces  trois  plans  tangents  : 


(  438  ) 
Pour  la  surface  A4j  =  o 

+  4 ]+*[ \=i 

Pour  la  surface  Ai2  =  o 
|_     \  dx  dx  j  \dx  dy.  )  \  dx  dx  I J 

+  »[ ]  +  '[ •. ]  = 

Pour  la  surface  A33  =  o 

\  dx  dx  dx  J 

fdaKt  dau  da„\ 

H-r^- .■■*-^-^*-5?-)+«(v)+*(-)=o. 

Daus  ces  équatious  on  a  posé 

A  =  a27>aVt  —  a^a-n, 
B  =  r3î  an  —  a27  <7„, 
C  =  a2:a3i  —  a22i. 

Or  on  constate  immédiatement  qu'on  a  1  identité 

*X  —  Y  -+-  AZ  =  o; 

ce  qui  démontre  la  propriété  énoncée. 

5.  De  là  résulte  que  les  4'»3  solutions  du  système  (10) 
comptent  pour  8'"3  points  communs  à  la  courbe  C  =  o  et 
à  la  surface  A33  =  05  or  ces  8 mz  solutions  ne  vérifient 


(  439  ) 
pas  les  trois  dernières  équations  du  système  (i).  Par  con- 
séquent : 

Le  système  (i)  admet  loto8  solutions,  c'est-à-dire  que 
V équation  (I)  donne  io;»'  systèmes  de  deux  plans 
distincts. 


QUESTIONS  DE  LICEXCE; 

Par  M.    J.    GRAIÎNDORGE, 

Répétiteur  à  l'Ecole  des  Mines  de  Liège. 


Trouver  le  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité 
par  deux  forces  dirigées  vers  un  centre  :  Tune  attrac- 
tive et  proportionnelle  à  la  dislance,  F  autre  répulsive  et 
en  raison  inverse  du  cube  de  la  dislance.  On  suppose 
la  vitesse  initiale  perpendiculaire  au  ra)  on  vecteur 
initial. 

Prenons  pour  origine  le  point  fixe,  et  pour  axe  po- 
laire le  rayon  vecteur  initial  que  nous  représenterons 
par  r0;  désignons  par  v0  la  vitesse  initiale,  et  appliquons 
les  deux  formules  connues 


(2) 


P  =  - 
r1 


'=«■[£ 


d1 

d± 

r 


dans  lesquelles  nous  ferons  -  =  u,  ce  qui  donnera,  dans 
le  cas  actuel, 


(3 


p.'«3 


(  44o 

De  cette  formule,  on  déduit 
d2  u        u. 


(c'+  (*')«, 


et,  en  intégrant, 


<«         '',(S),=2X'-^-(^^)"'> 

on  détermine  la  constante  2 A  par  les  conditions  initiales 
du  mouvement  :  pour  9  =  o,  on  a 

r  =  r0,     ou      «  =  «8; 
d'où 

,(-);=,,_z_(,+.,<)„:. 

On  déduira  (  -y-  )  de  la  formule  (2),  en  faisant  0=  o, 

Par  suite, 

i5)  2/-  =  «î  +  4  +  /"î, 

"'0 

et  l'équation  (4)  devient 

Pour  simplifier  les  notations,    nous  garderons  la  con- 
stante 2A-,  et  nous  déduirons  de  la  formule  (4) 

eu  du 

dO  = 


y/2  kiû  —  (  c1  +  v.'  )  «4  —  u. 
Pour  intégrer  cette  expression ,  posons  ir  =  z,  et  il 


vient 


(  44i  ) 

ou  bien 

c  \fc*-h  jx'  dz 

(19  = 

|(cs  +  ;/')z-/-p 


v^-M^  +  f1)!/  J 


fOy/> 


par  conséquent, 


6  =  w  -f ==  arc  cos 


OU 


[c>+ll')z-k  =C0Z^Jc2+?'  (9_w; 


0fr»  _  a  (  c'  -+-  u'  )  c 

L'équation  de  la  trajectoire  est  donc 

(6)  i=_i_/+^EHf!+Z)cos^±Z(6_„), 

co  étant  un  angle  constant,  qui,  dans  le  cas  actuel,  sera 
nul,  puisque  le  rayon  vecteur  initial  coïncide  avec  Taxe 
polaire.  La  vitesse  initiale  étant  perpendiculaire  au 
rayon  vecteur  initial,  on  a 


et  l'on  trouvera,  après  quelques  réductions, 


'"'         ri  ''o'o  «'«  /•„  -+-  !->■  Vi>rt 


'vl  ri  -4 


En  posant  ^  "°  r°       ;U   =  a,  l'équation  de  la    trajectoire 
prend  la  forme 

(7)  r«-  °    ° 


a  c,  cosa0  -+-  p/J  sin'aS 

La  formule 

;8)  T*({Q  =  cdt 


(  44* 

nous  donne 


v0  r0  dt  =  -— -    °     °    ,    .   „    ,  d^ , 


,2     ,.2 


oSi'l  cos2aÔ  +  pr2  Sin2a0 
d'où,  cji  intégrant, 


t  +  s  =  4=  arc  Une  f  ^  tang  aô  ) , 


ou 


tang  a9  =  — p  tang  ( t  -+-  s  )  yjx . 

Mais,  pour  t  =  o,  on  a  0  =  o;  donc  s  =  o,  et  il  vient 

(q)  tangaG  =  -^=  tang(*  s  y.  . 

En  remplaçant  dd  par  sa  valeur  dans  (8),  on  trouve 

rdr 

\J —  (  c-  H-  p'  )  -t-  2  Ar2  —  u.r4 

ou.  en  posant  r8  =  s,  et  intégrant 

I  k  —  pZ 

?  -}-  €  = =  arc  cos 


2\V  \^2—  p(c'  +  {*') 

On  déduit  de  là 

—  ^  K  — ,u'1+4)  cos2(f  H-  s')v^, 


ou  bien 


<,.r2  =  fpj  +  M  sin'[*H-  s')  v>-  +  »r\  co«P(ï  +  s'  )  (  jï . 

La  constante  i'  est  déterminée  en  observant  que,  pour 
t  =  o,  r  =  o  ;  donc  e'  =  o,  et  il  vient 

(io)  u.r2=  a2t'2  sin-^  yp  4-  y-r]  cotft  \'u. 
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Discussion.  —  Le  nombre  a.  peut  être  entier,   frac- 
tionnaire, ou  bien  incommensurable  5  d'ailleurs,   il   est 

plus  grand  que  l'unité,  puisque  a  =  — ° — Nous 

supposerons  pr30  —  <*îv\^>  °- 

Premier  cas.  —  Lorsque  a  est  entier,  on  voit  facile- 
lemcnt  que  la  trajectoire  est  une  rosace  fermée ,  ayant 
2 a  maximums  égaux  au  rayon  vecteur  initial  OA  =  /'0, 
et  ia    minimums     qui     ont     pour     valeur    commune 

vV 

Deuxième  cas.  —  a  fractionnaire  et  égal  à  -• 

1 

i°  Si  q  est  pair,  le  point  matériel  revient  au  point  de 
départ  pour  6  =  qr.\  la  courbe  a  p  maximums  égaux  à  r0, 

dp  minimums  égaux  a  — -• 

vV 

20  Si  q  est  impair,  le  point  matériel  revient  au  point 
de  départ  pour  6=  aqn,  et  la  courbe  a  ip  maximums 
et  ip  minimums.  Elle  est  fermée  dans  les  deux  cas. 

Troisième  cas.  —   «  incommensurable . 
Le  point  matériel  ne  revient  jamais  au   point  de  dé- 
part 5  car  il  faudrait  que  l'on  eût 

=  2/vtt,      ou      n  =  â.Kx. 

2a 

7/  et  A  étant  des  nombres  entiers,  ce  qui  est  impossible, 
puisque,  par  hypothèse,  a  est  incommensurable.  La  tra- 
jectoire est  donc  une  courbe  que  Ion  peut,  par  analogie, 
appeler  rosace  spirale. 

Remarque.  —  11  est  facile  de  voir  que  la  trajectoire 
est  la  transformée  d'une  courbe  tracée  sur  un  cône  de  ré- 
volution autour  de  l'axe  des  z,  cette  courbe  ayant  pour 
projection  une  ellipse  sur  le  plan  des  xy,  et  le  sommet  du 


(  444  ) 

cône  étant  au  centre  de  l'ellipse.  L'angle  au  sommet  du 
cône  est  donné  par  la  formule  siny  =  —  = 


/     2        2 

V".'-. 


DE  L'HÉLICE  OSCILATRICE; 

Par  M.   Charles  RUCHONNET  (de  Lausanne). 


L'hélice  tracée  sur  un  cylindre  circulaire  droit  est  une 
courbe  éminemment  simple  entre  les  courbes  gauches, 
car  elle  est  la  même  en  tous  ses  points.  A  ce  titre,  il  y  a 
intérêt  à  la  mettre  en  contact  aussi  intime  que  pos- 
sible avec  les  autres  courbes  gauches,  tout  comme  la 
droite  et  le  cercle,  le  plan  et  la  sphère.  Mais  il  est  né- 
cessaire, au  préalable,  de  rappeler  deux  ou  trois  for- 
mules dont  nous  aurons  besoin. 

Soient  R  et  S  les  rayons  de  première  et  de  seconde 
courbure  de  l'hélice,  r  le  rayon  de  la  section  droite  du 
cylindre,  et  a.  l'inclinaison  constante  des  tangentes  de 
l'hélice  sur  le  plan  de  cette  section  ;  on  connaît,  ou  l'on 
établit  aisément  les  deux  relations 


(0  R=  — — , 

COS2a 


(2)  tanga  = 


et  l'on  en  déduit 

(3) 


S 
RS2 


R; 


L'égalité  (i)  montre  que,  pour  qu'on  puisse  tracer  sur 
un  cylindre  donné  une  hélice  dont  le  rayon  du  cercle 
osculateur  ait  une  valeur  donnée  R,  il  suffit  que  r  soit 
plus  petit  que  R.  Il  y  a  donc  une  infinité  d'hélices  qui 
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ont  le  même  cercle  oscillateur,  Les  relations  (2)  et  (3) 
montrent  que,  si  l'on  veut  construire  une  hélice  dont  les 
deux  rayons  de  courbure  aient  des  valeurs  données  R  et  S, 
le  problème  a  toujours  une  solution,  et,  comme  a.  est 
nécessairement  compris  entre  o  et  90  degrés,  que  cette 
solution  est  unique. 

Ceci  posé,  considérons  une  courbe  gauche  quelconque. 
Soient  M,  M'  deux  de  ses  points  infiniment  voisins,  etp, 
a  les  rayons  de  première  et  de  seconde  courbure  au 
point  M.  Par  ce  point  faisons  passer  une  hélice.  Afin  de 
rendre  le  contact  aussi  intime  que  possible,  disposons  la 
de  manière  qu'elle  ait  en  M  même  tangente  et  même  plan 
osculateur  que  la  courbe.  Par  le  point  M',  menons  un 
plan  perpendiculaire  à  la  tangente  commune  en  M  :  il 
coupe  l'hélice  en  un  point  N',  et  nous  compterons  la 
distance  des  deux  courbes  suivant  M'N'.  Cette  longueur 
est  du  second  ordre  seulement  si  elles  n'ont  pas  au 
point  M  le  même  cercle  osculateur;  nous  supposerons 
donc  qu'on  ait  R  =  p,  c'est-à-dire  que  l'hélice  soit  bien 
l'une  quelconque  de  celles  où  r  et  a  sont  liés  par  la  re- 
lation qu'on  déduit  de  l'équation  (1)  en  changeant  R 
en  p. 

Pour  obtenir  une  expression  de  la  grandeur  M'N', 
faisons  usage  des  projections  de  la  courbe  donnée  et  de 
l'hélice  sur  le  plan  osculateur  commun.  Soient  m',  n' 
les  points  où  ces  projections  sont  coupées  par  le  plan 
considéré  tout  à  l'heure  (*).  Ce  même  plan  coupe  la  tan- 
gente et  le  cercle  osculateur  communs  en  des  points  t  etl. 
Soit  enfin  c  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  R' 
sur  M'm'.  Le  triangle  M'N'c,  rectangle  en  c,  donne 


(4)  M'N'  =  y/lN'cJ-+-  M'c  . 


(")  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 
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La  détermination  des  deux  longueurs  qui  Cgurent  sous 
le  radical  sera  fondée  sur  quelques  théorèmes  que  je  vais 
rappeler,  et  pour  la  démonstration  desquels  je  renvoie 
au  Traité  de  Calcul  différentiel,  par  M.  J.  Bertrand, 
comme  à  l'ouvrage  le  plus  répandu. 

I.   La  distance  d'une  courbe  gauche  au  plan  oscillateur, 

dans   le  voisinage  du  point  de  contact,  est  une  quantité 

du  troisième  ordre,  qui  est  égale  au  cube  de  l'arc  divisé 

par  six  fois  le  produit  des  deux  rayons  de  courbure.  Par 

i 

_,.     ,            ,      ,    .    i   arc  MM' 
conséquent,  Mm    est  égal   a  -r •>  et,  comme  on 


i  arcMN' 


a  par  hypothèse  R  =  p,  N; n'  est  égal  à  -r 

II.  A  et  B  étant  deux  points  d'une  courbe  plane  infi- 
niment voisins,  w  désignant  le  rayon  de  courbure  en  A, 
et  du>  l'accroissement  que  reçoit  m  quand  on  passe  du 
premier  de  ces  points  au  second:  la  distance  de  B  au 
cercle  osculateur  en  A  est  une  grandeur  du  troisième 
ordre  (l'arc  AB  étant  considéré  comme  du   premier)  qui 

a  pour  expression  —  arcAB  . 

III.  L'accroissement  du  est  en  général  du  premier 
ordre,  mais  il  peut  arriver,  en  des  points  exceptionnels  et 
isolés,  qu'il  soit  du  second.  Il  résulte  du  précédent  théo- 
rème que  la  distance  de  B  au  cercle  osculateur  en  A  est 
alors  d'un  ordre  supérieur  au  troisième. 

IV.  Une  courbe  gauche  et  sa  projection  sur  le  plan 
osculateur  ont  au  point  de  contact  même  cercle  oscula- 
teur. 

"\  .  Désignons,  comme  plus  haut,  par  M,  M'  deux 
points  d'une  courbe  gauche  infiniment  voisins,  et  par  m' 
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la  projection  de  M'  sur  le  plan  oscillateur  en  M.  Soit, 
au  point  M',  p  -f-  dp  le  rayon  du  cercle  oscu!at?ur  de  la 
courbe  gauche-,  le  rayon  du  cercle  oscillateur  de  sa  pro- 
jection est,  en  m',  égal  aussi  à  p-\-dp,  à  une  quantité 
près  du  second  ordre. 

Nous  retournons  maintenant  à  l'équation  (4).  Consi- 
dérons la  première  des  deux  quantités  qui  figurent  sous 
le  radical  du  second  membre.  A  cause  de  JV c  =  m' n\  on  a 

5)  Wc  =  m'k—  n'k. 

Posons  arc  MM' =  ds,  arcMm'=  ds'.  La  courbe  MM' 
et  sa  projection  Mm'  ont  même  cercle  osculateur  au 
point  M  (IV),  et  si  nous  désignons  par  dp '  l'accroisse- 
ment que  reçoit  le  rayon  de  courbure  de  la  projection 
quand  on  passe  de  M  à  /?/',  on  a  (II) 

i  dp  ds"1 
~~  6  ~~f     ' 

mais  ds  et  ds'  sont  évidemment  égaux,  et  il  en   est  de 
même  (V)  de  do  et  dp',  donc 

7  —  1  dP  ds* 
'"  ■       6     P> 

Le  cercle  osculateur  ne  variant  pas  sur  l'hélice  d'un 
point  à  un  autre,  il  est  en  N'  précisément  égal  à  p,  et, 
dès  lors,  au  point  n'  de  la  projection  de  l'hélice,  il  ne 
diffère  de  p  que  d'une  quantité  du  second  ordre  (V).  Par 
conséquent,  sur  la  courbe  Mra',  le  rayon  de  courbure  ae 
croit  de  M  à  n'  que  d'une  quantité  du  second  ordre.  Il 
suit  de  là  que  n'k  est  d'un  ordre  supérieur  au  troi- 
sième (III)  5  il  est  donc  négligeable  par  rapport  à  ni' h 
qui  est  du  troisième  ordre,  et  les  équations  (5)  et  (6) 
donnent  alors 

i   dùds* 

Vc  =  -    -' -• 

o       o-' 
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Telle  est  la  valeur  de  la  première  des  deux  quantités 
qui  figurent  au  second  membre  de  l'équation  (4)  ci- 
dessus.  L'autre  ne  saurait  être  d'un  ordre  inférieur  au 
troisième,  car  elle  est  égale  à  la  différence  de  deux  lon- 
gueurs M' m'  et  N'rc'  qui  sont  toutes  deux  du  troisième 
ordre  (I). 

La  distance  de  la  courbe  à  l'hélice  est  donc  du  troi- 
sième ordre  pour  toutes  les  hélices  qui  ont  avec  la  courbe 
le  cercle  oscillateur  commun. 

Parmi  les  droites  qui  rencontrent  une  courbe  en  un 
point  donné,  il  en  est  une,  la  tangente,  qui  dans  les  en- 
virons de  ce  point  est  infiniment  plus  voisine  de  la 
courbe  que  toutes  les  autres  ;  de  même,  parmi  les  cer- 
cles, il  y  en  a  un,  le  cercle  osculateur,  qui  près  du  point 
de  contact  serre  la  courbe  d'infiniment  plus  près  que 
tous  les  autres,  et  le  plan  ainsi  que  la  sphère  présentent 
la  même  particularité.  Mais  l'hélice  n'offre  rien  de  sem- 
blable; il  existe  une  infinité  d'hélices  dont  la  distance  à 
la  courbe  est  du  troisième  ordre,  et  parmi  elles  il  ne  s'en 
trouve  aucune  où  cette  distance  soit  d'un  ordre  supé- 
rieur. 

Toutefois,  l'une  de  ces  hélices  est,  sinon  infiniment 
plus  voisine,  du  moins  plus  voisine  de  la  courbe  que 
toutes  les  autres.  On  la  nomme  hélice  osculatrice,  et 
nous  l'obtiendrons  en  réduisant. à  son  minimum  la  va- 
leur de  M'N'  donnée  par  l'équation  (4). 

Des  deux  quantités  qui  figurent  au  second  membre  de 
cette  équation,  la  première,  nous  venons  de  le  voir,  a 
une  valeur  constante,  en  sorte  qu'il  n'y  a  lieu  de  consi- 
dérer que  la  seconde,  M'c.  On  a 

M'c=  M'///'—  NV. 

Les  valeurs  de  M'm',  N'n'  ont  été  données  plus 
haut    (I);    on   peut    y    remplacer  les  arcs   MM',  MN' 
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par  Mt;  les  substituant  alors  dans  l'équation  (r), il  \ieut 

M'c  —  - 

b    p     V*        s 

On  voit  par  cette  égalité  que  si  l'hélice  satisfait  à  la 
condition  S  =  <j,  M'c  s'annule,  ou,  pour  parler  exacte- 
ment, est  d'un  ordre  supérieur  au  troisième,  et  que  ceci 
n'a  lieu  pour  aucune  autre  valeur  de  S.  Il  existe  toujours 
une  hélice  dont  les  rayons  de  première  et  de  seconde 
courbure  sont  respectivement  égaux  à  p  et  à  a,  elle  est 
unique,  et  c'est  là  l'hélice  osculatriee.  D'après  ce  que 
nous  avons  vu  plus  haut,  sa  distance  à  la  courbe  dans  le 

t  ,  ,     ,    i  dp  ds1 

voisinage  du  point  de  contact  est  égale  a  -r    '  „    ■>  ce  qui 

est  précisément  l'expression  de  !a  distance  dune  courbe 
plane  au  cercle  oscillateur.  Le  cercle  osculateur  des 
courbes  planes  est  un  cas  particulier  de  l'hélice  oscula- 
triee-, c'est  le  cas  limite  qui  se  présente  quand  la  torsion 
est  nulle.  En  effet,  les  valeurs  de  tanga  et  de  r  relatives 
à  cette  hélice  sont,  en  vertu  des  équations  (2)  et  (3)  ci- 
dessus, 

p 
tangz  =  ^, 


p'  -f-   G-' 

et  si  l'on  suppose  que  la  torsion  diminue  indéfiniment, 
tendant  vers  zéro,  alors  a  va  croissant  indéfiniment,  et  à 
la  limite,  il  vient 

a  —  o, 
r  =  p, 

c'est-à-dire  que  P  hélice  osculatriee  se  réduit  au  cercle  de 
rayon  p,  qui  est  le  cercle  osculateur. 

L'hélice  osculatriee  est  donc  celle  qui  a  mêmes  rayons 
de  première  et  de  seconde   courbure,  ou,   en   d'autres 

Ann.  de  Hathémat.,  2e  série,  t.  X.  (Octobre  1871.)  20) 
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termes,  même  angle  de  contingence  et  même  angle  de 
torsion  que  la  courbe  au  point  considéré.  De  cette  défi- 
tion  il  est  aisé  de  déduire  la  situation  de  l'axe  du  cy- 
lindre sur  lequel  elle  est  tracée.  Nous  savons  déjà  qu'il 
rencontre  la  normale  principale  au  point  de  contact,  et 
qu'il  la  coupe  à  angle  droit,  car  cela  résulte,  indépen- 
damment de  toute  valeur  attribuée  à  R  et  à  S,  de  ce 
que  la  combe  donnée  et  l'hélice  ont  au  point  commun 
même  tangente  et  même  plan  osculateur.  Pour  le  déter- 
miner complètement,  concevons  deux  courbes  quel- 
conques disposées  l'une  par  rapport  à  l'autre,  comme  le 
sont  la  courbe  donnée  et  l'hélice  osculatrice,  et  suppo- 
sons qu'elles  aient  au  point  de  contact  M  même  angle  de 
contingence  et  même  angle  de  torsion.  A  partir  de  M 
prenons  sur  les  deux  cor:  s  des  arcs  infiniment  petits 
MM'  et  MX'  égaux  :  la  distance  M'jV  est  d'un  ordre  su- 
périeur à  celui  de  ces  arcs,  et  il  en  est  de  même  de  l'angle 
que  font  entre  elles  les  normales  principales  en  M'  à  la 
première  courbe,  et  en  Ps  '  à  la  seconde. 

Dès  lors,  la  commune  perpendiculaire  aux  normales 
principales  en  M  et  en  M'  à  la  première  courbe,  tend  à 
se  confondre  avec  la  commune  perpendiculaire  aux  nor- 
males principales  en  M  et  en  N'  à  la  seconde. 

Ceci  posé,  supposons  que  l'une  des  deux  courbes  soit 
1  hélice  osculatrice:  dans  toute  hélice  tracée  sur  un  cy- 
lindre circulaire  droit,  les  normales  principales  ren- 
contrent toutes  l'axe  du  cylindre,  et  le  coupent  à  angle 
droit,  en  sorte  que  la  commune  perpendiculaire  de  deux 
normales  principales  est  située  sur  cet  axe.  Donc,  Vaxe 
du  cylindre  sur  lequel  est  tracée  l'hélice  osculatrice 
n'est  autre  que  la  commune  perpendiculaire  à  deux 
normales  principales  de  la  courbe  donnée  infiniment 
voisines,  prolongée  de  part  et  d'autre. 
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EXERCICES  SIR  LE  TÉTRAÈDRE; 

Par  le  Rév.  J.  WOLSTENHOLME 


(Traduit  de  l'anglais  de  The  Educational  Times.) 


i  .  Dans  un  tétraèdre  ABCD,  si  AB  est  perpendiculaire 
sur  CD,  et  AC  perpendiculaire  sur  BD,  il  en  résulte  que 
AD  est  perpendiculaire  sur  BC.  Un  tel  tétraèdre  peut  être 
appelé  rectangle,  et  l'on  a 

BC2  +  AD2  =  CA2  +  BDJ  =  AB2  4-  CB2. 

2.  Dans  un  tétraèdre  rectangle, les  perpendiculaires 
abaissées  des  sommets  sur  les  faces  opposées  se  coupent 
en  un  point,  que  nous  appellerons  le  centre  des  perpen- 
diculaires. Un  tel  point  n'existe  pas  pour  un  autre  té- 
traèdre. 

3.  Les  trois  droites  qui  rencontrent  à  angle  droit  les 
couples  d'arêtes  opposées  passent  par  le  centre  des  per- 
pendiculaires. 

4.  Il  existe  une  sphère  polaire  à  un  tétraèdre  rec- 
tangle telle,  que  chaque  sommet  du  tétraèdre  est  le  pôle 
de  la  face  opposée  par  rapport  à  cette  sphère  :  son  centre 
est  le  centre  des  perpendiculaires.  Cette  sphère  n'est  pos- 
sible qu'autant  que  tous  les  angles  plans  comprenant  un 
angle  solide  sont  obtus. 

5.  On  peut  mener  une  sphère  par  les  milieux  des  arêtes 
et  les  pieds  des  plus  courtes  distances  entre  les  arêles  op- 
posées, et  le  centre  de  cette  sphère  est  le  centre  d'inertie 
du  tétraèdre  qui  bissecte  la  dislance  entre  le  centre  de  la 
sphère  circonscrite  et  le  centre  des  perpendiculaires  (pre- 
mière sphère  des  douze  points). 

29. 
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6.  La  sphère  qui  passe  par  les  centres  de  gravité  des 
faces  passe  aussi  par  leur  centre  des  perpendiculaires, 
et  ces  points  sont,  sur  une  face,  les  extrémités  d'un  dia- 
mètre du  cercle  suivant  lequel  cette  face  coupe  la  sphère. 
Cette  sphère  trisecte  la  partie  d'une  perpendiculaire  au 
tétraèdre  comprise  entre  le  sommet  (seconde  sphère  de 
douze  points). 

7.  Ces  sphères  et  la  sphère  circonscrite  ont  un  plan  ra- 
dical commun,  et,  à  ce  système  de  sphères  appartient  aussi 
la  sphère  qui  a  pour  extrémités  de  son  diamètre  le  centre 
d'inertie  et  le  centre  des  perpendiculaires. 

8.  Si  R,  p  sont  les  rayons  de  la  sphère  circonscrite 
et  de  la  sphère  polaire,  et  ô  la  distance  de  leurs  cen- 
tres,  cP=  R24- 3  c2,  et  le  rayon  de  la  première  sphère 

I  v- 

des  douze  points   est  — (R2  —  p'2)2  ,   celui   de  la  seconde 

i  i  '- 

est  -R,  et  celui  de  la  sphère  (7)  est  j  (R2  -h  3p2)'  .   Le 

rayon  de  la  section  commune   de   toutes  ces  sphères  est 

S  (*->■)*. 

9.  Si  R,  p'  sont  les  rayons  de  la  sphère  circonscrite  et 
delà  première  sphère  des  douze  points,  et  ô'  la  dislance 
de  leurs  centres,  ôn  =  R5  —  p'~. 

10.  Les  centres  de  similitude  de  la  sphère  circonscrite 
et  de  la  seconde  sphère  des  douze  points  sont  les  centres 
d'inertie  et  des  perpendiculaires  du  tétraèdre.  Donc,  si 
ALA'«,  mené  par  le  centre  des  perpendiculaires,  ren- 
contre la  face  opposée  en  A'  el  la  sphère  circonscrite  en  «, 
La  =3  LA'. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS 
PROPOSÉES  DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES, 


Question    1026 

(  Toir  *'  série,  t.  X,  p   2)0)  ; 

Par   M.   0.    CALLANDREAU, 

Candidat  à  l'Ecole  Polytechnique. 

La  circonférence  circonscrite  à  un  poh  gone  régulier 
de  n  côtés  égaux  à  a  est  comprise  entre  na  et  (»+i)ff. 

(LlOM«ET.  ) 

La  première  partie  de  la  proposition  étant  évidente,  je 
ne  considère  que  la  dernière. 

Je  puis  prendre  le  rayon  du  cercle  pour  unité:  dans 
celte  supposition,   le  demi-côté  du  polygone  régulier  d( 

n  côtés  est  égal  à  sin  -•  et  il  faut  démontrer  l 'inégalité 
n 

^  ,  v    •     v 

iv  <l  \  n  -+-  i  )  sin  -  » 


d'où, 

successivement, 

77        ^  „:„  n 

n  -+-  I                n 

77                       77                                   TT 

n        n[n  -+- 1  )                // 

77                .       77                        7Î 

sin  -  <^ 

//               ii        n  [n  -+-  i 

La  différence  -  —  sin  -  est  moindre  que  ,'    ,  et,  pour 

n  n  x       on*  1 

n  ^3,  on  a 

7T1 


r.< 


on*         n  (n  -+-  i 
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77  773 

En  effet,  l'inégalité ">•  -^—  revient  à 


a' 

> 


n  H-  i 


61 


cette  dernière  est  évidente  pour  7*  =  3,  parce  que  -g  est 
moindre  que  i.  La  question  est  donc  résolue. 

Note.  —  Une  solution  fondée,  comme  la  précédente, 
sur  les  formules  de  la  Trigonoméirie,  nous  a  été  adressée 
par  M.  H.  Helderman,  ancien  élève  de  l'Ecole  Polytech- 
nique de  Delft,  professeur  de  mathématiques. 

Pour  démontrer  la  proposition  dont  il  s'agit  au  moyen 
seulement  de  la  Géométrie  élémentaire,  je  remarquerai 
d'abord  que,  si  p  et  P  représentent  les  périmètres  de  deux 
polygones  réguliers  de  n  côtés  ,  l'un  inscrit,  l'autre  cir- 
conscrit à  un  cercle  dont  le  rayon  est  pris  pour  unité,  et 
P'  le  périmètre  d'un  polygone  régulier  de  in  côtés  cir- 
conscrit au  même  cercle,  on  aura 

*—:P  =  (  ^ 

p+/,     \4/i 

En  effet,  soient  C  le  centre  du  cercle  considéré,  AB  le 
côté  du  polygone  inscrit  p,  DCD'  le  diamètre  perpendi- 
culaire au  milieu  M  de  AB,  et  DF  la  moitié  du  côté  du 
polygone  P'. 

Les  droites  CD,  CM  étant  les  apothèmes  des  poly- 
gones P,  p,  on  a 

P  —  p  _  CD  —  CM  _  MD 
P+7—  CD  H-  CM  ~~  MD7' 

ou,  parce  que  l'angle  DAD'  est  droit, 
p  —  P  _  (  AD  V 


AD 
AD7 

— 

DF 
DG 

DF 

P' 

-4V 

m- 
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Or  les  triangles  rectangles  DAD',  FDC   sont  sembla- 
bles et  donnent 


mais 

donc 
(0 

Cela  posé,  de  la  formule  connue 

P  -h  p 

on  déduit 

ou,  en  désignant  par  a  le  côlé  du  polygone/;, 

p'2 

(  2  )  P'  —  p  =  a  X  -7T-  • 

10// 

Lorsque  /i  =  3,  il  vient 

^  =  4^3,     ~=z^==ït    et    V'-p  =  a;     P'=   *'+i)«. 

ion       40 

Si  /z  augmente  à  partir  de  3,  le  périmètre  P'  détroit;  il 

P'2 
en  est  de  même,  à  fortiori,  de  — - —  ; 
1     J  1  o  « 

donc,  pour 

«>3, 
on  a 

P'—  /'O;    P'<(«+i)«. 

Ainsi,  quel  que  soit  le  nombre  n  des  côtés  de  />,  la 
circonférence  circonscrite  à  ce  polygone  est  moindre  que 
(r+i)c  5  c'est  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
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Le  maximum  de  P'*  étant  48,  si  l'on  pose  n  =  3m, 
on  aura,  en  ayant  égard  à  l'égalité  (2), 

P'  —  p<ay<-, 

m 

inégalité  qui  vérifie  cette  proposition,  qu'il  est  possible 
d'inscrire  dans  un  cercle  un  polygone  régulier  dont  le 
nombre  des  côtés  soit  assez  grand  pour  que  le  périmètre  p 
de  ce  polygone  diffère  de  la  circonférence  d'une  quantité 
moindre  qu'une  fraction,  aussi  petite  qu'on  voudra,  de 
son  côté.  (G.) 

Question   1027 

(rolr  i"  série,  t.  X ,  p.  j.40); 

Par  M.    E.   KRUTCHWITZ, 

Etudiant  à  Berlin. 

On  donne  un  cercle  et  trois  sommets  d'un  quadrila- 
tère inscrit-  déterminer  le  quatrième  sommet  par  la 
condition  que.  le  quadrilatère  soit  circonscriptible. 

(Ferrats.) 

Soient  A,  B,  C  les  sommets  donnés,  et  D  le  sommet 
cherché;  puisqu'il  faut  que,  dans  tout  quadrilatère  cir- 
conscriptible,  les  sommes  des  côtés  opposés  soient  égales 
entre  elles,  nous  aurons 

AB-I-  CD=:BC  -4-  AD, 
d'où 

AD— CD  =  AB  — BC. 

Le  point  D  appartient  donc  à  une  hyperbole;  dont  les 
foyers  sont  A  et  C,  et  dont  Taxe  transverse  est  égal  à 
AB  —  BC  (eu  supposant  AB  >  BC). 

Comme  le  plus  grand  des  deux  côtés  AD,  CD  doit  être 
opposé  au  plus  petit  des  côtés  AB,  BC  pour  que  les  deux- 
sommes  AB  -h  CD,  BC  -+- AD: soient  égales,  il  n'y  a  qu'un 
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point  d'intersection  satisfaisant  à  la  question.  Mais  nous 
pouvons  avoir  trois  solutions,  selon  que  nous  prenons 
A  et  C,  ou  A  et  B,  ou  B  et  C  pour  foyers  de  l'hyperbole. 
Construction  géométrique.  —  On  décrit  une  circon- 
férence.du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon  égal 
à  AB  —  BC;  et  sur  la  droite  AC  un  segment  capable  de 

l'angle  7i '-■>  et  du  côté  opposé  à  B.  On  joint  ensuite 

le  point  A  au  point  E,  où  l'arc  de  segment  capable  coupe 
la  circonférence  décrite  du  point  A  comme  centre.  En 
prolongeant  la  droite  AE  jusqu'à  la  rencontre  de  la  cir- 
conférence, on  aura  le  point  D  cherché.  En  effet,  les  éga- 
lités AEC  =  7: et  ADC  =  n  —  ABC  donnent 

2 

DEC=  —  =  DCE, 

d'où 

DC  =  DE     et     DA  —  DC  =  AE  =  AB  —  BC. 

c.  Q.  F.  n. 

Noie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Callandreau,  candidat 
à  l'École  Polytechnique. 


Questions   1036,    1037 

(voir  z"  série,  t.  X  ,  p.  Î36   ; 

Par  M.   0.  CALLANDREAU. 

1030.  On  donne,  le  centre  (Pline  ellipse,  un  point  de 
la  courbe  et  le  centre  du  cercle  oscillateur  en  ce  point; 
déterminer  les  axes  de  V ellipse. 

p  étant  la  distance  du  centre  à  la  tangente  au   point 

donné, 
p  le  rayon  de  courbure  au  même  point, 
b'  le  diamètre  conjugué  à  celui  qui  passe  par  le  même 

point, 
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on  a  Ja  relation  bien  connue 

or  on  connaît  p  et  p,  donc  b'  pourra  être  facilement  déter- 
miné en  grandeur  et  en  direction.  D'ailleurs  son  conjugué 
est  connu  aussi  en  grandeur  et  en  direction.  Le  problème 
est  donc  ramené  à  une  question  connue. 

1037.  On  donne  en  position  V axe  focal  d\ine  ellipse, 
un  point  de  la  courbe  et  le  centre  du  cercle  oscillateur 
en  ce  point  ;  déterminer  les  axes  de  V ellipse. 

Nous  nous  servirons  ici  de  la  formule 


r        cos2^ 

n  longueur  de  la  normale; 

<J/  angle  de  cette  normale  avec  un  des  rayons  vecteurs. 

La  relation  déterminera  ip  par  le  moyen  de  p  et  n, 
dont  l'un  est  connu  et  dont  l'autre  peut  être  facilement 
déterminé.  On  aura  alors  les  foyers  de  l'ellipse  et  un 
point,  et  tous  les  autres  éléments  pourront  être  connus. 

Noie.   —  Les  mêmes  questions  ont  été  traitées  par   M.   X.,  du    lycée 
Louis-le-Grand. 


Question  964 

(yolr  2*  série,  t.  Vill,  p.  56o); 

Par  M.  Prosper  PEIN. 

Par  un  point  M  d^une  ellipse  ,  on  peut  mener  trois 
normales  à  la  courbe,  indépendamment  de  celle  qui  a 
son  pied  en  M;  sur  chacune  de  ces  normales,  on  porte, 
à  partir  du  point  M,  une  longueur  égale  au  segment 
intercepté  entre  le  grand  axe  et  l'ellipse:  les  trois  points 


C4%.) 

ainsi  obtenus  sont  situés  sur  un  cercle  qui  louche  V ellipse 
au  point,  M.  (Laguerue.) 

Rapportons  l'ellipse  à  ses  axes.  Les  coordonnées  d'un 
point  sont 

.r  =  «cos<p,     /  =  £sin«p. 

La  normale  en  ce  point  a  pour  équation 

ax  sin  <p  —  by  cosep  =  c2  sin<p  cosy. 

Cette  droite  rencontre  la  courbe  en  un  second  point  dont 
les  coordonnées  sont 

acos<p',     bs\n<p'. 
<j/  est  lié  à  <p  par  la  relation 

a2  sin  ?  cos<j>'  —  b'  cos^>siny'  =  c2sin<j>  cos<p, 

qui  peut  s'écrire 

«  +  »'             £* 
tang<p  tang  - —  = -• 

Le  segment  intercepté  par  l'ellipse  et  le  grand  axe  a 
pour  expression 

R  =  —  I  à1  sin5q>  -t-  b-  cos'tpP. 
a  ' 

En  divisant  cette  longueur  par  le  cosinus  de  l'angle  B 
que  font  entre  elles  la  normale  au  point  <p  et  la  normale 
au  point  <j/,  nous  trouvons  une  expression  indépendante 
de  cp. 

En  effet 


1 

cos9 

R 

cos9  ~  a  [b2  -t-  à1  tang<p  tang'/ 


t 

r.ngQ  = 

b<  + 

a2  tang<p  tangw' 

[b2  +  > 

7-  tan^ 

i                                i 

,»'*"(£»  4- «'tangY)'*" 

b2-h 

a2  tangep  tangtp' 

b 

COScp(6: 

'+«' 

lang2y)(b-  -+-  a2  tang-/)2 

(  4«o  ) 

i>          i                     b'                                 V+V     m     • 
Remplaçons par  tang^  tang -,  il  vient 

expression  indépendante  de  ©. 

Donc  les  segments  déterminés  sur  les  trois  normales 
cjui  partent  du  point  M,  portés  sur  ces  normales  à  partir 
du  point  M,  sont  les  projections  d'une  longueur  constante 
comptée  sur  la  normale  en  M,  à  par'.ir  du  point  M.  Donc 
les  extrémités  des  trois  segments  sont  sur  un  même  cercle 
tangent  eu  M  à  l'ellipse. 


Question    1002 

(  Toir  2*  série,  t.  IX,  p.  43i  ); 

Par  M.   H.   LEZ. 

En  un  point  d'une  ellipse,  on  prend  sur  la  normale, 
en  dehors  de  la  courbe,  une  longueur  égale  au  rayon 
de  courbure  en  ce  point  :  le  cercle  décrit  sur  celte  lon- 
gueur comme  diamètre  coupe  orthogonal ement  le  lieu 
des  sommets  des  angles  droits  circonscrits  à  Vellipse. 

(Steinek.) 

En  un  point  quelconque  D  d'une  ellipse,  dont  les 
demi-axes  sont  OA  =  a  ,  OB  =  b ,  soit  menée  la  nor- 
male DiN  =  «,  qui  rencontre  l'axe  OA  en  JN .  Prenons 
sur  cette  normale,  en  dehors  de  la  courbe,  la  longueur  DE 

ésrale  au  rayon  de  courbure  o  =  —, —  •  Soient  C  le  milieu 

de  DE,  I  et  K  les  projections  des  points  D  et  C  sur 
l'axe  OA,  T  le  point  où  la  tangente  en  D  à  l'ellipse  coup::' 
la  droite  OA  prolongée,  enfin  INI  l'un  des  points  d'in- 
tersection des  cercles  qui  ont  pour  contres  les  points  C 


(  46i  ) 
et  O,  et  respectivement  pour  rayons  CD  et  y  a~  -+-  />2.  11 
s'agit   de  démontrer   que  ces   deux   cercles   se  coupent 
orlhogonalcmciit ,     ce    qui    revient    à    prouver   que   le 
triangle  OMC  est  rectangle  en  M,  ou  bien  que  l'on  a 


OM 


/  a2  ns  \  -         - 
+  M<?  =  *+*•  +  (TF)    =  OC. 


Oi 


i)  0C;  =  OK2  +  CK:. 

Mais  les  triangles  semblables  ?sDI,  JNCK.  donnent 

DI.NC 


<JK 


ND 


on  a  de  même 


SK 


De  plus, 


CK.NI        NI(ND-f-  DC) 
DI  ]ND 

OK  =  iNK  +  01  —  IN. 


On  peut  donc  écrire  l'égalité  (i)  sous  la  forme 


qui  devient,  en  réduisant, 

/DC.NI-4-0I.NDV       TDKND  +  C 


CD 


Cela  posé,  la  sous-normale  NI 


b'x 


donc 


0C:  = 


Transformant  celle  nouvelle  expression,  on  obtient 
j  &o(ar*-h-y2)  -f-  «I  ,'£«.-r2  +  a'j'l  -4-  4"2^'    //-''   H    "    l  " 


0C2  = 


4^ 


(  462  ) 
Mais  la  longueur  de  la  normale  ND  est  donnée  par 

l'égalité 

b*.r2  +-  «4  r2 

-= — ^; 

et,  d'après  l'équation  de  l'ellipse,   ft*a;s+  àlYi=  a*b*î 

l'égalité  (t)  revient  donc  à 

_  /±b*(x2  +y2)  +  "6a!H-  ^n2bea2 


4^s 


n'a"-        a-  (  b*x2  -+-  aky2  \         a2}'1         b2x2 


Oi 

) 

~  b- 

>ar  suite 

«6a4        a- y"1         b2x2 
OC'=.r2  +  r2  +  T7--  +  -£-  H -5 


d'où 


Ce  qu'il  fallait  trouver. 

Note.  —  MM.  Pellet  et  Moret-Blanc  ont  résolu,  de  même,  la  question 
par  le  calcul. 


Solution  géométrique  de  la  même  question. 

Supposons  que  OX  et  OY  représentant  les  directions 
des  axes  2a,  ib  de  l'ellipse,  la  droite  DPF  soit  tangente, 
au  point  P,  à  la  courbe,  et  PJ\  normale.  Si  Ion  mène, 
du  point  P,  une  droite  PE,  qui  fasse  avec  OX  un 
augle  PED  égal  à  PDE,  et  parle  centre  O  de  l'ellipse  la 
droite  OM,  de  manière  que  l'angle  MOE  soit  égal  à  POD, 
la  perpendiculaire  élevée  à  PE,  au  point  M  d'intersection 
des  droites  PE,  OM,    rencontrera   la   normale  PN,  au 
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centre  C,  du  cercle  oscillateur  à  l'ellipse  au  point  P  (*). 
Soient  maintenant  G,  H  les  points  où  les  droites  MO, 
OP  prolongées  coupent  la  circonférence  décrite  sur  DF 


comme  diamètre,  et  HK  une  perpendiculaire  à  OH  ren- 
contrant en  K  le  prolongement  de  CP,  on  aura 

PK  é±  PC. 

En  effet,  la  droite  OD  étant  bissectrice  de  l'angle  GOH, 
le  point  D  est  le  milieu  de  l'arc  GDH,  et,  par  suite,  le 
diamètre  DF  est  perpendiculaire  au  milieu  de  la  corde  GH, 
ce  qui  montre  que  la  droite  PG  =  PH,  et  que  l'angle 
CPG  =  HPK  =  CPO.  Mais  il  résulte  évidemment  de  la 
construction  qui   a  déterminé  le   centre  C,  que  l'angle 

(  *  )  Car  il  résulte  du  théorème  de  Newton  sur  les  rectangles  des  cordes, 
que  la  circonférence  osculatrice  à  l'ellipse  au  point  F,  coupe  l'ellipse  en 
un  point  P',  tel  que  la  corde  PP'  fait  avec  les  axes  les  mêmes  angles  que 
la  tangente  PD.  La  droite  PP'  est  donc  dirigée  suivant  PE.  En  outre,  les 
égalités  d'angles  FED  =  PDE,  MOE  =  POD  montrent  que  la  direction 
de  OM  est  celle  du  diamètre  conjugué  à  la  corde  PP',  puisque  le  rayon  OF 
est  conjugué  aux  cordes  parallèles  à  la  tangente  DPF;  donc  le  point  M 
est  le  milieu  de  la  corde  PP',  et  par  conséquent  le  centre  C  de  la  cir- 
conférence osculatrice,  au  point  P,  appartient  à  la  fois  à  la  perpendi- 
culaire MC   et  à  la  normale  PN. 
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CPO  =  GMC-,   donc  CPG  =  GMC.   De  celle  dernière 
égalité,  il  faut  conclure  que  les  quatre  points  P,  M,  C,  G 
appartiennent     à     une     même    circonférence  ,     et     que 
l'angle  PGC  est  droit. 

Les  triangles  rectangles  PGC,  PHR  sont  égaux,  puis- 
qu'on   a  PG  =  PH    et    CPG=HPK;  donc  PK  =  PC. 

Cela  posé,  remarquons  que  O  P  X  PH  =  PF  X  PD. 
Or,  le  produit  PF  X  PD  étant  égal  au  carré  du  demi-dia- 
mètre de  l'ellipse  conjugué  à  OP,  on  a 

PFXPD  =  rt!4-  b'  —  OP2; 

d'où 

OPXPH  —  a-+  b-—OP\ 

égalité  qui  donne  successivement 

OP:+OPXPH  =  «!+i2;     OPxOH  =  fl2+4'. 
Donc  la  puissance  du  point  O,  par  rapport  à  la  circonfé- 
rence décrite  sur  PK  comme  diamètre,  est  égale  à  a2 -h  b9. 
C'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Remarque.  —  Les  considérations  précédentes  con- 
duisent à  des  solutions  très-simples  de  plusieurs  questions 
ayant  pour  objet  de  déterminer  les  axes  a  a,  ib  d'une 
ellipse  au  moyen  de  certaines  données,  parmi  lesquelles 
se  trouve  le  rayon  du  cercle  osculateur  en  un  point  de  la 
courbe. 

i°  Les  données  sont  le  centre  O  de  l'ellipse  et  le 
rayon  CP  du  cercle  osculateur  au  point  P  de  la  courbe. 

On  inscrira,  dans  le  cercle  décrit  sur  CP  comme  dia- 
mètre, une  corde  PG ,  qui  fasse  avec  PC  un  angle 
CPG  =  CPO.  Les  axes  2a,  -xb  de  l'ellipse  seront  diri- 
gés suivant  les  bissectrices  OX,  OY  des  angles  POG. 
PO  M.  Et,  en  désignant  par  D,  F  les  points  où  ces  bissec- 
trices rencontrent  la  tangente  DPF,  et  par  x  et  y  les  per- 
pendiculaires abaissées  du  point  P  sur  les  droites  OY, 
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OX,  on  aura 

o»=ODXj;     et     /)'=OFxj. 

2°  On  donne  la  droite  X'X,  suivant  laquelle  Taxe  ia 
est  dirigé;  elle  rayon  CP  du  cercle  oscillateur  au  point  P. 

Soient  menées  la  droite  PE  qui  fasse  avec  X'X  l'angle 
PED  =  PDE,  et  la  perpendiculaire  CM  à  PE.  Le  centre  O 
de  l'ellipse  se  trouvera  à  la  rencontre  de  la  droite  X'X 
et  de  la  droite  menée  du  point  M  au  symétrique  du 
point  P  par  rapport  à  X'X.  Les  grandeurs  des  axes  2/7, 
ib  seront  ensuite  déterminées  par  les  formules 

o»=ODX«,     i!  =  OFxj. 

3°  On  donne  le  rayon  CP  du  cercle  osculateur  et  les 
points  D,  F,  où  la  tangente  DPF  rencontre  les  directions 
des  axes  OX,  OY. 

Soit  H  un  point  commun  aux  deux  circonférences  qui 
ont  respectivement  pour  diamètres  DPF,  et  la  droite  PK 
égale  à  CP  et  prise,  à  partir  du  point  P,  sur  le  prolonge- 
ment de  CP.  On  obtiendra  le  centre  O  de  l'ellipse,  en 
prolongeant  la  droite  HP  jusqu'à  sa  rencontre  avec  la 
circonférence  dont  DF  est  le  diamètre.  Les  axes  seront 
dirigés  suivant  les  droites  OD,  OF,  et  leurs  grandeurs 
se  détermineront  comme  précédemment.  La  question  peut 
admettre  deux  solutions. 

11  est  encore  facile  de  trouver  la  valeur  de  la  distance 
des  centres  O,  C  en  fonction  des  rayons  OP,  CP  et  des 
axes  de  l'ellipse.  En  effet,  la  droite  PH  étant  égale  à  la 
projection  de  CP  sur  OP,  le  triangle  OCP  donne 

OCJ=  OP*  +  CP'—  2OP.PH. 

Mais  on  a  vu  que  OPxPH=a2-t-  lr  —  OP2-,  donc 

OC2=  30P'+  CP2—  ?.{a-  -\-  b*). 

(G.) 

Ann.  de  Mathèmat.,  ■•''  série,  i    X.     Octobre  1871.  3o 
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BIBLIOGRAPHIE  ÉTRANGÈRE. 


Sur  la  théorie  de  quelques  courbes  pédales.  Mémoire  de 
M.  Barnabe  Toriolini,  professeur  de  calcul  trans- 
cendant à  l'Université  de  Rome,  et  l'un  des  quarante 
de  la  Société  italienne.  (Extrait  des  Actes  de  Y  Acadé- 
mie pontificale,  XXIVe  année,  session  du  16  avril  1871 . 
Rome,  imprimerie  des  Sciences  mathématiques  et 
physiques,  via  lata,  n°  211,  A.) 

Nous  donnerons  une  courte  analyse  de  ce  Mémoire, 
qui  renferme  des  résultats  remarquables  obtenus  par  des 
calculs  simples  et  élégants. 

L'auteur  appelle  courbe  pédale,  ce  que  nous  nommons 
en  France  courbe  podaire,  c'est-à-dire  le  lieu  géomé- 
trique des  projeclions  d'un  point  fixe  sur  les  droites  tan- 
gentes à  une  courbe  donnée. 

W.  Roberts,  de  Dublin,  appelle  cette  même  ligne  la 
dérivée  positive  de  la  courbe  donnée,  et  il  nomme  dé- 
rivée négative  l'enveloppe  des  normales  menées  à  la 
courbe  donnée  par  ses  points  de  rencontre  avec  les  rayons 
vecteurs  issus  d'un  point  fixe  (*). 

Dans  son  opuscule,  M.  Tortolini  commence  par  ré- 
soudre les  deux  problèmes  suivants  :  Etant  donnée  l'équa- 
tion d'une  courbe,  trouver  l'équation  de  la  dérivée  posi- 
tive et  celle  de  la  dérivée  négative.  Il  montre  ensuite 
la  liaison  qui   existe  entre  ces  deux  genres  de  dérivées. 


(*)  On  a  aussi  appelé,  dans  un  cercle,  pédale  d'un  point  P  pris  sur  la 
circonférence,  la  ligne  droite  sur  laquelle  se  trouvent  les  pieds  des  per- 
pendiculaires abaissées  de  ce  point  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit 
(The  Quarierly  Journal,  nos  33,  3'|,  36).  Mais  on  voit  que  ces  dénomina- 
tions identiques  se  rapportent  à  des  objets  distincts. 
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La  courbe  primitive  est  la  dérivée    négative  de   la  dé- 
rivée positive 5  de  même,  la  courbe  primitive  est  la  dé- 
rivée positive  de  la  dérivée  négative. 

L'auteur  s'occupe  ensuite  de  la  première  dérivée 
négative  du  centre  de  l'ellipse.  Son  équation  est  du 
sixième  degré;  il  y  parvient  au  moyen  d'une  élimination 
élégante.  Cette  dérivée  a  reçu  le  nom  de  courbe  de 
Talbot.  Elle  jouit  de  cette  propriété  remarquable  que 
son  quadrant  représente  la  transcendante  elliptique  com- 
plète de  première  espèce. 

La  première  dérivée  positive  du  centre  de  l'ellipse  est 
une  courbe  du  quatrième  degré.  La  seconde  dérivée  po- 
sitive est  une  courbe  du  douzième  degré,  dont  MM.  Hirst 
et  W.  Roberts  se  sont  occupés. 

Cette  dérivée  a  cela  de  remarquable,  qu'elle  est  une 
figure  inverse  de  la  courbe  de  Talbot,  c'est-à-dire  qu'on 
l'obtient  en  remplaçant  dans  la  courbe  de  Talbot 

.r,      >,      a,      b, 
respectivement  par 


Cette  remarque  importante  est  due  à  M.  Hirst. 

M.  Tortolini  rappelle,  à  la  fin  de  son  Mémoire,  que 
Cayley  a  déterminé  la  surface,  première  dérivée  négative 
du  centre  d'un  ellipsoïde.  Cette  surface  est  du  dixième 
degré. 

Suivant  la  remarque  de  Hirst,  on  passera  à  la  seconde 
dérivée  positive  du  centre,  en  remplaçant  dans  la  surface 
précédente 

x,      y,      z,      e/,      b,      c, 

respectivement  par 

x        y        z        i        i        i 

/••         r1         /•         a         0        c 

3o. 
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/■  étant  donné  par  la  relation 

r2  =  x2  +  y 2  -+-  z1. 

L'équation  de  cette  nouvelle  surface  est  probablement 
du  vingtième  degré,  suivant  M.  Tortolini.  J.  B. 

BIBLIOGRAPHIE. 


Notice  sur  les  principales  méthodes  de  géométrie  supé- 
rieure; par  L.  Millet.  Laval  Deverdun,  imprimeur- 
lithographe.  —  Prix  :  6  francs. 

En  publiant  cet  ouvrage,  l'auteur  s'est  proposé  d'offrir 
aux  élèves  d'élémentaires  et  de  mathématiques  spéciales, 
un  livre  de  transition  entre  les  traités  purement  clas- 
siques de  géométrie  et  les  traités  de  géométrie  supérieure 
qui  ont  illustré  les  noms  de  Chasles,  Poncelet,  etc.  Ce 
qui  recommande  ce  travail  à  l'attention  du  public,  ce 
sont  les  applications  aussi  nombreuses  que  variées  qui  en 
font  un  véritable  recueil  de  problèmes,  et  qui  permettent 
à  l'esprit  de  saisir  facilement  tous  les  différents  genres 
de  questions  que  chaque  méthode  est  appelée  à  résoudre. 
Après  avoir  exposé  la  méthode  des  transversales,  les  divi- 
sions anharmonique  et  harmonique,  les  faisceaux  homo- 
graphiques,  la  théorie  des  pôles  et  polaires  dans  le  cercle, 
M.  Millet  résume  en  quelque  sorte  ces  différentes  mé- 
thodes par  des  exemples  choisis,  empruntés  aux  concours 
généraux  des  Lycées  de  Paris.  L'auteur  passe  ensuite 
aux  méthodes  dites  de  transformation  :  ici  est  la  véritable 
originalité  de  cet  ouvrage  élémentaire.  Nous  signalerons 
quelques  nouvelles  applications  dans  la  méthode  des 
polaires  réciproques,  et  nous  recommanderons  particu- 
lièrement la  méthode  de  transformation  par  ravons  vec- 
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teurs  réciproques,  qui  a  été  très  développée  et  contient 
beaucoup  d'applications  heureuses;  un  nouveau  théo- 
rème, p.  i3g,  quelques  démonstrations  nouvelles  et  fort 
élégantes  rendent  cette  partie  très-intéressante.  Dans  les 
deux  chapitres,  qui  sont  consacrés  à  la  méthode  des 
projections  perspectives  de  M.  Poncelet,  quelques  théo- 
rèmes très-généraux  font  ressortir  la  facilité  avec  laquelle 
cette  méthode  sert  à  résoudre  les  questions  les  plus  diffi- 
ciles. Citons,  en  terminant,  la  méthode  des  figures  sem- 
blables que  l'auteur  a  cru  devoir  introduire  dans  ce 
recueil  à  cause  de  son  importance,  et  enfin  la  méthode 
géométrique  de  Fermât  pour  les  maxima  et  minima,  où 
l'auteur  a  su,  par  un  heureux  choix  d'exemples,  montrer 
l'application  à  la  géométrie  d'une  méthode  qui  appar- 
tient réellement  au  calcul  différentiel. 

L'auteur  a  dû  aulographier  lui-même  cet  ouvrage,  en 
présence  des  difficultés  que  présente  l'impression  d'un 
cours  de  géométrie  contenant  autant  de  figures  nouvelles. 

(Un  Abonné.) 


FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  PARIS. 

LICENCE    ES    SCIENCES    MATHÉMATIQUES. 


Session  du  \n  août   1871. 

irc  Question.  —  Trouver  les  lignes  de  courbure  de  la 
surface  développable,  enveloppe  du  plan  mobile  dont 
l'équation  est 


Z  =  ai  -r-  J<f'\y-)  ■+-  R  v/'  -+-  a:H-  "?%«). 

où  x  est  un  paramètre  variable,  <p(«)  une  fonction  arbi- 
traire de  ce  paramètre,  et  R  une  constante  donnée. 
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On  fera  voir  : 

Que  les  génératrices  rectilignes  constituent  un  pre- 
mier système  de  lignes  de  courbure,  comme  dans  toutes 
les  surfaces  développables  ; 

Quo  les  lignes  de  courbure  du  second  système  sont 
situées  sur  des  sphères  concentriques  à  la  sphère  qui 
touche  le  plan  mobile. 

(Durée  de  la  séance  :  trois  heures.) 

28  Question.  —  Déterminer  le  mouvement  d'une  ba- 
guette rectiligne  pesante  homogène  dont  les  extrémités 
sont  assujetties  à  glisser  sans  frottement,  l'une  sur  une 
droite  horizontale  Ojr,  l'autre  sur  une  droite  verticale  Or". 
On  calculera  les  pressions  exercées  par  les  extrémités  de 
la  baguette  sur  les  deux  droites. 

(Durée  de  la  séance  :  trois  heures.) 


CONCOURS  D'AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHEMATIQUES 
DE  1871 


(voir  même  touie,  p.  371). 


•2e    SÉRIE    D'ÉPREUVES.    LEÇONS    TIRÉES    AU    SORT. 

Mathématiques  élémentaires . 

1.  Changement  de  plans  de  projection;  rotations;  ra- 
battements. 

2.  Inscription  des  polygones  réguliers  dans  le  cercle. 

3.  Construction  des  tables  trigonométriques. 

4.  Division  algébrique. 

o.   Résolution  et  discussion  de  deux  équations  du  pre- 
mier degré  à  deux  inconnues. 

G.    Mouvement  réel  de  la  Terre:  saisons. 
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7.  Volume  des  corps  ronds. 

8.  Première  leçon  sur  la  mesure  des  volumes. 

9.  Plus  grand  commun  diviseur  et  plus  petit  multiple 
commun. 

10.  Equations  du  second  degré  à  une  inconnue. 

O  X*  -4—  bx  — f-  c 

11.  Valeurs  maximum  et  minimum  de  — 


discussion. 

12.  Cartes  géographiques. 

13.  Quantités  négatives. 

14.  Composition  des  forces  parallèles;  application  à  la 
détermination  des  centres  de  gravité. 

lo.   Triangles  et  polygones  sphériques. 
10.  Similitude  et  homothétie  dans  le  plan. 

Mathématiques  spéciales. 

!.   Plans  tangents  aux  surfaces  de  révolution  (descrip- 
tive). 

2.  Théorie  des  foyers. 

3.  Convergence  des  séries. 

4-   Génératrices  rectilignes  dans  les  surfaces  du  second 
ordre. 

5.  Formule  du  binôme. 

6.  Tangentes  et  points  multiples  dans  les  courbes  algé- 
briques. 

7.  Section  droite  d'un   cylindre  oblique:  développe- 
ment. 

8.  Théorème  de  Slurm. 

9.  Diamètres  et  axes  dans  les  courbes  du  second  ordre. 

10.  Construction  des  courbes  en  coordonnées  polaires 
(tangentes,  asymptotes,  etc.). 

11.  Théorie  des  asymptotes. 

12.  Réduction  de  l'équation  du  second  degré  a  deux 
variables. 
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13.  Théorie  des  projections;  application  à   la  trans- 
formation des  coordonnées  dans  l'espace. 

14.  Homothétie;  application  aux  surfaces  du  second 
ordre. 

lo.   Sections  circulaires  des  surfaces  du  second  ordre; 
génération  de  ces  surfaces  à  l'aide  d'un  cercle. 
16.  Règle  des  signes  de  Descartes. 

3e    SÉRIE    n'ÉPREUVES.    COMPOSITION    ÉCRITE. 

•Sut'  les  matières  de  la  licence  ès-sciences  mathématiques . 

i°  Etant  donnée  une  ligne  S  dans  l'espace,  on  déter- 
mine la  courbe  S'  lieu  des  centres  des  sphères  d'un  rayon 
donné,  R,  ayant  avec  cette  courbe  un  contact  du  second 
ordre.  On  propose  de  faire  voir  que,  réciproquement,  la 
courbe  proposée  S  est  pour  la  courbe  S'  le  lieu  des  cen- 
tres des  sphères  du  même  rayon  R  ayant  avec  elle  un 
contact  du  second  ordre. 

2°  Une  tige  homogène  pesante,  dont  on  néglige  les  di- 
mensions transversales,  est  en  mouvement  dans  un  plan 
vertical.  On  donne  pour  une  certaine  époque  sa  vitesse 
de  rotation  et  la  position  du  centre  instantané  de  rota- 
tion, qu'on  supposera  situé  sur  la  direction  même  de  la 
tige.  En  cet  instant  la  tige  heurte  par  un  de  ses  points, 
qui  devient  ainsi  momentanément  immobile,  un  obstacle 
fixe.  On  propose  de  déterminer  d'abord  les  effets  du  choc, 
puis  le  mouvement  ultérieur  de  la  tige. 

On  examinera  comment  les  effets  du  choc  varient  avec 
la  position  de  l'obstacle  fixe. 

Calcul. 
Calculer  la  pins  grande  des  racines  de  l'équation 
c*  =  3 1 200 . sin x  -+■  ^Soo.cosj. 
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Géométrie  descriptive. 

Une  sphère  opaque  de  6  centimètres  de  rayon  est  posée 
sur  le  plan  horizontal  et  touche  en  même  temps  le  plan 
vertical  de  projection.  Elle  est  éclairée  par  un  point  lu- 
mineux situé  à  12  centimètres  au-dessus  du  plan  hori- 
zontal, et  tellement  placé  que  l'ombre  portée  sur  le  plan 
horizontal  rencontre  la  ligne  de  terre  en  un  point  donné  M 
et  sous  un  angle  donné. 

On  demande  : 

i°  De  trouver  la  position  du  point  lumineux; 

20  De  tracer  les  ombres  portées  par  la  sphère  sur  les 
deux  plans  de  projection  5 

3°  De  construire  les  projections  de  l'ombre  propre  de 
la  sphère. 

On  prendra  le  point  M  à  18  centimètres  à  droite  du 
point  A  où  la  ligne  de  terre  est  rencontrée  par  la  verti- 
cale qui  projette  le  centre  de  la  sphère  sur  les  plans  de 
projection.  L'angle  donné  sera  pris  égal  à  45  degrés. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECUNIQIE. 
(ANNÉE  1871.) 

Composition  de  Géométrie  descriptive. 

Intersection  de  surfaces.  —  Un  triangle  équi latéral  abc 
de  5  centimètres  de  côté,  situé  dans  un  plan  horizontal 
élevé  de  6  centimètres  au-dessus  de  la  ligne  de  terre  :  un 
des  côtés  est  parallèle  au  plan  vertical  et  à  6  centimètres 
de  ce  plan  -, 

Trois  sphères  avant  leurs  centres  aux  points  a,  6,  c  et 
un  rayon  commun  de  ^>  centimètres. 
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Il  s'agit  : 

i°  De  construire  l'intersection  des  trois  sphères: 
2°   De  détacher,  par  un  mouvement  de  transport  pa- 
rallèle, le  solide  commun   à  ces  trois  sphères,  et  d'en 
faire  séparément  les  projections. 

Résolution  d  un  triangle. 

Etant  donnés  dans  un  triangle  ABC  les  côtés,  savoir  : 

a  =  22  6i8m,  78, 
b  =  28  48im,i7, 
c  =  345i8m,95, 

trouver  les  trois  angles. 

EXERCICES  POUR  LA  LICENCE 

(suite,  voir  même  tome,  p.  332); 

Par  M.    W.-H.  BESANT, 

«lu  collège  de  Saint-Jean  à  Cambridge. 


13.   La  roulette,  sur  une  ligne  droite,  du  pôle  d'une 
spirale  hyperbolique  rQ  =  c,  est 


EL  —     y 


et  le  pôle  de  la  courbe  cnp  =  r"+1  est 


ds  \  "+1 
dx 


14.  Une  courbe  roule  symétriquement  sur  une  courbe 
égale,  entraînant  une  développante.  L'enveloppe  de  cette 
dernière  courbe  est  une  développante  de  la  courbe  fixe. 

lo.   Si  une  courbe  roule  sur  une  ligne  droite,  la  cour- 
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bure  de  la  roulette  d'un  point  varie  comme  —  (-)>»  el 

1  d/j  \r  / 

r  étant  rapportés  à  ce  point. 
Si  la  courbe  est 

a  ■    , 

—  =  l  -+-  sera  sinf  d  sina  , 

r  v 

la  roulette  est  un  cercle. 

16.  La  courbe  P'Q  roule  sur  la  courbe  PQ,  P'  passant 
par  P-,  la  roulette  de  P'  est,  dans  le  voisinage  de  P,  une 

parabole  semi-cubique  dont  le  paramètre  est  ^9 — - — tt^s 

p  et  p'  étant  les  rayons  de  courbure  du  point  de  contact. 

17.  Si  un  arc  donné  d'une  courbe  roule,  d'abord  exté- 
rieurement, puis  intérieurement,  sur  le  même  arc  d'une 
courbe  fixe,  la  somme  des  arcs  des  roulettes  d'un  même 
point  est  indépendante  de  la  courbe  fixe. 

La  même  indépendance  existe  aussi  pour  la  somme  des 
aires  comprises  entre  les  ligues  joignant  le  point  entraîné 
au  point  de  contact. 

18.  Si  une  parabole  roule  sur  une  droite,  l'enveloppe 
de  sa  directrice  est  une  chaînette. 

19.  Une  chaînette,  s  =  c  tang<J>,  roule  symétriquement 
sur  une  chaînette  égale;  l'équation  de  son  axe  est 

da                            t:  —  iL          c  -ii     ,    -h 

— -  =  c  logtanir  — -. 1 tang  —  sec-- 

d$  D°4  222 

20.  La  portion  de  la  tangente  en  un  point  dune  hypo- 
cycloïde  à  trois  sommets,  comprise  dans  l'intérieur  de  la 
courbe,  a  une  longueur  constante. 

21.  Si  une  courbe  ovale  roule  sur  une  ligne  droite, 
prouver  que  l'aire  tracée  par  un  point  O  dans  la  courbe 

surpasse  1  aire  de  la  courbe  de  -    /        r*d<p,  en  appelant 
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r  la  distance  du  point  O  à  un  point  P  de  la  courbe,  et  çp 
l'angle  que  la  tangente  en  P  fait  avec  une  ligne  fixe  prise 
dans  la  courbe  ;  appliquer  ce  théorème  à  trouver  l'aire  de 
la  cycloïde. 

22.  Si  une  courbe  ovale  A  roule  sur  une  courbe  égale 
et  semblable  B,  de  sorte  que  le  point  de  contact  est  un 
centre  de  similitude,  l'aire  totale  déterminée  par  un 
point  O  lorsque  A  a  fait  une  révolution  complète  est 
double  de  l'aire  que  l'on  aurait  obtenue  si  la  courbe  A 
avait  roulé  sur  une  droite. 

23.  Une  parabole  roule  sur  une  droite  d'une  des  ex- 
trémités du  paramètre  à  l'autre;  la  longueur  de  l'arc 
enveloppé  par  l'axe  est   2«log(2E). 

24.  Une  parabole  roule  symétriquement  sur  une  para- 
bole égale  dune  extrémité  du  paramètre  !\a  à  l'autre;  la 
longueur  de  l'arc  enveloppé  par  l'axe  est  2«log(4E). 

25.  Un  diamètre  d'un  cercle  roule  sur  une  courbe; 
l'enveloppe  du  cercle  consiste  en  deux  développantes  de 
la  courbe. 

26.  Un  cercle  de  rayon  b  roule  sur  un  cercle  fixe  de 
rayon  a;  l'aire  comprise  entre  le  cercle  fixe  et  l'enve- 
loppe d'un  diamètre  pour  une  demi-révolution,  d'une 

extrémité  du  diamètre  à  l'autre,  est  égale  à  - —  (3a-\-b). 

27.  La  lemniscate  rs  =  ar  cos  2  6  roule  sur  une  droite  ; 
l'équation  tangentielle  polaire  de  la  roulette  produite  par 
son  pôle  est 

dp  1— — 

- — h  p  tang<p  =  a  tangy  ysincp, 

et  l'équation  de  l'enveloppe  de  son  axe  est 

ds  a  (  .    <f 

-"ino  —  5  sm- 


6  y/  cos  J 
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28.  Un  cercle  roule  sur  un  cercle  fixe  ;  l'enveloppe 
dune  droite  est  une  développante  d'épicycloïde. 

29.  Une  chaînette  roule  sur  une  droite;  l'enveloppe 
d'une  droite  entraînée  est  une  développante  de  parabole. 

30.  Une  ellipse  roule  symétriquement  sur  une  ellipse 
égale-,  prouver  que  la  longueur  totale  de  l'arc  enveloppé 
par  son  axe  est 


2tf      I  -+- 


fc  i  —  ej 
{La  suite  prochainement. 


CONCOURS  D  ADMISSION  A  L'ÉCOLE  CENTRALE^ 

(ANNÉE  1871). 

PREMIÈRE  SESSION. 
Compositions  du  7  et  du  8  juillet  1871. 


Composition  de  mathématiques. 

On  donne  une  hyperbole  équilatère  rapportée  à  ses 
asymptotes  xy  =  m2,  et  une  droite  fixe  AB.  On  suppose 

y\ 


qu'une  droite  mobile  PQ  se  déplace  de  manière  à  être 
constamment  parallèle  à  O.r,  que  le  point  Q  glisse  sur  AB 
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et  que  la  droite  PQ  ait  son  milieu  I  sur  l'hyperbole.  On 
demande  : 

i°  Le  lieu  du  point  P; 

2°  Démontrer  que  la  tangente  en  chaque  point  P  du 
lieu,  la  tangente  au  point  I  de  l'hyperbole  et  la  droite  AB 
passent  par  un  même  point; 

3°  Le  lieu  du  point  P  ayant  été  trouvé,  on  suppose 
que  AB  change  de  position  en  tournant  autour  d'un 
point  G.  On  demande  le  lieu  des  foyers  des  courbes 
lieux  des  points  P. 

Composition  de  physique. 

Loi  du  mélange  des  gaz. 

Cas  particulier  où  l'un  des  gaz  est  remplacé  par  la  va- 
peur d'eau  à  saturation. 

Préparation  de  l'ammoniaque. 

Densité  de  l'ammoniaque,  étant  donnée  sa  composition. 

Triangle. 
Résoudre  un  triangle  connaissant  les  trois  côtés. 

Épure. 

Etant  donné  un  hyperboloïde  de  révolution  dont  l'axe 
est  vertical,  le  rayon  du  cercle  de  gorge  est  3  centimètres. 
Le  rayon  du  cercle  de  base  est  8  ceu  timètres,  l'hyperboloïde 
étant  coupé  par  deux  plans  horizontaux  à  égale  distance  du 
cercle  de  gorge,  l'un  étant  le  plan  horizontal.  On  donne, 
en  second  lieu,  un  ellipsoïde  de  révolution  du  même 
centre,  dont  l'axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Les  deux 
diamètres  ont  i4  centimètres  et  8  centimètres.  On  de- 
mande de  construire  les  projections  de  l'intersection  de 
ces  deux  surfaces  de  révolution. 

Construction  de  la  tangente. 
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QUESTIONS. 


1040.  On  donne  deux  surfaces  fixes  du  second  ordre; 
on  imagine  une  droite  D  telle  que  les  plans  tangents  aux 
points  où  elle  rencontre  les  deux  surfaces,  se  coupent 
en  un  même  point  M  : 

i°  Lorsqu'on  se  donne  le  point  M,  il  y  a  une  droite  D, 
et  une  seule,  satisfaisant  à  la  question;  elle  est  l'inter- 
section des  plans  polaires  du  point  M  par  rapport  aux 
deux  surfaces. 

2°  Lorsque  le  point  M  décrit  une  droite  fixe,  la 
droite  D  décrit  une  surface  du  second  ordre  circonscrite 
au  tétraèdre  conjugué  par  rapport  aux  deux  surfaces. 

3°  Lorsque  la  droite  D  se  meut  sur  un  plan  fixe,  le 
point  M  décrit  une  cubique  gauche.        (L.  Painvin.) 

1041.  On  donne  deux  surfaces  fixes  du  second  ordre, 
qui  se  raccordent  suivant  une  droite  unique  AB. 

i°  Les  pôles  d'un  même  plan,  P,  par  rapport  aux  deux 
surfaces  sont  sur  une  droite  A  qui  rencontre  la  ligne  AB. 

2°  Lorsque  la  droite  A  décrit  un  plan  fixe  passant 
par  AB,  le  plan  P  tourne  autour  d'un  point  fixe  égale- 
ment situé  sur  AB. 

3°  Lorsque  le  plan  P  tourne  autour  d'une  droite  fixe, 
la  droite  A  décrit  une  surface  du  second  ordre  passant 
par  la  ligne  AB.  (L.  Painvin.) 

1042.  On  donne  quatre  surfaces  fixes  du  second  ordre 
passant  par  une  même  courbe  gauche  du  quatrième  ordre, 
ayant  un  point  double  de  rebroussement  : 

i°  Un  point  M  se  meut  sur  Tune  d'elles  ;  trouver  le 
lieu  du  point  de  rencontre  des  plans  polaires  du  point  M 
par  rapport  à  chacune  des  trois  autres  surfaces. 
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2°  Un  plan  P  touche  l'une  d'elles;  trouver  l'enveloppe 
du  plan  passant  par  les  pôles  du  plan  P  relatifs  à  chacune 
des  trois  autres  surfaces.  (L.  Painvin.) 

1043.  On  donne  une  conique  et  dans  le  même  plan  une 
droite,  sur  la  conique  deux  premiers  points  fixes  M,  N 
et  un  troisième  point  variable  a;  les  droites  a  M,  aN  in- 
terceptent sur  la  droite  D  un  segment  mn  dont  la  situa- 
tion et  la  grandeur  varient  avec  la  situation  du  point  a. 
Démontrer  qu'il  existe  sur  le  plan  deux  points  d'où  on 
voit  ces  segments  variables  sous  un  angle  constant;  et 
que,  si  on  déplace  les  points  M  et  N,  les  segments  mn 
pourront  être  vus  encore,  soit  sous  le  même  angle  que 
précédemment,  soit  sous  un  nouvel  angle,  selon  les  si- 
tuations nouvelles  de  M  et  N;mais  que  c'est  toujours 
aux  mêmes  points  du  plan  qu'il  faudra  se  placer  pour  les 
voir  sous  un  angle  constant. 

Nota.  Lorsque  la  droite  donnée  est  une  directrice  de 
la  conique,  les  points  en  question  sont  le  foyer  corres- 
pondant et  son  symétrique.  —  Ce  cas  particulier  a  déjà 
été  indiqué  et  démontré  dans  les  Nouvelles  Annales 
(t.   XVII,  p.  3t   et   179,  année  i858). 

(A.  Transon.) 

1 044.  Une  droite  et  un  segment  fixe  AB  sont  situés  dans 
un  plan  quelconque;  si  l'on  joint  un  point  quelconque  P 
du  plan  aux  extrémités  A  et  B  du  segment,  les  lignes  PA 
et  PB  déterminent  sur  la  droite  la  perspective  A'B'  du 
segment.  Quelle  courbe  doit  décrire  le  point  P  pour  que 
cette  perspective  conserve  toujours  la  même  longueur? 

(Harkema.) 


(  48i  ) 
THÉORÈHE  SIR  LES  SURFACES  ; 

Par  M.  L.   PAINVIN. 


1.  J'énoncerai  d'abord  la  proposition  que  je  veux  éta- 
blir : 

i°  Soient  donnés  trois  points  fixes  A,  B,  C  et  une 
surf  ace  fixe  S  du  mihne  ordre;  on  imagine  un  point  M 
5e  déplaçant  sur  la  surface  S,  puis,  avec  trois  autres 
points  fixes  A',  B',  G'  donnés  datis  l'espace,  on  construit 
une  pyramide  A'B'C'S  telle  qu'on  ait  toujours,  quelle 
que  soit  la  position  du  point  M  sur  la  surface  2, 

SA'  =  MA ,     SB'  =  MB,     SC  =  MC  ; 

le  point  S  décrira  une  surface  (S)  d'ordre  t±m  en  gé- 
néral; l'ordre  se  réduira  à  2  m  si  la  surface  directrice  S 
est  symétrique  par  rapport  au  plan  ABC. 

2°  Prenons  maintenant  sur  MA,  MB,  MC  des  lon- 
gueurs MA],  MBj,  MCj  telles  que  leur  résultante  soit 
dirigée  suivant  la  normale  en  M  à  la  surface  2;  si  l'on 
porte  alors  sur  SA',  SB',  SC  des  longueurs  SA',,  SB',, 
SC,  respectivement  égales  à  MAn  MB1;  MC1?  la  résul- 
tante des  trois  lignes  SA', ,  SB', ,  SC,  sera  normale  en  S 
à  la  surface  (S). 

Je  n'ai  pas  besoin  d'ajouter  qu'on  a  un  théorème  ana- 
logue pour  les  courbes. 

2.  Nous  prendrons  pour  plan  des  xy  le  plan  des  trois 
points  A,  B,  C;  soient  alors 

a,    fi,   o;      a,,   p,,    o;      a„    fj„   o 
■  '■.un.  de  Ualhéntat.,  V  série.  !.  \    (Noveml  •  3i 
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les  coordonnées  respectives  des  points  A,  B,  C;  puis 

a,    b,   c;      a,,    &,,   c,  ;      aly   h-,,   c2 

celles  des  points  A',  B',  C;  désignons  enfin  par  1,  ^t,  v 
les  coordonnées  du  point  M,  et  par  x,  y,  z  celles  du 
point  S,  et  posons 

(  r2  =  [x  —   a  )2  -+-  ( y  —  b  )2  -+•  (z  —   c)2, 
(ï)  rî=(ar  — a,)» +(r—*,)» +  («  —  «,)», 

(  r\  =  (x  —  a,y-h  (y  —  b2)*  -4-  {z  —  c2)J; 

d'après  les  conditions  imposées,  on  aura 

(3)  F(lL,fsv)=o, 

en  supposant  que  F(:c,^,  z)  =  o  est  l'équation  de  la 
surface  directrice  2. 

Si  l'on  élimine  X,  ^,  v  entre  les  quatre  équations  (2) 
et  (3),  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

qui  sera  l'équation  de  la  surface  engendrée  (S),  en  y 
supposant  /*,  rt,  i\  remplacés  par  leurs  valeurs  (1). 

Remarque.  —  Si  l'on  remplace,  dans  l'équation  (4), 
''5  '"n  '"2  par  les  valeurs  (2),  on  aura  une  identité,  pourvu 
qu'on  tienne  compte  de  la  relation  (3);  en  d'autres  ter- 
mes, si,  après  celte  substitution,  on  élimine  v,  par  exem- 
ple, entre  les  équations  (3)  et  (4),  on  aura  une  identité 
en  1  et  fx;  cette  remarque  nous  sera  utile  plus  loin. 

3.   Cherchons  d'abord  le  degré  de  l'équation  (4)- 
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En  ajoutant  les  équations  (2),  on  trouve 

3(V  +  p-2+v2)-2)l(«-ha1-l-a2)-2^(J34-p1  +  p2) 

d'après  cela,  on  pourra  substituer  au  système  (2)  un 
système  formé  de  l'équation  précédente  et  de  deux  équa- 
tions de  la  forme 

Il  -+-  my.  =Ar!  +  A,r2  +  Ajr|+A„ 
/,  l  -+-  m ,  p.  =  B  r-  -h  B,  r\  -f-  B2  rj  -+-  B3  ; 

de  là  on  déduit 

>.  =  LrJ  -4-  L,  r]  -f-  L,r=  H-  L3, 
pi  =  Mr'4-  M,  r]  -f-  M2 r2.  -+-  M3, 

v'  =  Nr<  -f-N,r«  +  N2/-*-4-  N'rjr'-f  N"/-1/-*  +Nwr,rj 
H-  Pr2  -t-P.rf+PjT-î-hPs, 

L,  Lj,  L5,. . .,  N,. . .,  N',...,  P,. . .  étant  des  constantes. 

Tl  est  maintenant  facile  de  constater  que  la  substitution 
de  ces  dernières  valeurs  dans  l'équation  F(X,p,  v)  =0 
donnera  un  résultat  du  degré  \m  ou  du  degré  zm  en  ar, 
jy,  z,  suivant  que  celte  équation  renfermera  ou  ne  ren- 
fermera pas  de  puissances  impaires  de  v,  c'est-à-dire  sui- 
vant que  la  surface  S  ne  sera  pas  ou  sera  symétrique  par 
rapport  au  plan  ABC. 

4.  Démontrons  maintenant  la  propriété  relative  aux 
normales. 

D'après  la  remarque  faite  au  n°  2,  les  dérivées,  par 
rapport  à  X  et  fx,  du  premier  membre  de  l'équation  (4) 
doivent  être  identiquement  nulles,  si  l'on  y  regarde  /', 
rl5  r8  comme  ayant  les  valeurs  (2),  et  si  l'on  y  considère 
v  comme  une  fonction  de  À  et  fx  définie  par  l'équation  (3  )  ; 

3i. 
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on  a  donc,  d'après  cela, 

do  dr         dq  dr,  dq  dr2 

dr  d\        dr,  d\  dr2  d\ 

I  dq  dr  dq  dr,         dq  dr,  \  dv 

\dr  dv  dr,   dv         dr-,  dv  I  d\ 

dq   dr        dq    dr,         dq  dr2 
dr   du.        dr,  dp         dr,  du, 

dq  dr         dq  dr,         dq  dr2  \   dv 


dr  dv        dr,  dv     '    dr2  dv  )  du. 

mais  les  équations  (2)  nous  donnent 

dr  ).  —  x         dr         y.  —  p         dr         v 

dï  r  du.  r  dv         r 

et,  d'après  l'équation  (3),  il  vient 


;s) 


dF        dF  dv 

dï  +  dv~dl~~  °' 

dF  ^  dF  dv 
dy         dv    du 

ne  les  relations 

dq  X  —  a          dq  /  —  se, 

do  A  —  a2        „  dF 

dr       r              dr,       r, 

dr2       r2                 d\ 

dq  y  —  ft          dq  y.  —  [3, 
dr       r              dr,        r, 

dqy-£2            dF 

h  ^                   —  K  /    ' 
dr2       r2                 dy 

dq  v  dq    v  dq    v  dF 

dr  r         dr,  r,         dr,  r,  dv 


Si  maintenant  nous  portons  sur  MA,  MB,  MC  des 
longueurs  A,  B,  C,  les  projections  de  la  résultante  de  ces 
longueurs  sur  les  axes  O.r,  Oj,  Oz  de  coordonnées  seront 


A  — «         _  A  —  a,              à  —  a- 
A 4-  B -  4-  C -' 


r  r, 


—  R. 
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puisque  les  longueurs  MA,  MB,  MC  sont  respectivement 
égales,  d'après  les  hypothèses,  à  /•,  ri5  r2.  Mais  si,  d'un 
autre  côté,  la  résultante  des  longueurs  A  ,  B,  C  doit  coïn- 
cider avec  la  normale  au  point  (?>,  p,  v)  à  la  surface  S, 
F(^,  f/,  v)  =  o,  on  aura 


a! 


(6) 


'  aï— JUnC- 


/•2  ai 

r,  dp. 


A- 


H-B- 


+  C- 


dv 


T,„.     •        •         ,     f/F     r/F     r/F  ,        ,  .  ,-, 

L  élimination  de  — ?  -r-»  — —  ?  entre  les  équations  (5) 
«TA     <//*     t/v  J  v 

et  (6),  conduit  à 

\  —  a             A  —  a., 
A h  B 


**&* 


dr       r 


-h 


c* 

— 

a2 

ra 

dy 

X 

—  a, 

rfr. 


d(f  X  —  aj 
t?r2       r2 


17) 


équations  qu'on  peut  écrire 

/              „  rfo  \  X  —  a, 
H-     C-K"-^) =°» 


r//-5  /        r, 


A  —  K 


dr  I  r 


-+-     B  -  K 


,/<M  « 


«-/r,  y  >-, 


o. 
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Or  le  déterminant 


X  —  a 

X  —  a, 

X  —  a2 

r 

n 

r7 

a  —  0! 

X  —  se      X  —  a  i      X  —  a* 

P  —  P      P—  P<      f*~  Pi 
i  i  I 


n'est  pas  nul,  puisqu'il  représente  le  double  de  la  surface 
du  triangle  ABC-,  il  résulte  donc  des  équations  (7)  : 


(8) 


ar  a>,  a/-2 


5.  Ceci  établi,  portons  les  longueurs  A,  B ,  C  sur  SA', 
SB',  SC'j  les  projections  de  la  résultante  sur  Ox,  Oy, 
Oz  seront  respectivement 


y  —  b  r  —  b, 

A.± hB^ ■ 


B 


r, 

z  —  c, 


X 

— 

«a 

r. 

y 

b. 

'. 

~  - 

c2 

ou,  d'après  les  valeurs  (8), 

„  l  do  x  —  a        do  x  —  a,  do  x  —  a7 

\dr       r             dr,        r,  dr%       r2 

„  I do  y  —  b         do    y- — b.  do    y — b-, 

K    t h  -r h  w   ~ ■ 

\  ar       r             di\        r,  ar^       /-3 

—  c         do  z  —  c,  do  z  —  c2 


K 
ou  enfin 

(9) 


\dr       r 


dr,       r, 


dr,       t\ 


do 


«.r  cl}  dz 
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Mais  ces  dernières  valeurs  sont  précisément  proportion- 
nelles aux  cosinus  des  angles,  avec  les  axes,  de  la  normale 
en  S(x,y,  z)  à  la  surface  (4)  ;  la  résultante  de  SA', ,  SB', , 
SC,  est  donc  dirigée  suivant  cette  normale,      c.  q.  f.  n. 

6.  Le  théorème  général  que  je  viens  d'établir  ren- 
ferme, comme  cas  particulier,  le  suivant  : 

i°  Étant  donnés  trois  points  fixes  A,  B,  C,  et  trois 
autres  points  A',  B',  C  dans  l'espace;  si  Von  considère 
un  point  quelconque  M  dans  le  plan  ABC,  et  qu'on  con- 
struise une  pyramide  A'B'C'S  telle  qu  on  ait  toujours, 
quel  que  soit  le  point  M, 

SA'  =  MA,     SB'=MB,     SC'  =  MC; 

le  point  S  engendrera  une  surface  du  second  ordre. 

2°  Si  l'on  prend  sur  MA,  MB,  MC  des  lojigueurs 
MA^MBijMCt  telles  que  les  trois  forces,  ayant  pour 
intensités  ces  longueurs,  soient  en  équilibre,  et  qu  on 
porte  sur  SA',  SB',  SC',  à  partir  du  point  S,  des  lon- 
gueurs SA',,  SB',,  SC',,  respectivement  égales  à  MAt, 
MBn  MCj  5  la  résultante  des  forces  SA',,  SB',,  SC,  sera 
normale  en  S'  à  la  surface  engendrée. 

La  première  partie  de  ce  théorème  particulier  est  due 
à  Jacobi,  la  seconde  à  Joachimsthal  (voir  le  Journal  de 
Borchardt,  t.  LXXIII,  p.  180  et  207). 


NOTE  SUR  LE  QUADRILATÈRE  INSCRIT  DONT  LES  DIAGONALES 
SONT  RECTANGULAIRES; 

Par  M.   L.   SANCERY,  à  Nice. 


La  question  qui  a  été  proposée  pour  le  concours  gé- 
néral de  Mathématiques  élémentaires  en  1870  (voir  Nou- 
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velles  Annales,  t.  IX,  p.  383)  portait  sur  les  propriétés 
du  quadrilatère  inscrit  dont  les  diagonales  sont  rectangu- 
laires. Ces  propriétés  sont  assez  nombreuses,  et  il  en 
est  qu'on  rencontre  dans  les  œuvres  d'Archimède.  Parmi 
celles  dont  le  concours  exigeait  la  démonstration,  plu- 
sieurs se  trouvant  exposées  dans  certains  ouvrages  élé- 
mentaires fort  répandus,  on  peut  croire  que  la  partie  la 
plus  essentielle  de  la  question  consistait  à  trouver  le  lieu 
géométrique  des  sommets  du  quadrilatère  circonscrit. 
C'est  ce  lieu  que  nous  allons  établir  à  l'aide  de  la  seule 
Géométrie.  Nous  développerons  ensuite  un  autre  lieu  lié 
au  précédent,  et  nous  ajouterons  les  énoncés  d'un  assez 
grand  nombre  de  propriétés. 

La  figure  que  nous  avons  à  considérer,  comportant  un 
très-grand  nombre  de  points,  le  lecteur  est  prié  de  la 
construire  d'après  les  indications  suivantes. 

Le  rayon  /'  de  la  circonférence  donnée  O  a  une  lon- 
gueur de  45  millimètres;  le  point  P,  autour  duquel  on 
fait  tourner  les  diagonales  rectangulaires,  est  situé  à 
droite,  sur  le  rayon  horizontal,  à  une  distance  du  centre 
égale  à  i/±  millimètres.  La  première  diagonale  AC,  pas- 
sant par  P,  fait  un  angle  o  de  i3  degrés  avec  le  prolonge- 
ment de  OP  et  au-dessus  de  ce  prolongement.  Des  points 
A  et  C,  A  est  le  plus  éloigné  de  P  et  se  trouve  au-des- 
sous du  diamètre  horizontal.  Le  quadrilatère  inscrit  est 
ABCD,  le  quadrilatère  circonscrit,  formé  par  les  tan- 
gentes menées  par  les  sommets  du  premier,  est  A'B'C'D', 
A'  étant  l'intersection  de  tangentes  en  A  et  B.  Les  lettres 
se  succèdent  dans  le  parcours  des  quadrilatères  de  gauche 
à  droite;  AB  et  DC  se  coupent  en  K,  BC  et  AD  en  L, 
A'B'  et  D'C  en  M,  B'C  et  A'D'  en  N. 

1.  Les  diagonales  A'C,  B'D7  du  quadrilatère  circon- 
scrit se  coupent  en  P  et  passent  respectivement  par  les 
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points  K,  L,  intersections  des  côtés  opposés  du  quadrila- 
tère inscrit.  Les  points  K,  L,  M,  N  sont  sur  la  polaire 
de  P  par  rapport  au  cercle  O.  Le  quadrilatère  A'B'C'D' 
est  inscriptible  dans  une  circonférence  O',  et  la  polaire 
du  point  P,  par  rapport  à  cette  circonférence,  est  encore 
la  droite  KLMN;  d'où  il  suit  que  le  centre  O'  est  sur  la 
ligne  OP.  Ce  sont  ces  propriétés  auxquelles  nous  faisions 
allusion  en  commençant. 

2.  Pour  démontrer  que  les  sommets  du  quadrilatère 
variable  A'B'C'D'  sont  toujours  sur  la  même  circonfé- 
rence, nous  chercherons  la  valeur  du  produit  A'P.PC. 
Nous  obtiendrons  ainsi  une  première  relation  entre  le 
rayon  R  du  cercle  circonscrit  et  la  distance  O'P  ou  D. 
Nous  exprimerons  ensuite  que  la  droite  KLMN  est  la  po- 
laire du  point  P  par  rapport  aux  deux  circonférences  O 
et  O'.  Nous  aurons  ainsi  une  seconde  relation  entre  R 
et  D.  De  ces  deux  relations  résultera  naturellement  la 
démonstration. 

En  abaissant  PI,  OG,  OF  perpendiculaires  sur  A' IV, 
BD,  AC,  on  a,  par  le  triangle  A'PB, 

A'P2=  A'B2+  BP2-i-  aA'B.BI, 

puis,  par  les  triangles  rectangles  semblables  A'OB,  BPC, 

PB 

et  enfin,   par  les  triangles    rectangles  semblables  PBI, 
OBG, 

r 
Il  suit  de  là 

A'P:  ==  — ,!  (/•»-+■  PC  +20G.K    ; 

1   l>" 
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mais  le  triangle  OPC  donne 

r2  =  PC2  +  d2-f  2PC.FP; 

par  conséquent,  si  l'on  observe  que  FP  =  OG,  et  si  l'on 
remplace  PC2  ■+■  2  OG.PG  par  r2  —  d~,  on  obtiendra 

BP3 

Par  analogie  on  a  aussi 

PC2 

De  ces  deux  relations  on  déduit 

A'P.PC'=:2r2  —  d'; 
or,  dans  le  cercle  O'  on  a  immédiatement 

A'P.PC=:R2  —  D2; 
par  conséquent, 

R-  —  D2=2/-:  —  d\ 

Soient  Q  le  point  d'intersection  des  droites  OP,  KL, 
et  p,  P  les  distances  OQ,  O'Q,  on  a 

d.p=r*,      D.P  =  R', 

d'où 

r2  r-  —  d«-        R—  D2 

p  =  ~,      PQ 


d  ^  d  D 

Si  l'on  remplace  R2  —  D2  par  2  r2  —  d 2,  la  dernière  rela- 
tion devient 

r2  —  d-         2  r"  -—  d* 


d  D 

on  en  tire 


•  —  d-  r2  ^,  dr' 

ou      00'  = 


D  —  d  r*—d* 
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Par  suite,  si,  dans  la  relation 

R>=  (OO'-+-rf)(OO+/0 
on  remplace  00'  et  p  par  leurs  valeurs,  on  trouve 


R'  = 


(r>  —  d*y 


Les  valeurs  de  00'  et  de  R,  étant  constantes,  montrent 
que,  lorsqu'on  fait  tourner  autour  du  point  P  les  cordes 
rectangulaires  AC,  BD,  le  quadrilatère  A'B'C'D'  reste 
toujours  inscrit  dans  la  même  circonférence. 

3.  Etant  donné  le  quadriatère  variable  ABCD,  dont  les 
diagonales  rectangulaires  passent  par  le  point  fixe  P,  on 
abaisse  des  perpendiculaires  de  ce  point  sur  les  quatre 
côtés,  et  l'on  prend  les  milieux  de  ces  côtés.  Trouver  le 
lieu  des  pieds  des  perpendiculaires  et  des  points  milieux. 

Soient  Pa',  PjS',  Py',  P#'  les  perpendiculaires  abais- 
sées du  point  P  respectivement  sur  AB,  BC,  CD,  DA. 
Prolongeons  ces  droites  jusqu'à  ce  qu'elles  rencontrent 
les  côtés  CD,  DA,  AB,  BC  en  m",  mm,  m,  m'.  Dans  le 
triangle  rectangle  CPD,  les  angles  CPy',  CDP  sont  égaux 
entre  eux;  mais  CDP  —  CAB  comme  ayant  la  même  me- 
sure, donc  CPy':=CAB;  d'ailleurs,  CP/  =  APm, 
par  conséquent  CAB  =  APra.  Le  triangle  AmP  ayant 
deux  angles  égaux  est  donc  isoscèle,  et  m  A  =  mP,  Si  du 
point  m  comme  centre  avec  m  A  pour  rayon  on  décrit 
une  circonférence,  elle  passera  d'abord  parles  points  A,  P, 
puis  par  le  point  B,  puisque  l'angle  APB  est  droit,  autre- 
ment dit  m  est  le  milieu  de  AB.  Ainsi ,  le  prolongement 
de  la  perpendiculaire  Py'  sur  CD  passe  par  le  milieu  m 
du  côté  opposé  à  CD  dans  le  quadrilatère  ABCD. 

Si  l'on  joint  les  points  milieux,  la  figure  mm' m' ru'" 
sera  un  rectaugle,  puisque  ses  côtés  sont  respectivement 
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parallèles  aux  droites  AC,BD.  Les  diagonales  mm",  m' m"' 
sont  donc  égales,  et  si  de  leur  intersection  w  avec  w  m 
pour  rayon  on  décrit  une  circonférence,  elle  passera  par 
les  points  m,  m',  m",  m1",  et  aussi  par  les  points  a',  (5', 
y',  $',  puisque  les  angles  ma' m",  my'm",  m"(J  m'" , 
m'd'm'"  sont  droits.  Par  là  on  voit  que  les  projections 
du  point  P  sur  les  côtés  et  les  milieux  de  ces  côtés  sont  sur 
une  même  circonférence. 

Joignons  maintenant  m"0;  la  figure  VmOm"  est  un 
parallélogramme,  car  Om  et  Pm"  sont  parallèles  comme 
perpendiculaires  à  AB-,  Pm  et  Om"  le  sont  aussi  comme 
perpendiculaires  à  CD.  11  en  résulte,  les  diagonales  se 
coupant  en  parties  égales,  que  le  milieu  w  de  mm"  est 
aussi  le  milieu  de  OP.  Le  centre  de  la  circonférence 
mec' m' [j'y' m" â' m"'  est  donc  invariable. 

Evaluons  sou  diamètre  mm",  que  nous  désignerons 
par  2/3.  Le  triangle  rectangle  mm' m"  donne 

.    „„        AC2+BD2 


4 
or 

AC2H-BD2=8/-!  —  4^2; 

par  conséquent, 

Le  diamètre  est  donc  constant.  Ainsi  le  lieu  demandé 
est  une  circonférence  ayant  pour  centre  le  milieu  w 
de  OP  et  pour  rayon 

y/a/-2 — d2 
p  = l 

DC 

Remarque.  —  On  a  trouvé  Om  =  Pm"=  —  :  ainsi, 

clans  le  quadrilatère  ABCD,  la  distance  d'un  côté  au  centre 
est  égale  à  la  moitié  du  côté  opposé. 
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4.  Les  rayons  des  deux  cercles  O',  w  étant  respective- 
ment fournis  par  les  formules 


ir-  —  d2 


{r'-d'Y 

!        '           HP     —   "*'                 U    ! 

on  obtient  par  la 

division 

R 

r2 

2p   ~ 

'  r2  —  d2' 

mais  on  a  trouvé 

on'  — 

dr2 

00'              r2 

r 

■-*»' 

OP  ~~  r2  —  d2 

d'ailleurs  OP  =  20o),  donc 

R_  (yO  _       ir2 
p  0(ù         r-  —  d2 

Il  suit  de  là  que  les  deux  courbes  O',  w  ont  pour  centre 

de  similitude  inverse  le  centre  de  la  circonférence  don- 

2  r2 
née  et  que  le  rapport  de  similitude  est  — -•  Il  est 

évident  que  la  polaire  du  point  P  par  rapport  au  cercle  w 
est  encore  la  droite  KL. 


5.  Si  l'on  prolonge  la  ligne  A'O  jusqu'à  son  intersec- 
tion Àj  avec  la  circonférence  w,  ce  point  sera  l'anti- 
homologue  de  A',  mais  si  l'on  mène  le  diamètre  du 
cercle  w  qui  passe  par  A1;  son  autre  extrémité  sera  l'ho- 
mologue directe  de  A';  or,  l'angle  At/wa'  étant  droit,  ce 
diamètre  passe  par  a';  ainsi  a'  est  l'homologue  direct 
de  A'. 

Les  points  a',  (3',  -/,  d'étant  les  homologues  respectifs 
de  A',  B',  C,  D',  il  en  résulte  que  le  quadrilatère  a'fi'i'd' 
est  homothétique  direct    avec  A'B'C'D'.  La   ligne  AV 
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coupant  O'w  en  S,  ce  point  sera  le  centre  de  similitude 
direct  des  deux  cercles  O',  to  et  l'on  aura 

SO'       00'  i  r3 


Sw  Ou         r-  - —  d"1 

6.  Le  quadrilatère  A'B'C'D'  étant  inscriptible ,  et 
circonscriptible,  son  semblable  oc' [l'y' ô'  jouit  de  la  même 
propriété.  Il  est  donc  circonscriptible  à  un  cercle  dont 
on  obtiendra  le  centre  en  cherchant  l'homologue  de  O 
par  rapport  à  S.  Or,  les  points  A',  a'  étant  homologues, 
il  suffira,  pour  obtenir  ce  centre,  de  mener  par  a!  une 
parallèle  à  A'O  et  de  déterminer  son  intersection  avec  SO; 
mais  a'P  est  justement  parallèle  à  A'O;  le  point  P  est 
donc  le  centre  de  cette  circonférence.  Si  l'on  mène  BS, 
elle  coupera  a'(2/  au  point  de  contact  b,  En  joignant  les 
points  de  contact  a,  b,  c,  d,  on  obtiendra  un  quadrila- 
tère abcd  qui  sera  homothétique  direct  de  ABCD.  Le 
rayon  pi  de  la  dernière  circonférence  s'obtiendra  par  la 
proportion 

p,  _  r'  —  cP  r2  —  d2 

r  zr2  '  ir 

Les  diagonales  a 'y',  /3'cJ'  se  couperont  en  un  point  P', 
qui,  étant  l'homologue  de  P  par  rapport  à  S,  sera  fixe 
comme  le  point  P. 

7.  Les  résultats  précédents  peuvent  être  ainsi  résumés  : 

Étant  donné  un  quadrilatère  variable  inscrit  dans 
une  circonférence  et  dont  les  diagonales  rectangulaires 
se  coupent  toujours  en  un  point  fixe  P ,  si  Von  projette 
ce  point  fixe  sur  les  quatre  côtés,  les  projections  obte- 
nues seront  les  sommets  d'un  quadrilatère  variable  tou- 
jours inscriptible  dans  la  même  circonférence,  dont  les 
diagonales  passeront  toujours  par  un  point  fixe,   et. 
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dont  les  côtés  seront  toujours  tangents  à  une  même  cir- 
conférence ayant  le  point  P  pour  centre. 

Il  est  visible  en  outre  que,  puisque  aux  quadrilatères 
A'B'C'D',  ABCD  correspondent  les  deux  quadrilatères 
<x'ft'y'à\  abcd,  à  ces  deux  derniers  en  correspondront 
deux  autres,  et  ainsi  de  suite  indéfiniment.  Tous  ces  qua- 
drilatères auront  le  point  S  pour  centre  de  similitude 
direct. 

8.  Voici  maintenant  un  tableau  de  quelques  propriétés 
du  système  des  deux  quadrilatères  ABCD,  A'B'C'D'. 

Soient  a.,  |S  les  angles  DAB,  ABC  dont  les  valeurs  sont 
fournies  par  les  relations 

rfcosœ  „       f/sin» 

cosa= -,      cosp  = i 

r  r 

où  <p  désigne  l'angle  OPA.  On  a 

i° 

AKD=p  — a  —  a'P/«, 

ALB  =  i8o°  —  (a  +  0)=  p'P/n', 

A'MD'  =  ALB-f-  AKB, 

A'NB'  =  ALB—  AKB; 

2° 

ABD  =  45°  -+-  ïJZJL  —  ACD, 

2 

BAC  =  45°  -  tZLl  =  BDC, 
z 


DBC 


fL±l_45'  =  CAD, 


3° 


a  H-  S 
BCA  =  1 35° ^  =  BDA  : 


A'=a  +  [5  — 900,      C'  =  270  —  (a  -h  (3), 

B' =  900 -f- p  —  a,       D'  =  qo°  —  (p  —  ce); 
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4° 

A'^-L  =  9°°'  D'-!-K  =  90", 

CCD  — L  =  go°,     BB'C  — K  =  90°; 

5° 

P/w-  -r-  P/n'3  +  Pm"J  H-  Pm'"!  =  2r% 

p«'.pp',P7'.p*'=  — rr-^' 

0;«.Offl'.0/«".0;n,"=  j  {r- —  cl1), 

.       ,        r-  —  cl7 
sin  A  .  sin  B  = —  ? 


ou 


d-  —  7: 

COS  (  X  -r-  (3  )  COS  (a  —  P  )  =   j 


6° 


PA         .,„.  AC 

*'»  =  'PD'      AB='PD' 

AP 
A'A.C'D  =  >2,      A'A.A'D  =  r2— , 

AA'  _  PB 
ÂD7"-  PD' 

y0  Les  diagonales  du  quadrilatère  ABCD  sont  les 
bissectrices  des  angles  des  diagonales  du  quadrilatère 
A'B'C'D'  : 

PA'  _  PB        A'A  _  BP 

PD7  —  PD'      AD7  —  PD1 

8°  S  étant  la  surface  du  quadrilatère  ABCD, 

2  \  if-  —  d* 


A'C'-^B'D'  —  S 


r-  —  d' 


/•»-  d- 
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AA'  _ 

ÂrP~  ^ri_rf>' 

A'PD'        AC  .  S 

tang =  ^?:'      sinA'PD'=— -, 

2  BD  2/-  —  <■/' 

sinPA'B  _  tr.BCD 
*  sinPA'A  "~  tr.ADC1 

io°  S',   a,  a'    étant    les    surfaces     des    quadrilatères 
A'B'C'D',    mm'm"m'\   a'fr'y'ô'. 

S'  2rs  a'  ?.r> 


S  r>— ;/'         S  r'  —  d3 

S'         S  <x  rJ 


S   "~  a'  v'        r*  —  d> 


TIIÉ0RÈ1IES  DE  STATIQUE; 

Par  M.  Désiré   ANDRÉ. 


I. 

Théorème.  —  Etant  donnes  n  points  dans  V espace t 

la  somme  des  cariés  des  droites  qui  joignent  ces  points 
deux  à  deux,  de  toutes  les  manières  possibles,  vaut 
n  fois  la  somme  des  carrés  des  droites  qui  joignent  ces 
mêmes  points  au  centre  de  gravité  du  système  quils 
forment. 

Comme  le  carré  de  toute  droite  de  l'espace  est  la  somme 
des  carrés  des  projections  de  cette  droite  sur  trois  axes 
rectangulaires,  il  suffit  de  démontrer  le  théorème  pour 
n  points  en  ligne  droite. 

Considérons  donc  n  points  en  ligne  droite:  prenons 
pour  origine  le  centre  de  gravité  du  système  quils  for- 

Ann.  de  Mathémat.,  2e  série.  1.  X     'Novemb  •  o? 
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ment;  désignons  leurs  abscisses  par  .r,,  a:2,  ar3,. ..,  xa\ 
et  remarquons  que,  l'origine  étant  le  centre  Je  gravité, 


Cela  posé,  le  carré  de  la  droite  qui  joint  les  points 
d  indices  a.  S  est 


celui  de  la  droite  qui  joint  le  centre  de  gravité  au  point 
cl  indice  e  est 

(2)  X. 

Il  suffit  clone  de  prouver  que  la  somme   des  expres- 
sions (i)  vaut  n  fois  la  somme  des  expressions  (2). 
Or,  ou  a  évidemment 


1       1 

X.        X- 


ou  bien 


2    ra  —  x .  |  '-  — 


Zx      Zxl 
à  cause  de  2j  =  o,  on  a  aussi 


n       Z^x 


Doix 


2  ( xa  —  X(,)2=:  ni x\  , 


c.  o.  p.  D. 


II. 

Théorème.  —  Etant  donnés  n  points  dans  V espace, 
la  somme  des  carrés  des  aires  des  triangles  ayant  pour 
sommets  ces  points  pris  trois  à  trois,  de  toutes  les  ma- 
nières possibles,  vaut  n  fois  la  somme  des  caiTés  des 
aires  des  triangles   ayant  pour  sommets   le  centre  de 
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gravité  du  système  ries  n  points  et  un  couple  quelconque 
rie  ces  mêmes  points  pris  deux  à  deux,  de  toutes  les 
manières  possibles. 

Comme  Je  carré  de  Taire  de  tout  triangle  est  la  somme 
des  carrés  des  aires  des  projections  de  ce  triangle  sur 
trois  plans  rectangulaires,  il  suffit  d'établir  le  théorème 
pour  n  points  si  lues  dans  un  même  plan. 

Considérons  donc  n  points  dans  un  plan;  prenons 
pour  origine  le  centre  de  gravité  du  système,  et  pour 
axes  deux  droites  rectangulaires  quelconques  passant  par 
l'origine;  désignons  par  X±yi,  oc^y^.  .  .,  X„y„  les  coor- 
données des  n  points;  et  remarquons  que,  l'origine  étant 
le  centre  de  gravité  du  système,  on  a 

2.r  =  ~Ly  =  o. 

Cela  posé,  le  carré  de  l'aire  du  triangle  qui  a  pour 
sommets  les  points  d'indices  a,  (3,  y  est 


(3) 


i 

y* 


i 


le  carré  de  Taire  de  celui  qui  a  pour  sommets  Torigine 
et  les  points  d'indices  e,  £  est 


(4) 


Je 


Il  suffit  donc  de  prouver  que,  abstraction  faite  du  fac- 
teur j,  la  somme  des  expressions  (3  )  vaut  n  fois  la  somme 
des  expressions  (4).  ■ 


0 


r,  on  a  évidemment 


r« 


1 

i 

7 

I 

1 

I 

J?p 

X.. 

= 

a?, 

.r2      . 

X, 

n 

•>'•; 

y^ 

7:        • 

y 

32. 


DOO 


ou  bien 


i 

i 

I 

5 

n 

Ix 

Zy 

1 

xa 

■T?   -Ti 

= 

Zx 

2x* 

Ixy 

Ja 

)':■     J-: 

Zy 

lyx 

ly1 

on  a  aussi 

1 

1     X( 

1  y* 

Xr 

n 

2 

=  1 

X 

y 

.v2 

>    y* 

bi. 


xy 


Zyx     Zy  ■ 


y*  Js  I 

à  cause  de  S.r  =  ~Ly  =  o,  on  a  enfin 


2j;2      2j-j    j    =  « 


V  V 


Donc 


i        i       l     \ 

xa     .rp     xv    '    =  «N 


c.    o.    F.    n. 


III. 

Théorème.  —  Etant  donnés  n  points  dans  l'espace, 
la  soi/une  des  carres  des  volumes  des  tétraèdres  qui  ont 
pour  sommets  ces  n  points  pris  quatre  à  quatre,  de  toutes 
les  manières  possibles,  vaut  n  fois  la  somme  des  carrés 
des  volumes  des  tétraèdres  qui  ont  pour  sommets  le 
centre  de  gravité  du  système  des  n  points,  et  un  groupe 
de  ces  n  points  pris  trois  à  trois,  de  tous  les  manières 
possibles . 

Pour  le  démontrer,  prenons  pour  origine  le  centre  de 


(  5oi  ) 
gravité  du  système  dos  //  points,  et  pour  axes  trois  droites 
rectangulaires  quelconques  passant  par  celte  origine; 
désignons  par  x%yx  zt,  x%y\zt,,  .  .,  xnynzn  les  coordon- 
nées des  n  points;  et  remarquons  que,  l'origine  étant  le 
centre  de  gravité,  on  a 

2,  x  =  1,y  z=2z=o. 

Cela  posé,  le  carré  du  volume  du  tétraèdre  qui  a  pour 
sommets  les  points  d'indices  a,  (3,  y,  $,  est 


i 
36 


i 

x& 


Xo,      x^ 

y?  y-t   rs 

H     z-f     25    ! 

et  le  carré  du  volume  du  tétraèdre  qui  a  pour  sommets 
l'origine  et  les  points  d'indice  e,  £,  t)  est 


(6) 


i 
36 


y  <■   y^,   y-n 

Z.         Zr        Z. 


Il  suffît  donc  de  prouver  que,  abstraction  laite  du  fac- 
teur jj,  la  somme  des  expressions  (5)  vaut  n  fois  la 
somme  des  expressions  (6). 

Or,  on  a  évidemment 


I 

I 

i 

i 

xa 

tfp 

xi 

x& 

Ta 

7? 

y-i 

ys 

za 

z3 

ZY 

z$ 

i 

I 

x, 

X 

r. 

y 

z. 

z2 

ou  bien 


2 


xv 


y« 


'y? 


i 

x$ 

y& 


Zr       Zx- 

ly 

Y  . 


*y 


Zyj:      Zj  Zr. 

Izx       1.ZY       Zz: 
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on  a  aussi 

— - — 

- 

xr 

«, 

3 

i!    x 

X,         . 

■      xn 

I 

7, 

n 

y-r, 

= 

Xt 

y*    ■ 

■  ■    yn 

Z-. 

Zr 

zr 

Z, 

z2 

■      zn 

ou  bien 


XL 

Xr-> 

•^r] 

Ix> 

Ixy 

IxZ 

r* 

yx 

yn     = 

lyx 

Iy> 

lyz 

2e 

zç 

zi    ! 

Izx 

Izy 

Zz> 

enfin,  à  cause  de  Sa:  =  Sr  =  S 2  =  o,  on 


n 

2.x 

2.r 

Iz 

Ix     Ix> 

Ixy 

Ixz 

Zy     Zyx 

Zy> 

lyz 

Iz      Izx 

Izy 

Iz* 

Donc 

i 

i        i 

i 

I 

xa 

Xp        X. 

x& 

y* 

y?   y- 

ys 

z* 

ZO                    Zy 

8« 

Ix2       Ixy     Ixz 
lyx     ly*      lyz 

Izx      Izy      Iz1 


-I 


Xt        Xç 

y-,   yx, 


IV 

Remarque.  —  Si  l'on  désigne  par  ZL2,  ES2,  2,\-  et 
Z/%  Es2,  E^2  les  sommes  des  carrés  des  lignes,  surfaces 
et  volumes  considérés  dans  les  énoncés  précédents  (les 
lettres  minuscules  se  rapportant  aux  figures  dont  l'ori- 
gine fait  partie),  les  trois  théorèmes  qu'on  vient  de  dé- 
montrer peuvent  se  résumer  ainsi  : 


2La 

II* 


IS* 
v77 
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Remarque.  —  Les  droites  qui  joignent  les  n  points 
donnés  au  centre  de  gravité  peuvent  être  regardées,  soit 
comme  n  forces  appliquées  an  même  point  et  se  faisant 
équilibre,  soit  comme  les  parallèles  menées  d'un  même 
point  aux  n  côtés  d'un  contour  fermé.  Chacune  de  ces 
manières  d'envisager  ces  droites  permet  de  modifier  les 
énoncés  des  théorèmes  précédents. 

Remarque.  —  Les  trois  démonstrations  développées 
ci-dessus  reposent  sur  un  même  fait  algébrique.  Ce  fait 
est  général  ;  mais  on  ne  lui  voit  pas  d'autre  interprétation 
géométrique  que  les  précédentes. 

Remarque.  —  Le  premier  des  trois  théorèmes  qui  pré- 
cèdent a  déjà,  m'a-t-on  dit,  été  donné  par  Carnot.  Les 
deux  derniers  sont  probablement  nouveaux. 


VI. 


OBLÈMË  DE  GÉOMÉTRIE; 


Par  M.  DOUCET, 

Professeur  au  lycée  de  Lyon. 


Considérons  deux  triangles,  l'un  fixe  ABC  en  grandeur 
et  en  position,  l'autre  A'B'C  de  grandeur  constante  et 
assujetti  seulement  à  avoir  ses  côtés  respectivement  paral- 
lèles à  ceux  de  ABC. 

C'B'  coupe  AC  en  un  point  2  et  AB  en  un  point  5 
A'C       »       AB  »  6  «  3 

A'B'       »      DC  »  4  «  1 

On  voit  facilement  que  les  deux  triangles  1,  3,  5; 
2,  4i  6  sont  équivalents.  Cela  posé  :  Démontrer  que  la 
surface  de  1,  3,5  est  maximum,  si  les  deux  triangles  ABC, 
A'B'C  ont  leurs  centres  de  gravité  en  coïncidence. 

Ce  théorème,  dont  L'énoncé  est   dû  à   M.  Leuioiiu 


(  5o4  ) 
trouve  indiqué  comme  exercice,  p.  5n  du  Traité  d  al- 
gèbre de  M.  H.  Laurent. 

Je  prends  CB  et  CA  pour  axes  des  x  et  des  j. 

Soient  a,  b,  c  les  trois  côtés  de  ABC. 

Les  cotés  de  A'B'C  seront  a9,  bQ,  cO, 

0  étant  positif,  si  l'homothétie  est  directe,  négatif  dans 
le  cas  contraire. 

Soient  x  et  y  les  coordonnées  de  C.  On  a  immédiate- 
ment, pour  les  coordonnées  des  points  i,  2,  3,  4»  5,  6, 


(•) 
(») 

(3) 

(4) 

(5) 
(6) 


o 

X 

a        b 


+  j 


Mi 


La  surface  1,  3,  5  a  pour  expression  le  déterminant 


-  sinC 

2 


*(=+H 

0 

î) 

y 

ou,  en  développant  d'après  la  règle  de  Sarrus, 

±Is;nC[,r-„,(f-,^8)(f  +  |-,)]. 

On  trouve  la  même  expression  pour  l'aire  2,  4?  6. 
Déterminons  le  signe  à  adopter  dans  chaque  cas. 


(  5o5  ) 
Considérons  l'ellipse 

f{xy)  =  xy  —  ab  (  -  +  f  -+-  0  )  (  -  +  -  —  i  ]  =  o. 
\a        b  J  \a        a  ) 

Elle  coupe  l'axe  des  a;  en  B  et  en  un  point  B"  dont 
l'abscisse  est  — aQ. 

Elle  coupe  l'axe  des  y  en  A  et  en  un  point  A"  dont 
l'ordonnée  est  ■ — ■  bd. 

Ces  valeurs  montrent  que 

si  9  ^>  o,  C  est  intérieur  à  cette  ellipse, 
et  que 

si  ô  <^  o,  C  est  extérieur  à  cette  ellipse. 
Or,  pour  x  =.y  =  o,  on  a 

/(*»  j)  =  abB. 

Donc,  si  x  et  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  intérieur 
à  cette  ellipse,  on  aura 

et,  si  x  et  y  sont  les  coordonnées  d'un  point  extérieur, 
on  aura 

/(»j)<o- 

Dans  le  premier  cas,  il  faut  adopter  le  signe  -+-,  dans 
le  second,  le  signe  — ,  pour  avoir  la  surface  i,  3,  5  en 
valeur  absolue. 

Nous  voyons  en  même  temps  que  la  surface  i,  3,  5 
varie  avec  x  et  y  proportionnellement  au  z  du  parabo- 
loïde  elliptique 

«=«r-«*(;  +  £  +»)(2+f—)' 

lequel  z  a  un  maximum  pour  les  valeurs  de  x  et  y  cor- 
respondant au  centre  Cj  de  l'ellipse  f{x,y)  =  o. 


On  a  pour  Ct 


5o6  ) 


Le  centre  de  gravité  du  triangle  A'B'C  dans  la  posi- 
tion A^jCt  a  donc  pour  coordonnées 


a 

[i-0)-f-^9  = 

3 

b 
>  =  3 

6 

3 

et  coïncide,  par  conséquent,  avec  celui  du  triangle  ABC. 

g 
Remarque  1. —  La  surface  maximum  est  -  (i-f-0  +  02), 

S  désignant  l'aire  du  triangle  ABC. 

Remaque  II. —  Si  C'se  meut  sur  l'ellipse  /(.r,r)  =  o, 
les  trois  points  i ,  3,  5  ainsi  que  2, 4, 6",  sont  en  ligne  droite. 

Remarque  III. — Si  C  se  meut  sur  l'ellipse^r,  jy)=K, 
K.  étant  constant,  la  surface  i.  3,  5  reste  constante. 


BIBLIOGRAPHIE  ÉTRANGÈRE. 

Thèse  de  M.  Julius  Petersen  pour  le  grade  de  docteur  en  philosophie. 


Om  Ligninger,  des  loses  ved  hvadratrod  med  Anveldelse 
paa  Problemers  Losning  ued  Passer  og  Lineal.  — 
Kjobenhavn  (*). 

I.  —  Des  équations  résolubles  par  des  racines  carrées. 

1.    La  forme  des  racines.  —  Si  l'équation  est  irré- 
ductible, elle  doit  être  du  degré  2P.  Toute  racine  peut 

(*)  Sur  les  éauations  résolubles  par  des  racines  carrées,  avec  application 
iux  problèmes  résolubles  par  la  ligne  droite  et  le  cercle.  —  Copenhague. 


(  5o7  ) 
donc  être  déterminée  par  p  extractions  de  racines  carrées 
(n°  10) .  Une  racine,  quelle  qu'elle  soit,  étant  connue, 
on  en  déduira  les  autres  en  prenant  chaque  radical  avec 
son  double  signe. 

2.  Décomposition  d'un  polynôme  rationnel  en  fac- 
teurs rationnels . — Détermination  d'un  facteur  def(x)  du 

deuxième  degré 5  il  est  facteur  communà/(x)  et/(  -  )» 

k  étant  le  produit  d'un  couple  de  racines;  détermination 
de  Â;  cas  des  racines  égales  (nos  3-5).  Extension  à  des 
facteurs  d'un  degré  quelconque.  Forme  générale  d'un  tel 
facteur  5  ses  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles 
d'un  quelconque  parmi  eux,  excepté  le  cas  où  l'équation 
qui  détermine  celui-ci  a  des  racines  égales  (nos  (3,  7). 

3.  Résolution  des  équations  irréductibles  résolubles 
par  des  racines  cariées.  —  On  peut,  à  cet  effet,  employer 
par  exemple  la  substitution 

y  =  (x,  —  xt  -f-  x3  —  x(  + . . .  y. 

L'équation  en  y  est  de  degré  impair;  elle  a,  par  consé- 
quent, une  racine  rationnelle,  à  l'aide  de  laquelle  le 
degré  de  l'équation  donnée  se  réduit  à  la  moitié  (nos  1-3). 
Si  une  des  racines  peut  être  exprimée  en  fonction  ration- 
nelle et  symétrique  d'un  certain  nombre  des  autres 
racines,  la  résolution  de  l'équation  se  réduit  en  général 
à  celle  d'autres  équations  d'un  degré  moins  élevé  (n°  4). 
Si  une  équation  peut  être  résolue  par  des  racines  carrées 
et  au  moyen  de  la  méthode  ordinaire,  on  extrait  la  racine 
carrée  de  son  premier  membre,  les  coefficients  du  reste 
auront  pour  facteurs  communs  tous  ceux  que  contiennent 
les  racines  dans  les  radicaux  du  premier  ordre  (n°5). 


5o8 


II.  —   Résolution  des   problèmes  géométriques 
par  la  règle  et.  le  compas. 

1.  Conditions  de  possibilité.  —  Les  coniques  sont  les 
seules  courbes  dont  on  puisse,  par  la  règle  et  le  compas, 
déterminer  les  points  d  intersection  avec  une  droite  quel- 
conque, et  les  seules  courbes  auxquelles  on  puisse  tirer 
des  tangentes  d'un  point  donné  arbitrairement  (nos  4,  o). 
Les  cercles  et  les  droites  sont  les  seules  lignes  dont,  par 
la  règle  et  le  compas,  on  puisse  déterminer  les  points 
d'intersection  avec  un  cercle  quelconque  (n°H).  Une 
courbe  dont  on  peut  déterminer,  moyennant  les  mêmes 
instruments,  les  points  d'intersection  avec  un  cercle 
quelconque  appartenant  à  un  réseau  linéaire,  est  néces- 
sairement une  quartique  bicirculaire  (courbe  du  qua- 
trième ordre  douée  de  points  doubles  aux  points  circu- 
laires situés  à  linfini  )  [nos  7,  8].  Extension  à  un  système 
de  droites  avec  un  paramètre  arbitraire  (nos  13-15). 

2.  Méthode  générale.  Lieux  géométriques.  —  La  dé- 
termination d'un  point  qui  doit  se  trouver  sur  une  droite 
qui,  elle-même,  est  indépendante  des  autres  quantités 
données,  peut  se  faire  au  moyen  de  cinq  essais  tout  au 
plus,  ou  bien  le  problème  n'est  pas  résoluble.  Si  l'on 
substitue  un  cercle  à  la  droite,  trois  essais  suffiront 
(nos  1-4).  Applications  (n°o).  Application  de  cette  mé- 
thode à  la  détermination  de  lieux  géométriques. 
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DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DE  CAIICHY 
TOUTE  ÉQUATION  A  UNE  RACINE; 

Par  M.   William  WALT01N. 


Traduit  de  l'anglais  de  The  Quarterly  Journal  of  pure  and  applicd 
Malhematics.  ) 


Repésentons  par  f '{x)  le  polynôme  de  la  théorie  des 
équations,  et  supposons  que  les  coefficients  des  diverses 
puissances  de  .r  soient  des  quantités  réelles.  Remplaçons  x 
par  a+ t'y/ — i,  u  et  v  étant  réels,  et  posons 

/( u  +  e v'—  i)  =  P  +  Q  sj—  1 5 

P  et  Q  sont  des  quantités  réelles. 

Différenlions  cette  équation  1  -+-  u  fois  par  rapport  à  u, 
et  désignons  la  dérivée  d'ordre  (1 -h  a)  de  f{x)  par 
f\+lAx)'i  nous  aurons 

,  v        d^V         , dx+*Q 

A+,(«  +  c.v;-I)  =  ^— -+V/-!  ^-- 

Différentions  maintenant  À  fois  par  rapport  à  u.  y.  fois 
par  rapport  à  ^,  nous  aurons 

II*  ,  .        d'-^P  , rtx+*Q 

(-  i)-  A+,{u  -f-  ,  s/-l  )  =  -^-^  +  y7-  i  ^Trf-,  • 

Ces  deux  résultats  nous  montrent  que  1  on  a 


(  5io  ) 
De  cette  relation,  on  déduit  les  deux  systèmes 

/    dx+*P  -^  d'+^P 

.     \  dû'-dv*~  ^~1'      du'^  ' 
(i)  p.  pair  ( 

1   d'+^Q        ,         ,-v-  dx+*Q 

i -=( I)2         : ~ î 

du'  dvL  du'+* 

dx+v-P  -(.*+')  dx+*Q 


(2)  u.  impair 


duK  ctv'-  du'+:L 

dx+*Q  .-(*-i)  dx+*P 

— '-■ — r51  —  (—  l '''  — •> 

du'- dv1-  '  du'"*-* 


Désignons  par  F  la  quantité  P2  -f-  Q2,  et  nous  allons 
déterminer  la  nature  du  minimum  de  F,  qui  existe  cer- 
tainement. Ecrivons  u  -+-  /i,  v-\-k  h\&  place  de  v  et  y, 
et  appelons  F'  la  valeur  correspondante  de  F,  alors 

I  .  2  \     du  dv  ] 

Cette  expression  montre  que  l'existence  d'un  mini- 
mum pour  F  exige  que  l'on  ait 

'        du  du 

(3) 

'  i       dP  dQ 

Mais,  en  faisant  dans  (2)  1  =  o,  p  =  1 ,  on  voit  que 

dP  dQ    dQ        dP  .       ,-.,.  ,   . 

—r-= ;— »  — 7- = -r-'i  donc,  par  suite  de(o),  on  doit 

du  du      do         du  r  ' 

avoir  simultanément 

F  —  =0,       F —  —  o,     F~  =  o,     F-^=o. 

du  dv  au  dv 


[  5n  ) 
Par  suite,  on  devra  avoir  simultanément  ou  bien 

P  =  o,     Q  =  o, 
ou  bien 

dP  dP  _  dq  _         <fQ  _ 

du  de  du  dv 

Supposons  d'abord  que  P  et  Q  ne  soient  pas  tous  deux 
nuls,  et  choisissons  la  seconde  hypothèse  \  et  supposons, 
en  outre,  que,  dans  le  développement  par  rapport  aux 
puissances  de  h  et  A,  de  la  valeur  de  F'  —  F,  le  premier 
ordre  des  coefficients  différentiels  partiels  de  P  et  Q, 
dont  quelques-uns  au  moins  ne  sont  pas  nuls,  soit  ir. 
Il  est  inutile  de  considérer  l'hypothèse  où  cet  ordre  de 
coefficients  serait  impair,  puisque,  dans  cette  circon- 
stance, on  n'aurait  pas  un  minimum  pour  F. 

On  a  donc 

(4)   1.2...  2r(F'~  F)  =  [h  L  +  k  ~Y(^  +  Q2)  ■+■  •  •  •  • 

Maintenant,  à  l'aide  du  théorème  de  Leibnitz,  on  a 

v  dP  f/»-'P  d"P\ 

• h  ...  H-  P ] 

I    dv    dv"~y  dv'  j 

.    des  multiples  des  coefficients  dif- 
duir~"  dv"  ' 

férentiels   de  P  d'ordre  inférieur,  lesquels  sont 

tous  nuls. 


(5)         ^..,r-v^.v=ap(-1)2    -£=-»      pour     vpair, 


ou 


(6)    -— —  =2P( — if  — — j      pour     vimpair. 


d*rp* 

dlr~ 

v     /       d"P 

du"-"  dv" 

~~  du~'r~ 

-  \P  dv 

2p 

d'rP 

onc  on  a 

r/2rPJ 

=  1 

P(- 

i? 

>  dirp 

du"— "  dv" 

duv  i 

r/2rP2 

2  P 

I 

1 

Y 

(v+ 

0  flf2rQ 

du2r~"  dv" 

diûr 

(  Su  ) 
En  employant  le  même  procédé,  on  trouve 

d7rQ-  d7rQ 

-  2Q 


du2r~'  dv  ^du»-'di>y 

c'est-à-dire 

/  ,  d2rQ.2  ~ ,      }■'  <i2rQ 

(7)        5^^  =  2Q(-^2  ~dlF    pour    vpair' 


ou 


,01  ^2rQ'  n.  ;(v-i)rfï'P 

o)     — — -  =  2Q( — i)2  — —     pour     v  impair. 

*    '     du1'-*  dv  x^  duv      r  v 

Par  suite  de  ces  relations,  l'équation  (4)  devient,  c, 
indiquant  le  nombre  de  combinaisons  de  2  7'  objets  va  v, 

|i. 2.  ..2r(F'—  F) 

r    d»i?        ,      ,  d"o 


Q    h2r  — — £  -+-  r,  /?'"'  A 


du- 


] 


et  par  suite 
i  .2...2r(F'- 


('S-+«^)[(*+*v=r)-+(*-*^n 

^(q^-p^)H*+'»FT)-(*-*^)K": 

Posant 

/i  =  pcosG,     Â-  =  psinO, 

rf-T            <i2rP            .                 r/rP  rf-rQ 

P h  Q  =  rsina,      Q  — P  — — -  =  c  cosa, 


(  5!3  ) 


on  a 


}  i  .2.  .  .  ir(F' —  F)  =  cp2r sinfx  -f-  irQ)  -+-  des  termes  en  p 
d'un  degré  supérieur  à.  ir. 

Mais,  en  choisissant  convenablement  la  valeur  de  la 
quantité  arbitraire  8,  on  peut  donner  une  valeur  néga- 
tive au  terme  cp2r  sin(a  -h  irB)  ;  donc  on  n'aura  pas  de 
valeur  mini  ma  pour  F  dans  cette  hypothèse,  et,  par  suite, 
puisque  l'existence  de  ce  minimum  est  évidente,  P  et  Q 
sont  capables  d'être  simultanément  nuls.  Cette  conclu- 
sion établit  que  toute  équation  a  une  racine. 

On  a  supposé,  dans  la  démonstration  précédente,  que 
les  coefficients  étaient  réels.  Cette  restriction  peut  être 
écartée;  en  effet,  f(x)  peut  être  représenté  par 

o  et  t|/  renfermant  seulement  des  coefficients  réels.  Si  l'on 
a  f(x)  =  o,  on  en  tire 

[?(*)]'  =  -  [+(*)]•, 
ou 

[?(■*)]'  +  [+(*)?=  o. 

Cette  équation,  nous  venons  de  le  prouver,  a  toujours 
une  racine  u  -+-  v  yj —  i  ;  donc 

<o(x)  -f-  \J — I  -if(x)  =0, 

ou 

?(*)  —  >/—  '  4»(*)  =  ° 

aura  une  racine.  Supposons  que  ce  soit  la  première; 
mettant  u  +  fy' — i  dans  cette  équation,  on  a  un  ré- 
sultat de  la  forme 

p  4.  Q  S/~Z~[  +   ydY  (  P'  +  Q'  V'"Z7)  —  o 
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i    5: 
ou 

p_Q'-4-V/IT7(p'  +  Q)  =  o, 

et  par  suite 

p  =  q',    p'  =  —  q. 

Substituant  u  —  v  ^/ — i  dans  la  seconde,  on  a 

P  _  Q  v~7  _  V/~T  (P'  -  Q'  v/^T)  =  o, 
ou 

p_Q'_vCI7(p'H-Q)  =  o, 

résultat  vrai,  en  vertu  des  relations  P  =  Q',  P'  = —  Q. 

Donc  l'équation  y  (or)  =  o  a  toujours  une  racine,  que 
ses  coefficients  soient,  ou  non,  réels. 


SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  966 

(voir  2e  série,  t.  ViII,  p.  56i); 

Par    M.    MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Havre. 

Si  Von  désigne  par  Cfn  le  nombre  des  combinaisons 
sans  répétition  de  m  objets  p  à  p,  en  regardant  C"m 
comme  égal  à  Vunité,  on  a  l'identité  suivante  : 

Co  /-.îA-I-i      ,      r11         ri2#+3      ■_    C7         p2*+5      ,               0n— 2i  ff'      , 
*<-■„  +  ,     -4-   VjA r+  i  V'n-f-i     "+"   *-«*+2  ^n+i    "+"  •  • -*  ^n— *' 

(Désiré  André.) 

On  sait  que  C?M  est  le  coefficient  de  xp  dans  le  dévelop- 
pement de  (i  -h  x)"1. 

Cela  posé,  le  premier  membre  de  l'égalité  à  démontrer 


(  5.5  ) 
est  le  coefficient  de  x'n+i  dans  le  développement  de 


Oi 


(i+.r)"+,li =(i-+-x)tt+1\ 


I+.r 


[ 


n-k 


-(*+!) 


et  le  coefficient  de  .r2*+1,  dans  cette  expression,  sera  celui 
de  xk  dans  le  développement  de 

c'est-à-dire 
=  C*_*  (  i  4- 


«  —  2  £         ( «  —  1  k)  (n  —  2 k  —  i ) 


I  1.2 

(«  —  lk){n  —  ik  —  i )  [n  —  i k  —  2) 


-T-...-4-  1 


1.2.3 

On  a  donc  identiquement 

c,  c2/i+I  -u  rT     p.2*-1-3  _i  r'     d**+s  -4_       —  0n-2«  p/> 

C    Q.    F.    n. 

Note.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  M.  Kruschwitz,  étudiant 
en  Mathématiques,  à  Berlin. 


Questions  968  et  969 

voir  2"  série,  t   VIII.  p.  56 1    ; 

Par  M.   Lucien  BIGNON,   de  Lima  (Pérou). 

968.  Si  Ion  désigne  par  n  un  nombre  entier  positif \ 

et  par  D„  la  différence  des  puissance.':  niim"  des  racines 

33. 


(  5i6  ) 
de    V équation    x~  H-  px  -+-  q  =  o  .    on    aura,    à    partir 
de  n  =  2, 

D„=(—  i)"-  \p"-] - 


pn~3fj 


(«  — 3)(«  — 4)    „_5  , 

1.2 

(„-4)(w-5)(*-6)    „_7 


1.2.3 


,r 


Y  +  ...1d,; 


/e  développement  s'arrête  pour  une  valeur,  particulière 
de  n,  au  dernier  terme  qui  ne  s' évanouit  pas. 

969.    Déduire  de  la  formule  précédente  la  relation 

n  —  2        .       (  «  —  3  )  (  «  —  A) 

„  __  r,8- 1  2n— 3  -t-    - — — —   ■>"~ s 

1  1.2 

_  («-4)(*-5)(«-6)  2„_,+    _ 

1.2.3 

(G.-P.-W.  Baehr.) 
968.   Soient  a  et  b  les  racines  de  l'équation 

.r-  -f-  /),r  +  7  =  O  ; 

la  formule  est  vraie  pour  n  =  2  et  »  =  3  ;  il  suffit  donc 
de  faire  voir  que,  si  elle  est  vraie  pour  l'indice  n  —  i  et 
pour  l'indice  n  —  2,  elle  l'est  aussi  pour  l'indice  n. 
Or,  nous  avons  l'identité 

a"  —  bn  =  [a"-'  —  £"-')  {a  -+-  b)  —  ab  (a"-2—  bn~2 ) 

et 

a  -+-  b  =  —  p,      ab  =  q\ 

puis,  par  suite  de  l'hypothèse, 

(a"-'  —  6"-')  (a  -+-  b) 

n  —  3 
/>n-'<7 


(„-4)(a-5)    „_s   , 


(  5.;  ) 
et 

—  ub  (a'-  :  —  bn~') 


«-4 


1  .  2 


Le  terme  do  rang  (m  +  i),  dans  la  première  de  ces 
deux  équations,  est,  en  ne  tenant  compte  que  de  ce  qui 
est  dans  la  parenthèse, 

[n  —  (m  -+-  ■?.)].  .  . (n  —  %m)[n—    im  -4-  i )  | 
i  .  2.  .  .m 

Le  terme  de  rang  m  dans  la  seconde,  qui  a  le  même 
coefficient  en  p  et  en  y*  que  celui  dont  nous  venons  de 
trouver  la  valeur,  est 

[  n  —  (  m  +  2  )].••[  n  —  (  2  m  —  1  )  ]  (  n  —  2  /»  ) 


En  faisant  la  somme  de   ces  deux  ternies,  on  trouve, 
pour  le  terme  général  de  rang  m  -f-  i , 

-4-  ["—  (»'  +  ')]■••  [«  — (2W—  l)j(/i  —  2//;  ) 

1.2... m  7  '   ' 

car 

//  —  i  2  /w  -+-  1 1  «  —  (  m  -4-  1 


et  comme 


le  théorème  est  démontré. 


1)69.   Le  second   membre  de  la  relation  donnée  est,  à 
part  Dt,  ce  que  devient  le  second  membre  de  la  relation 


(  5i8  ) 
du  n°  968  quand  on  y  fait 

p  —  1,      q  —  \, 

c'est-à-dire 

a  =  i      et     b  =  i 
Or, 


—  —  —  =  «"-'  -+-  ban~:  -J-. . .  -4-  6"-' , 


«  —  b         D 

et,  par  suile,  dans  le  cas  présent, 

—  =  1"—  -+-  i"-2-i-.  .  . -+-  !"-'  =n. 
Le  théorème  est  donc  démontré. 

Note.  —  Les  mêmes  questions  ont  été  traitées  par  MM.  Laclais,  à  Paris; 
Octave  Espanet,  du  lycée  de  Nîmes;  O.  Callandreau,  à  Angoulême;  Moret- 
Blanc,  professeur  au  lycée  du  Havre;  Cerruti  Valentino,  étudiant  en 
Mathématiques,  à  Turin;  Emile  Pône,  élève  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  de  Besançon;  Kruschwitz,  étudiant  en  Mathématiques  à  Berlin. 


Question  982 

(  voir  ?.'  série,  t.  IX,  p.  yï  )  : 

Par    M.    MORET-BLANC, 

Professeur  au  lycée  du  Havre. 

Soient  AefB  deux  points  d'une  ellipse  dont  F  et  G 
sont  les  deux  foyers,  les  droites  FA  et  GB  5e  coupent 
au  point  D  et  les  droites  FB  et  GA  au  point  E. 

Désignons  respectivement  par  o,  y,  %  et  â  les  angles 

AFB,      AGB,      AEB,      ADB. 

Démontrer  les  relations  suivantes  : 

FA.FB  siii1^  =  GA.GBsin2 -, 

1  2 

<?  n 

FA .  GB  .  cos1  -  =  GA .  FB  cos-  -  • 

1  2 

(Laguerre.  ) 


(  5i9  ) 
i°  Tirons  ia  corde  AB  (*).   Les  triangles  AF13,  AGB 
donnent 

AB   =  AF   -+-  FB    —  2FA.FBcos? 

=  (FB  — FA)-  +  4FA.FBsinJ^, 


AB'  =  GA  +  GB    —  2GA.GBCOS7 
Or,  de 


GA  —  GB)2  ■+-  4GA. GBsin2 2 


FB  -4-  GB  =  FA  -+-  GA, 

on  tire 

FB  —  FA  =  GA  —  GB  ; 

donc,  il  faut  aussi  qu'on  ait 

FA .  FB  sins  -  =  GA .  GB  sirr  - 
2  2 

20  Soit  B,   le  symétrique  du  point  B  par  rapport  au 
centre. 

Tirons  AB,,FB,  et  GB!  : 

FB,  =  GB,  GB,  =  FB,     AFB,  =  1800—  0,  AGB,=  i8o°  —  ». 
Cela  posé,  les  triangles  AFB,,  AGB,  donnent 

Âb7  =  FA"  -+-  GB'  -4-  2FA.GBcos<î 

=  (FA  —  GB)24-  4FA.GBcos2-, 

v  '  2 

AB,   =GA    +FB    -4- 2GA.FBcosn 


Or, 


=  (FB  —  GA)1-+-4GAFBcosJ- 


FA  —  GB  =  FB  —  GA 


(*)  Le  lecteur  est  prié  de  faire  la  figure. 


(  5ao  ) 
donc 

FA.GRcos2-  =  GA.FBcosJ-. 

2  2 

Remarque.  —  Si  Ton  remplace  l'ellipse  par  une  hy- 
perbole, les  mêmes  relations  subsistent  quand  les  points 
A  et  B  sont  pris  sur  la  même  branche;  il  faut  changer  les 
sinus  en  cosinus,  et  réciproquement,  quand  ils  sont  pris 
sur  des  branches  différentes. 

Note.  —  Celte  question  a  été  résolue  aussi  par  MM.  E.  Kruschwitz, 
étudiant  à  Berlin  ;  H.  Lez,  à  Lorrez-le-Bocage;  Cerruti  Valentino,  étudiant 
en  Mathématiques,  à  Turin;  F.  Vivier,  élève  de  Mathématiques  spéciales 
au  lycée  de  Montpellier;  H.  Brocard,  lieutenant  du  Génie;  Charles  Bloch, 
du  lycée  Napoléon;  Wittière,  professeur  à  Arloa. 


Questions   1014  et  1016 

(voir  2°  série,  t.  X,  p.  96); 

Par    M.    E.    PELLET, 

Elève  à  l'École  Normale. 

1014.  En  faisant  tourner,  rVun  même  angle  et  dans 
le  même  sens,  les  génératrices  d'une  surface  gauche 
autour  de  leur  point  central  et  dans  leur  plan  central, 
on  obtient  une  nouvelle  surface  gauche  qui  a  la  même 
ligne  de  striction  que  ht  première.  (G.   Folret.) 

Soient  G  une  génératrice  de  la  première  surface; 
M  son  point  central  et  P  son  plan  central,  et  G'  la  géné- 
ratrice correspondante  de  la  seconde  surface.  Le  plan  P 
contient  G'  et  la  tangente  menée  par  M  à  la  ligne  de 
striction  de  la  première  surface,  qui  est  aussi  située  sur 
la  seconde;  il  est  donc  tangent  en  M  à  la  seconde  surface. 
Pour  démontrer  le  théorème,  il  suffit  donc  de  démontrer 
qu'il  est  normal  au  cône  directeur  de  cette  dernière, 
mené  par  un  point  de  G'.  Or,  cela  est  évident,  si  l'on 
considère  que  ce  cône  s'obtient  en  faisant   tourner  les 


(  521  ) 

génératrices  du  cône  directeur  de  la  première  surface 
d'un  même  angle  et  dans  le  même  sens  autour  du  som- 
met du  cône  et  dans  les  plans  normaux  au  cône  (*). 

1016.  Déterminer  les  sommets  et  les  arêtes  d'une 
surface  gauche  ayant  pour  ligne  rie  striction  une  courbe 
donnée  et  pour  cône  directeur  un  cône  de  révolution 
également  donné.  (G.  Fouret.) 

Prenons  pour  axe  des  z  l'axe  du  cône,  et  désignons 
par  i  l'ouverture  de  ce  cône,  par  a:,  y,  z  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  de  la  courbe,  et  par  a,  ,3,  y  les 
cosinus  de  la  génératrice  correspondante.  On  a 

a       dx 
7  =  cos  i     et         =r  — - , 

puiscpie  le  plan  qui  passe  par  la  génératrice,  et  qui  est 
parallèle  à  l'axe  des  z,  contient  la  tangente  à  la  courbe. 
J.a  relation  a2  +  |3a  -f-  y*  =  i  donne  ensuite 

dx  .  „  ,  dy 

p  =±  -  uni, 


y/^/.i-2  -j-  dy1  \  </.'  -  H-  dy- 

les  mêmes  signes  devant  être  pris  en  même  temps.  Par 
un  point  (.r,  y.  z)  de  la  courbe  passent  donc  deux  géné- 
ratrices de  la  surface,  dont  les  équations  sont 

(x=±  ;*""«'  (z  _.)+,, 

\  dd.r'  +  dy7 

En  changeant  la  direction  positive  de  Taxe  des  z,  les 
équations  de  la  seconde  génératrice  deviennent  identiques 
à  celles  de  la  première  relativement  aux  anciens  axes-, 

(*)  Bertrand,  Calcul  différentiel,  p.  585 


(     322    ) 

nous  pouvons  donc  nous  borner  à  l'étude  de  celle-ci.  A 
cet  effet,  nous  effectuerons  un  changement  d'axes  coor- 
donnés, nous  prendrons  pour  axe  des  z'  la  génératrice 
même  que  nous  voulons  étudier,  pour  axe  des  x'  la  per- 
pendiculaire à  cette  génératrice  menée  par  son  point  cen- 
tral et  dans  son  plan  central,  et  pour  axe  des  y'  la  perpen- 
diculaire aux  droites  précédentes.  Pour  simplifier  on  peut 
supposer  que,  dans  le  premier  système,  le  plan  des  xz 
coïncide  avec  le  plan  central  ;  alors  les  formules  de 
transformation  sont 

x  z=z  z'  sin  i  -+-  x'  cos  i, 

z  =  z'  cos?  —  x1  sin  i, 

et  les  équations  de  la  génératrice  menée  par  le  point 
[x,  y,  z)  deviennent 

/  X'  cos2/  -+-  sin/  cos/  Z'  —  x  cos/ 

1  <^.?-sin/  . 

Z  cos/  —  X  sin*  —  z), 


2)       <  \j dx-  -+-  dy2 

,  dy  tan"/     ,„, 

Y'=       J        &       (Z' cos/  — X' sin/—  z)-hy. 
\Jdx2  -+-  dy2 

dy 

En  général,  —    est  un   infiniment   petit  du  premier 

ordre  en  même  temps  que  x  et  z:  en  réduisant  chaque 
coefficient  à  sa  valeur  principale,  il  vient 

sin 2/  / dy\2 . 
X'  = y—  \-4-\  Z'  -h  (x—  z  tang/  )  cos/, 

;3j  4    ^  x' 

i  dy  ^y 

f  Y    =  sin/  —  Z   -t-  y  —  z—  tang/. 
dx  dx 

Si  l'on  coupe  la  surface  par  un  plan  perpendiculaire  à 
l'axe  des  Z',  on  a,   en  se  bornant  aux  infiniment  petits 

du  premier  ordre, 

dy 
X'  =  (x  —  z  tang/)  cos/,     Y'  =  sin/  — -  Z', 

dx 


(  5a3  ) 
et  la  tangente  à  la  section  menée  par  X'  —  o,  Y'  =  oa 

pour  équation 

dj 

Y'_     7ûVAn*'    z> 

X'       .t  —  z  taogt 

Dans  le  cas  où  la  courbe  est  un  cercle,  situé  dans  un 
plan  perpendiculaire  à  l'axe  du  cône,  la  surface  est  un 
hyperboloïde  de  révolution,  et  l'on  a 

dy        x 
z=o,      —  =  -» 
dx         a 

au  signe  près,  a  étant  le  rayon  du  cercle  de  gorge;  par 
suite, 

T_       tangi 

X'  a 

Si  le  cône  se  réduit  à  un  plan,  tang*  est  infini,  et  les 
équations  (i)  doivent  être  remplacées  par  les  suivantes  : 

Z-z  =  o,     Y-j  =  |fX-x). 

Si  le  plan  des  zx  coïncide  avec  un  des  plans  centraux, 
la  génératrice  correspondante  coïncide  avec  l'axe  des  x\ 
et  la  tangente  à  la  courbe,  intersection  de  la  surface  par 
un  plan  perpendiculaire  à  cette  génératrice,  au  point  où 
elle  coupe  cette  génératrice,  a  pour  équation 

dx 

Y  _  dx 

Un  sommet  d'une  surface  est  un  point  où  la  surface, 
dans  une  petite  étendue,  est  symétrique  par  rapport  aux 
plans  des  sections  principales  correspondantes,  aux  infi- 
niment petits  du  troisième  ordre  près. 

Les  sommets  d'une  surface  réglée  appartiennent  à  la 


(  5*4  ) 
ligne  de  striction.  En  effet,  soient  A  un  sommet,  S  et  S' 
les  plans  des  sections  principales  correspondantes,  M  et 
M'  deux  points  de  la  section  déterminée  par  S,  symé- 
triques par  rapport  au  plan  S'  ;  P  et  P'  les  plans  tangents 
correspondants.  Ces  plans  sont  normaux  à  S,  de  plus  P 
coupe  la  surface  suivant  deux  droites,  en  ne  considérant 
que  les  points  voisins  de  M,  symétriques  par  rapport  à  S; 
il  en  est  de  même  de  P',  et  les  droites  de  P'  sont  symé- 
triques de  celles  de  P  par  rapport  à  S'.  Donc  ces  droites 
font  avec  le  plan  S  des  angles  égaux  ou  supplémentaires. 
Parmi  ces  droites  sont  évidemment  comprises  les  géné- 
trices  en  M  et  M',  qui,  ne  faisant  entre  elles  que  des  angles 
très-petits,  font  avec  Sdes  angles  égaux.  Il  résulte  de  laque 
si  par  un  point  de  l'espace  on  mène  des  plans  parallèles  aux 
plans  tangents  aux  divers  points  de  la  section  déterminée 
par  S  et  les  génératrices  correspondantes,  ces  plans  se 
rencontreront  suivant  une  droite  commune,  la  perpen- 
diculaire à  S,  et  les  génératrices  sont  symétriques  deux  à 
deux  par  rapport  au  plan  tangent  en  A.  Ce  plan  est  donc 
normal  au  cône  directeur  de  la  surface,  et  par  suite  un 
plan  central  -,  le  raisonnement  précédent  montre,  en 
outre,  que  la  courbe  sphérique,  intersection  du  cône 
directeur  par  une  sphère  concentrique,  a  un  sommet  sur 
la  génératrice  correspondante  à  A.  Lorsque  le  plan  tan- 
gent en  A  coupe  la  surface  suivant  deux  droites,  le  plan 
parallèle  est  orthogonal  au  cône  directeur  à  son  entrée 
et  à  sa  sortie,  et  la  courbe  sphérique  a  deux  sommets  sur 
les  génératrices  correspondantes  à  A-,  de  plus,  les  tan- 
gentes aux  sections  principales  sont  les  bissectrices  de 
ces  génératrices. 

Dans  le  cas  où  le  cône  directeur  est  de  l'évolution,  on 
ne  doit  chercher  les  sommets  de  la  surface  qu'aux  points 
de  la  ligne  de  striction  où  la  tangente  est  perpendiculaire 
ou  parallèle  à  Taxe  du  cône. 
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Si  la  tangente  est  parallèle  à  cet  axe  on  a,  pour  les 
points  voisins  du  point  de  contact, 

z  =  s,      x  =  as2,      y  =  bsz  ; 
par  suite,  les  équations  (3)  deviennent 

sin2/  qb-s- 

X'  = 7—  2- Z'  -|-  a.*'  —  .y  S1D  l, 

4     4"2 

Y'  =  3  sini  —  Z'  4-  6  (i  —  3  tang/)*5. 
la 

L'intersection  par  un  plan  perpendiculaire  n'offre  au- 
cune particularité  si  Z'  n'est  pas  nul  \  mais  lorsque  Z'  est 
nul,  on  a 

X'  =  —  ssmi,     Y'  =  b{\  —  3  tang/)**, 

et  la  courbe  a  un  point  d'inflexion  -,  le  point  n'est  donc 
pas  réellement  un  sommet,  les  sommets  se  trouvent  seu- 
lement aux  points  où  la  tangente  est  perpendiculaire  à 
l'axe  du  cône. 

Lorsque  i=  -j  on  a,   pour  les  points  de  la  ligne  de 

striction  où  la  tangente  est  perpendiculaire  au  plan  di- 
recteur, 

Z'  =  s,     Y'=bs3-h  —s[X'—as2), 
2a 

et  les  sections  de  la  surface  par  un  plan  passant  par  ces 
points  offrent  des  points  d'inflexion  comme  précédem- 
ment. 

Si  la  tangente  à  la  ligne  de  striction  est  parallèle  au 
plan  directeur,  on  a 

Z'  =  as2,     Y'  =  bs2,     x  =  s, 
d'où 

Y'  =  bs2  ■+-  2  bs  (X'  —  s)  =  2  bsX'  —  es*. 

L'intersection  par  un  plan  perpendiculaire  à  la  gêné- 
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ratrice,  c'est-à-dire  à  l'axe  des  X',  est  une  courbe  tan- 
gente à  l'axe  des  Y',  pourvu  que  X'  ne  soit  pas  nul;  de 
sorte  que  le  plan  des  X'  Y',  qui  est  normal  au  plan  cen- 
tral, est  tangent  tout  le  long  de  la  génératrice.  Pour 
X'=  o,  la  section  a  un  point  de  rebrousseraent  à  l'ori- 
gine; de  sorte  que  ce  point  est  un  point  singulier  de  la 
surface. 

Lorsque  i  est  différent  de  -  on  obtient  un  point  ana- 
logue pour  les  points  de  la  courbe  de  striction  où  la  tan- 
gente est  parallèle  au  cône  directeur,  c'est-à-dire  pour 
les  points  de  cette  ligne  correspondant  à  l'intersection 
du  cône  directeur  de  la  surface  avec  le  cône  indicateur 
de  la  courbe,  formé  par  les  parallèles  aux  tangentes  de  la 
courbe.  En  effet,  pour  ces  points  on  a 

.r  —  z  tang/  =  o, 
et  les  équations  (2)  se  réduisent  à 


1  (±Y  z' +  l- (?zX 

\dx)  1  \dx) 


dy 

cl  se 


Y'  =  —  tangi  (  Z'  cosi  —  X'  sin«  —  z) 


—  étant  infiniment  petit  du  premier  ordre  avec  z. 
dx 

Les  points  que  nous  avons  considérés  n'offrent  aucune 

singularité   sur  la  courbe.    En   examinant  ceux  qui  en 

offrent,  on  a  d'autres  points  singuliers  sur  la  surface.  Ainsi 

dy 
lorsque  -j-  est  un  infiniment  petit  d'ordre  supérieur  au 

premier,  le  plan  central  est  tangent  tout  le  long  de  la 
génératrice,  si  .r  —  z  tangz  n'est  pas  nul. 
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Question  J020 

(  voir  2°  série,  t.  X,  p.  191  )  ; 

Par  UN  ABONNÉ. 

Un  point,  matériel  décrit  une  ellipse  sous  faction 
d'une  force  tendant  vers  un  point  fixe  O.  Démontrer 
que  la  loi  de  la  force  est  donnée  par 

DD'° 


OP  .PP' 


P  désignant  la  position  de  la  molécule  ;  PP',  la  corde 
passant  par  le  point  O,  et  DD'  le  diamètre  parallèle  à 
cette  corde.  (A.   Witworth.) 

Je  considère  un  des  cercles  ayant  pour  projection  l'el- 
lipse proposée,  et,  dans  le  plan  de  ce  cercle,  le  point  o 
qui  a  pour  projection  le  point  fixe  O-,  soient  p,  P',  d,  d' 
les  points  du  cercle  qui  ont  pour  projections  les  points  P, 
P',  D,  D'  de  l'ellipse,  et  soit  /la  force  dont  F  est  la  pro- 
jection. 

Il  est  clair  que  si  je  démontre  que  la  loi  de  la  force  f 
est  donnée  par 

dd'° 

op     .  pp' 

la  question  proposée  sera  résolue,  car  je  pourrai  écrire 

[dd'cosyY 

(op. COS  <p)2  (/>//. COScp)3 

et  par  suite 

DÎy6 

F—  —2     ,» 

OP    .  PP' 
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si  o  désigne  l'angle  que  les  droites  parallèles   dd',  op, 
pp'  font  avec  le  plan  de  l'ellipse.  Toute  la  question  est 
donc  de  démontrer  la  loi  (i). 

Soient  alors  R  le  rayon  du  cercle  et  co  l'angle  que 
fait  OP  avec  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  o  sur 
la  tangente  au  cercle  en  p.  On  sait  que  l'expression  d'une 
force  centrale  est 

c  désignant  une  constante,  r  la  distance  du  mobile  au 
centre  d'action,  o  le  rayon  de  courbure  et  o  la  distance 
du  centre  d'action  à  la  tangente.  Or,  ici,  si  je  prends 
c2  égal  à  8R4,  ce  qui  ne  change  pas  la  loi,  j'ai  pour 
cette  loi 

SR'.np        _  [o.R'f 

-R(oP.cos»y~—2  i(2Rcosb},' 

mais 

?.Rj6  =  dd'  , 

(2  Rcosw  3  =  pp'    ; 
donc  la  loi  de  la  force^est  donnée  par 

G 

dd' 


f  = 


op     .pp 


C    Q.     F.     D. 


Note.  —  Cette  question  a  aussi  ete  résolue  par  M.  Guébbard,  étudiant 
en  médecine,  à  Paris. 
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PROPRIETES  DES  DIAMÈTRES  DES  COURBES  GÉOMÉTRIQUES; 
P\r  M.   CHASLES. 


(Extrait  des  Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences,  t.  LXXIt.) 


Newton,  dans  son  Ênuméralion  des  courbes  du  troi- 
sième ordre,  a  fait  connaître  et  a  appelé  diamètre  d'une 
eourbe  une  cerlaine  droite,  qui  est  le  lieu  des  centres  de 
gravité  (ou  centres  des  moyennes  distances  )  des  points 
dans  lesquels  une  série  de  droites  parallèles  rencontrent 
la  courbe. 

Cette  belle  propriété  des  courbes  géométriques  parait 
être  la  première  que  l'on  ait  connue.  Newton  la  présen- 
tait comme  une  généralisation,  ainsi  que  celle  du  rapport 
constant  des  produits  des  segments  faits  sur  deux  trans- 
versales parallèles  à  deux  axes  fixes,  des  propriétés  des 
sections  coniques.  Elles  étaient  susceptibles  elles-mêmes 
d'une  certaine  généralisation,  qu'on  obtient  par  une 
simple  perspective,  dans  laquelle  les  droites  parallèles 
deviennent  des  droites  concourantes  en  un  même  point. 
Le  théorème  des  diamètres  conduit  ainsi,  comme  l'a  fait 
remarquer  M.  Poncelet  (*),  au  beau  théorème  de  Côtes, 
démontré  par  Maclaurin,  savoir  que,  «  si  sur  des  trans- 
versales partant  d'un  point  fixe  on  prend  les  centres  des 
moyennes  harmoniques  des  points  d'intersection  de  ces 
droites  et  d'une:  courbe  géométrique,  le  lieu  de  ces  points 
est  une  droite  (**),  »  droite  que  l'on  a  appelée  depuis 
axe  harmonique  du  point  fixe. 


(*  )  Mémoires  sur  les  centres  des  moyennes  harmoniques  ;  voir  Jauni  .1  de 
Celle,  t.  III. 

(**)  Maclaurin,  Traité  des  courbes  géométriques. 

Ann.  de  Mathémat.,  2e  série,  t.  X.  (Décembre  1871.  î  | 
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On  s  est  fort  peu  occupé  jusqu'ici  de  la  conception  <!es 
diamètres  de  Newton,  dont  on  ne  trouve  peut-être  quel- 
ques propriétés  que  dans  un  Mémoire  de  Steineï.   Bien 

que  le  théorème  de  Côtes  n'ait  pas  été  non  plus  le  sujet 
de  recherches  spéciales,  il  intervient  dans  la  belle  théorie 
des  polaires  des  courbes,  de  Bobillier  (*),  où  il  prend 
une  importance  réelle  par  son  association  avec  la  courbe 
même  que  l'on  appelle  la  polaire  d'une  courbe  donnée  U. 
Que  celle-ci  soit  d'ordre  m,  la  polaire  est  une  courbe 
d'ordre  (m —  i)  qui  passe  par  les  points  de  contact  des 
m  (m  —  i)  tangentes  de  U  qu'on  peut  mener  par  un  point 
fixe.  Ce  point  est  dit  le  pôle  de  la  polaire.  Bobillier  con- 
sidère la  polaire  de  la  courbe  d'ordre  (/«  —  i),  laquelle 
est  d'ordre  m  —  2;  puis  la  polaire  de  celle-ci,  et  ainsi 
de  suite,  et  arrive  à  une  conique  dont  la  polaire  est  une 
droite.  Cette  droite  est  précisément  Y  axe  harmonique 
du  point  fixe,  relatif  à  la  courbe  d'ordre///.  Un  théo- 
rème général  fort  important,  concernant  deux  quelcon- 
ques des  polaires  successives  (**),  renferme  en  particu- 
lier cette  double  proposition,  relative  à  la  première 
polaire  d'une  courbe  et  à  la  dernière,  c'est-à-dire  à  Y  axe 
harmonique  : 

La  polaire  (Van  point  P  est  le  lieu  des  points  dont  les 
axes  harmoniques  passent  par  ce  point  P. 

Et  réciproquement  :  L'are  harmonique  d'un  point 
est  le  lieu  des  points  dont  les  polaires  passent  par  le 
point. 

Celte  double  propriété  des  axes  harmoniques  est  la 
clef  de  cette  théorie.  Ainsi  l'on  conclut  immédiatement 
du  second  énoncé  que  :  Une   droite,    considérée  comme 


(*)  Voir  Annales  de  Mathématiques  de  Gergônne,  t.  X.V1II.  iSij-'S-jS, 
I».  8ç),  iJ7,  253,  et  t.  \l\,  p.  ioti.  i38,  3t>2. 
(**)  Ib.il..  t.  \1\.  p.  302-3©/. 
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axe  harmonique,  a(rn  —  i)2  pôles,  qui  sont  les  points 
a  intersection  des  polaires  de  deux  points  de  In  droite; 
et,  par  suite,  que  ces  (m.  —  i)2  points  appartiennent  aux 
polaires  de  tous  les  autres  points  de  la  droite;  que  ces 
polaires  forment  donc  un  faisceau  d'ordre  (m  —  1)  ;  d'où 
Se  conclut  aussi  que  2  ("m  —  2)  de  ces  polaires  sont  tan- 
gentes à  une  droite  quelconque  :  proposition  fort  utile, 
et  de  laquelle  dérive  aussi  cette  propriété  fondamentale 
de  la  théorie  des  axes  harmoniques,  savoir  que  : 

La  courbe,  enveloppe  des  axes  harmoniques  des  points 
d'une  droite  L)  est.  de  la  classe  (///  —  1). 

C'est-à-dire  que  [m  —  1)  axes  harmoniques  passent  par 
un  même  point  I.  En  effet,  les  axes  qui  passent  par  ce 
point  ont  leurs  pôles  sur  la  polaire  du  point  1 5  or  eette 
polaire,  d'ordre  m  — 1,  a  [m  — 1)  points  sur  la  droite  D; 
ee  sont  les  pôles  des  [m  —  1)  axes  harmoniques  passant. 
par  le  point  I. 

On  reconnaît  aussi  que  celte  courbe  de  la  classe  (/;/  — 1) 
est  de  Tordre  (m —  2),  c'est-à-dire  quelle  a  2(m —  2) 
points  sur  une  droite  quelconque  L.  En  effet,  un  point 
dé  la  courbe  est  l'intersection  des  axes  harmoniques  de 
deux  points  infiniment  voisins  a,  a'  de  la  droite  D.  Ce 
point  d'intersection  est  le  pôle  d'une  polaire  passant  par 
les  deux  points  a,  af  et  conséquemment  tangente  à  la 
droite  D  en  a.  Mais  les  polaires  de  tous  les  points  de  la 
droite  forment  un  faisceau  d'ordre  (m.  —  1)5  il  yen  a 
donc  i{m  —  2)  qui  sont,  tangentes  à  la  droite  D.  Or  les 
axes  harmoniques  des  2(///  —  2)  points  de  contact  sont 
tangents  à  leur  courbe  enveloppe  aux  points  où  ils  cou- 
pent la  droite  L;  ce  qui  démontre  que  la  courbe  est  de 
l'ordre  2 (m  —  2). 

Steiner,  dans  un  travail  iort  étendu,  concernant  les 
courbes  algébriques  et  leurs  transversales  rectilignes,  dont 
l'analyse  a  été  communiquée  à  l'Académie  de  Berlin,  en 

34. 
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mai  1 85 1  (*),  a  considéré  les  diamètres  de  Newton,  el 
en  fait  connaître  quelques  propriétés.  On  y  trouve  no- 
tamment la  classe  et  l'ordre  de  la  courbe  enveloppe  de 
ces  diamètres,  et  deux  théorèmes  que  j'indiquerai  parmi 
ceux  qui  font  le  sujet  de  ma  Communication.  J'ignore  si 
les  démonstrations  du  beau  Mémoire  de  Steiner  ont  été 
publiées  depuis  sa  mort,  et  si  d'autres  géomètres  se  sont 
occupés  aussi  de  cette  théorie  des  diamètres. 

C'est  par  le  principe  de  correspondance  que  je  dé- 
montre toutes  les  propositions  qui  vont  suivre,  et  que  je 
réunis  ici  comme  nouvel  exemple  des  applications  si  va- 
riées de  ce  mode  de  raisonnement. 

§  I.  —  Oii  Von  considère  deux  séries  de  poinls  qui  se 
correspondent  anliarmoniquemeni  sur  la  droite  de 
l  infini. 

1.  Si  l'on  a  sur  la  droite  située  à  l'infini  deux  séries 
de  points  a,  a'  qui  se  correspondent  anharmoniquement, 
une  courbe  U„,  possède  m  diamètjes  dont  les  transver- 
sales passent  par  les  points  a'  qui  correspondent  aux 
points  a  des  diamètres. 

Par  conséquent  : 

a.  Il  existe,  dans  une  courbe  U,„,  m  diamètres  dont  cha- 
cun fait,  avec  la  direction  de  ses  transversales,  un  angle 
de  grandeur  constante,  compté  dans  un  sens  de  rotation 
déterminé. 

b.  Il  existe  m  diamètres  perpendiculaires  chacun  à  ses 
transversales. 

c.  Il  existe  m  diamètres  faisant  avec  leurs  transversales 
des  angles  dont  la  bissectrice  est  de  direction  constante. 

(*)  Voir  Journal  de  Mathématiques,  de  Crelle,  t.  \LV1I,  p.  7-106;  l854> 
Une  traduction  due  au  regretté  M.  W'oepcke,  avait  déjà  paru  dans  le 
Journal  de  Mathématiques,  (le  V!.  LÎOU ville,   t.  W  III.  p-  3l5-356;  l853. 
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Dans  les  propositions  suivantes,  susceptibles  de  trois 
énoncés  différents,  nous  ne  donnerons  que  l'énoncé  re- 
latif aux  perpendiculaires. 

2.  Les  perpendiculaires  aux  transversales  des  diamè- 
tres, menées  par  les  points  où  ces  diamètres  rencontrent 
la  courbe  U,„,  enveloppent  une  courbe  de  la  classe  ///% 
qui  aune  tangente  multiple  d'ordre  m  [tu —  i)  à  l'infini. 

3.  Deux  diamètres,  dont  l'un  est  perpendiculaire  aux 
transversales  de  l'autre,  se  coupent  sur  une  courbe  de 
l'ordre  m[nt  —  2).  qui  a  tu  points  multiples  d'ordre 
(/«  —  2)  à  l'infini. 

5.  Deux  diamètres  dont  les  transversales  sont  rectan- 
gulaires se  coupent  sur  une  courbe  fie  Tordre  2(771  —  2). 

5.  Deux  diamètres  rectangulaires  se  coupent  sur  une 
courbe  de  l'ordre  u(m  —  «)("' —  2),  qui  a  deux  points 
multiples  d'ordre  (//'  —  1)  (///  —  2)  à  l'infini. 

§  II.  —  Ou  l'on  considère  les  points  de  rem  outre 
des  diamètres  et  de  lu  courbe  l  „. 

6.  Les  transversales  des  diamètres,  menées  par  les 
points  où  ils  rencontrent  la  courbe  l  „,.  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  ///(///  —  s),  qui  a  une  tangente  multiple 
d'ordre  ///(/// —  2)  à  l'infini. 

7.  Si,  par  le  centre  des  moyennes  dislances  des  points 
de  rencontre  <l  un  diamètre  et  de  la  courbe  U,„,  on  mène 
la  transversale  du  diamètre,  ces  transversales  envelop- 
pent une  courbe  de  la  classe  (/;/" — nm  —  1).  qui  a  une 
tangente  multiple  d'ordre  ttî( ni — 2)  à  l'infini. 

8.  Les  centres  des  moyennes  distances  des  points  <l  in- 
tersection de  chaque  diamètre  avec  la  courbe  l ',„  sont  sur 
une  courbe  de  l'ordre  m(tn  —  :>. ),  qui  a  ///  points  multi- 
ples d'ordre  (///  —  2)  à  l'infini. 

9.  Les  transversales  des  diamètres,  menées  par  leurs 
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points  de  contact  avec  leur  courbe  enveloppe  sont  les  tan- 
gentes  (lune  courbe   de   la   classe  (2/n  —  3),  qui  a  une 
tangente  multiple  d'ordre  [m  —  a)  à  l'infini  (*). 

10.  Les  perpendiculaire-;  aux  transversales  des  dia- 
mètres, menées  par  leurs  points  de  contact  avec  leur 
courbe  enveloppe,  sont  les  tangentes  d  une  courbe  de  la 
classe  ['2  m  —  3) . 

H.  Les  transversales  des  diamètres,  menées  par  les 
points  où  ils  rencontrent  la  courbe  L,„,  enveloppent  une 
courbe  de  la  classe  m  (tu  —  1). 

^  III.  —  Oit  l  on  considère,  les  tangentes  et  les  normales 
de.  la   courbe   Um. 

12.  Les  diamètres  de   la   courbe   Ij",,   rencontrent  les 

tangentes  de  cette  courbe  parallèles  aux  transversales  des 
diamètres,  en  des  points  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre 
///  (  11  —  i  ) . 

13.  Les  diamètres  de  L",  rencontrent  les  tangentes  qui 
leur  sont  perpendiculaires  en  des  points  dont  le  Jieu  est 
une  courbe  de  l'ordre  in  (m — 1),  qui  a  deux  points 
multiples  d'ordre  n(m  —  i)  aux  deux  points  circulaires 
de  L'infini. 

14.  Les  diamètres  de  L"„  rencontrent  les  normales 
parallèles  à  leurs  transversales  sur  une  courbe  de  l'ordre 
m(n  -f-i):  qui  a  m  points  multiples  d'ordre  ?/,  et  /// 
points  simples  à  L'infini. 

15.  Les  diamètres  de  U",  remontrent  les  tangentes  per- 
pendiculaires à  leurs  transversales  sur  une  courbe  de 
l'ordre  mn.  oui  a  ///  points  multiples  d'ordre  n  k\  infini. 


Ce  théorème  ri  le  précédent  sont  les  deux  de  Steiner,  que  nous 
avons  annoncés  ci-dessus.  ^Voir  Journal  </•  Mathématiques  àe  M.  Liouville, 
t.  W  Mi,  [,.  3/,o  et  34i   . 
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16.  Les  diamètres  de  U£,  rencontrent  les  normales  qui 
leur  son!  perpendiculaires  sur  une  tourbe  de  l'ordre 
(///  —  i)  [m  H-  in),  qui  a  à  liniini  deux  points  multiples 
d'ordre  n(m —  ,)  aux  deux  points  circulaires  et  ///  points 
multiples  d'ordre  (m —  i)  aux  points  de  []"„. 

17.  Les  diamètres  de  l  ''„  rencontrent  les  normales 
perpendiculaires  à  leurs  transversales  sur  une  tourbe  de 
Tordre  m(n  H-  i). 

18.  Si,  par  les  points  où  les  diamètres  rencontrent  la 
courbe  Um,  ou  leur  mène  des  perpendiculaires,  ces 
perpendiculaires  enveloppent  une  courbe  de  la  classe 
im(m —  i),qui  a  une  tangente  multiple  d'ordre  m  (m  —  i) 
à  l'infini. 

§   IV.  ■ —  Où  Ton  considère  une  courbai]",,'  en  rapport 
avec  les  diamètres  de.  la  courbe  U,„. 

19.  Les  tangentes  d'une  courbe  U"  parallèles  aux  trans- 
versales d'un  diamètre  d'une  courbe  U,„  rencontrent  ce 
diamètre  en  des  points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de 
l'ordre  mn' . 

20.  Les  normales  d'une  courbe  \3"m,  parallèles  aux 
transversales  d'un  diamètre  de  V>m  rencontrent  ce  dia- 
mètre en  des  points  situés  sur  une  courbe  de  l'ordre 
/)!.'■+-  mn'. 

21.  Les  normales  dune  courbe  U'/„.  perpendiculaires 
aux  transversales  d'un  diamètre  de  U,„  rencontrent  ce 
diamètre  sur  une  courbe  d'ordre  mn'-+-  m'. 

22.  Si,  par  les  points  où  les  diamètres  de  Um  rencon- 
trent une  courbe  Um/  on  mène  des  parallèles  à  leurs  trans- 
versales, ces  parallèles  enveloppent  une  courbe  de  la 
classe  mm' . 

23.  Si.  parles  points  de  rencontre  des  diamètres  de  UOT 
et  d'une  tourbe  L,,,-.  on  mène  des   perpendiculaires  aux 
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transversales  des  diamètres,  ces  perpendiculaires  enve- 
loppent une  courbe  de  la  classe  mm' . 

24.  Les  diamètres  de  deux  courbes  [],„,  Umi  conjugués 
aux  mêmes  transversales  se  coupent  sur  une  courbe  d  or- 
dre (m  -+-  m1  —  2). 

§   V.   —   Diamètres  (Tune  courbe  Um  en   relation 
avec  une  Courbe  unicursale  Um<. 

On  a  sur  une  courbe  unicursale  quelconque  \Jmt  d  or- 
dre m',  deux  séries  de  points  a,  a'  qui  se  correspondent 
anbarmoniquement.  Les  théorèmes  suivants  se  rapportent 
a  ces  deux  séries  de  points. 

25.  Letnine.  —  11  existe,  sur  la  courbe  unicursale  U,„/, 
2 mm'  points  a  tels,  qu'un  diamètre  de  U,„,  passant  par 
chacun  de  ces  points  a,  a  pour  transversale  la  droite  me- 
née d'un  point  donné  P  au  point  «'. 

26.  Si  l'on  mène  par  chaque  point  a  de  Um,  les  dia- 
mètres de  Um,  les  transversales  de  ces  diamètres,  menées 
par  les  points  correspondants  a',  enveloppent  une  courbe 
de  la  classe  mm' . 

27.  Les  diamètres  menés  par  chaque  point  a  rencon- 
trent leurs  transversales  menées  par  le  point  a',  en  des 
points  dont  le  lieu  est  une  courbe  de  l'ordre  m? (2 m  —  1). 

28.  Les  diamètres  passant  par  chaque  point  a.  ren- 
contrent les  transversales  menées  avec  leurs  propres  dia- 
mètres par  le  point  a  ,  en  des  points  situés  sur  une  courbe 
de  Tordre  m  [m'  —  1  )  (  1  m  —  1  j . 

29.  Par  chaque  point  «  on  mène  les  transversales  des 
diamètres  qui  passent  par  ce  point;  et  de  même,  par 
chaque  point  correspondant  a.'  on  mène  les  transversales 
des  diamètres  qui  passent  par  ce  point  :  ces  transversales 
rencontrent  les  premières  sur  une  courbe  de  Tordre 
2/«' m  {m  —  1). 
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30.   Les  perpendiculaires  élevées  par  chaque  poinl  a. 
sur  les  diamètres  qui  passent  par  ce  point  rencontrent  les 
transversales  des  diamètres  menées  par  les  points  a.'  sur 
une  courbe  de  l'ordre  mm' . 


EXPOSE  DINE  THÉORIE  GÉOMÉTRIQUE  ÉLÉMENTAIRE 
DES  SECTIONS  CONIQUES 

(suite  et  fin,  voir  2*  sùriu,  t.  X,  p.  3o5)  ; 

Par   M.    Auguste  MOREL, 
Ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique,  répétiteur  à  Sainte-Barbe. 


Chapitre  III.   —   La  parabole. 

88.  La  parabole  est  une  courbe  telle  que  les  distances 
de  chacun  de  ses  points  à  un  point  fixe  F  et  à  une  droite 
fixe  DD'  sont  égales  entre  elles.  Le  point  fixe  s'appelle 

foyer,   la   droite  fixe  est  la  directrice.    Cette  définition 
nous  donne  deux  moyens  de  construire  la  courbe. 

89.  Construire  la  courbe  d'un  mouvement  continu. 

90.  Construire  la  courbe  par  points. 

91.  Théorème.  —  La  parabole  a  pour  axe  de  symé- 
trie la  droite  abaissée  du  foyer  perpendiculairement  à  la 
directrice. 

92.  Théorème.  —  Suivant  qu  un  point  est  intérieur 
ou  extérieur  à  la  parabole,  sa  distance  au  foyer  est  infé- 
rieure ou  supérieure  à  sa  distance  à  la  directrice. 

93.  Théorème.  —  Si  uni'  corde  rencontre  la  direc- 
trice en  P.  la  courbe  en  .M  et  j\ .  la  ligne  FP  e.-t  la  bîssec- 
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(rice  extérieure  de  l'angle  des  rayons  vecteurs  passant 
en  M  et  N. 

Démonstration  analogue  à  celle  de  !  ellipse. 

94.  Corollaire  I.  —  Une  droite  ne  peut  reneontrer 
une  parabole  en  plus  de  deux  points. 

Corollaire  II.  —  Toute  droite  parallèle  à  l'axe  ne 
peut  rencontrer  la  courbe  qu'en  un  point. 

Corollaire  III .  —  La  parabole  n'a  pas  de  centre. 

Corollaire  IV .  —  Si  les  points  M  et  N  se  confondent, 
l'angle  PFM  est  droit,  et,  par  suite,  la  ligne  qui  joint  le 
point  F  au  point  où  la  tangente  rencontre  la  directrice 
est  perpendiculaire  au  rayon  lecteur  passant  au  point 
de  contact. 

Corollaire  V .  —  Si  par  les  extrémités  d'une  corde  fo- 
cale on  mène  des  tangentes  à  la  parabole,  ces  lignes  se 
couperont  sur  la  directrice;  et  réciproquement,  si  d'un 
point  de  la  directrice  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe, 
la  ligne  qui  joint  les  points  de  contact  passe  par  le  foyer. 

Corollaire  VI.  —  La  tangente  au  sommet  est  perpen- 
diculaire à  l'axe. 

95.  Théorème.  —  La  tangente  fait  des  angles  égaux 
avec  le  rayon  vecteur  et  la  parallèle  à  l'axe  passant  par 
le  point  de  contact. 

En  effet,  si  du  point  N  de  contact  je  mène  la  perpen- 
diculaire 3S  n  sur  la  directrice,  et  que  je  joigne  le  point  F 
au  point  Q  de  rencontre  de  la  tangente  et  de  la  direc- 
trice, les  deux  triangles  rectangles  NFQ,  N/jQ  sont 
égaux,  car  ils  ont  le  côté  NQ  commun  et  le  côté  N  n  égal 
à  INF.  Ce  que  démontre  le  théorème. 

96.  Corollaire  I.  —  La  tangente  n'a  qu'un  point  com- 
mun avec  la  courbe,  tous  les  autres  points  étant  exté- 
rieur.^ 
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Corollaire  11.  —  La  normale  bissecle  l'angle  du  rayon 
vecteur  et  de  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  son  pied.  Si, 
par  suite,  on  suppose  des  rayons  calorifiques  ou  lumi- 
neux parallèles  à  l'axe  et  venant  se  réfléchir  sur  la  courbe, 
ils  convergeront  au  point  F.  C'est  de  là  que  lui  vient  le 
nom  de  foyer. 

97.  Théorème.  —  Le  lieu  des  points  symétriques  du 
foyer  par  rapport  aux  tangentes  est  la  directrice. 

98.  Corollaire.  —  Le  lieu  géométrique  des  projections 
du  foyer  sur  les  tangentes  est  la  tangente  au  sommet. 

99.  Théorème.  —  La  sous-tangente,  PR,  est  double 
de  la  distance  du  sommet,  A,  au  pied  R  de  l'ordonnée 
du  point  de  contact,  M. 

En  effet,  le  triangle  FMP  est  isoscèle;  la  projection  H 
du  foyer  F  sur  la  tangente  MP,  est  au  milieu  de  MP,  et 
sur  la  tangente  au  sommet;  donc  PR  =  2 AR. 

c.    Q.    F.    D. 

100.  Théorème.  —  La  sous-normale  à  la  parabole  est 
constante. 

Car  les  deux  triangles  rectangles  AHF,  1MRJN  sont 
semblables  et  donnent 

AF  _  RN 

ÂH  ~"  RM' 

et  comme  MR  =  2  AH,  il  en  résulte  que  JNR  =  2  AF=  FD. 

101.  Théorème.  —  Le  carré  de  l'ordonnée  est  pro- 
portionnel à  la  distance  du  sommet  au  pied  de  l'or- 
donnée. 

En  effet,  le  triangle  PMiN  étant  rectangle  et  MPi  étant 
perpendiculaire  sur  l'hypoténuse,  on  a 

Mil     =  RN  X  IU'       FD  X  2  \IV. 
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102.  Problème.  —  Mener  une  tangente  à  la  parabole 
par  un  point  pris  sur  la  courbe. 

103.  Problème.  —  .Mener  une  tangente  à  la  parabole 
par  un  point  extérieur. 

lOi.  Corollaire.  —  La  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  l'angle  des  tangentes  soit  droit  est  que  le 
point  donné  soit  sur  la  directrice. 

105.  Théorème.  —  Si  l'on  joint  le  foyer  aux  deux 
points  de  contact  et  au  point  M  de  rencontre  de  deux 
tangentes,  et  que  du  point  M  on  mène  une  parallèle  à 
l'axe  :  i  °  la  ligne  FAI  est  la  bissectrice  de  l'angle  des  rayons 
vecteurs  des  points  de  contact  5  20  l'une  des  tangentes  fait 
avec  FM  un  angle  égal  à  celui  que  fait  l'autre  avec  la 
parallèle  à  l'axe. 

Pour  le  démontrer,  je  mène  par  les  points  de  contact 
des  perpendiculaires  à  la  directrice  et  je  joins  les  pieds  de 
ces  perpendiculaires  au  point  M:  il  est  facile  de  voir, 
d'après  cette  construction,  que  :  i°  la  ligne  FM  bissecte 
l'angle  des  ravons  vecteurs  des  points  de  contact',  20  la 
tangente  MN  est  perpendiculaire  sur  FP,  et  la  parallèle  à 
l'axe  est  perpendiculaire  sur  la  directrice;  donc  l'angle 
JNMQ  que  forment  ces  lignes  est  égal  à  l'angle  que  forme 
MF  avec  l'autre  tangente.  c.   Q.   r.   d. 

106.  Problème.  —  Mener  a  la  parabole  une  tangente 
parallèle  à  une  droite  donnée. 

Remarque.  —  La  parabole  n'a  pas  d'asymptote. 

107.  Problème.  —  Trouver  les  points  de  rencontre 
d'une  droite  et  d'une  parabole. 

108.  Théorème.  —  Le  milieu  d'une  corde  de  direc- 
tion   donnée   est   sur  une  droite  parallèle  à  l'axe  menée 
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par  le  point  où  la  perpendiculaire  abaissée  du  foyer  sur 
la  direction  donnée  rencontre  la  directrice. 

En  effet,  si  j'appelle  a  ce  point,  la  ligne  Fa  passant 
par  les  points  F,  ç  symétriques  par  rapport  à  la  sécante, 
le  point  a  est  le  milieu  de  la  tangente  commune  aux  deux 
cercles  ayant  pour  centres  les  points  de  rencontre  de  la 
parabole  et  de  la  droite  donnée  et  passant  par  le  foyer. 
Donc  la  parallèle  à  l'axe  passant  par  le  point  «  passe 
aussi  par  le  milieu  de  la  corde. 

Cette  parallèle  à  l'axe  s'appelle  le  diamètre  des  cordes 
parallèles  à  la  direction  donnée. 

109.  Réciproquement,  toute  parallèle  à  i'axe  est  un 
diamètre.  Pour  cela,  il  me  suffit  de  prouver  que  si  je 
prends  une  corde  ayant  son  milieu  sur  une  parallèle  oem 
à  l'axe,  cette  corde  est  perpendiculaire  à  la  ligne  Fa  joi- 
gnant le  foyer  au  point  a  où  la  parallèle  à  l'axe  coupe  la 
directrice.  Prenons  le  cercle  dont  le  centre  est  en  un  des 
points  communs  aux  deux  lignes  et  passant  par  le  foyer. 
Soient  s  le  point  où  il  touche  la  directrice  et  cp  le 
point  où  il  coupe  aF:  on  a  d'après  un  théorème  connu 
as*  —  cco  X  a  F.  De  même,  le  second  cercle  nous  donnera 

aR'=  a?'  X  a  F. 

Mais,  comme  par  hypothèse  on  a  as  =  aR,  on  en  déduit 


et  par  suite  les  deux  cercles  se  coupent  sur  aF,  qui  est 
ainsi  la  perpendiculaire  à  la  ligne  qui  joint  leurs  centres. 

110.  Il  n'v  a  pas  lieu  de  chercher  le  diamètre  conjugué 
d'un  diamètre  donné,  puisque  les  droites  parallèles  à  l'axe 
ne  rencontrent  la  courbe  qu'en  un  point.  Du  reste,  la 
construction  directe  appliquée  à  ce  cas  nous  apprendrait 
que  ce  diamètre  n'existe  pas. 
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111.    Théorème.  —  La  parabole  peut  être  considérée 
comme  la  limite  dune  ellipse  ou  dune  hyperbole  dont 
un  foyer  reste  fixe,  ainsi  que  le  sommet  voisin,  pendant 
que  l'autre  sommet  s'éloigne  indéfiniment. 


Chapitre  IV.  —   Les  cokiqles. 

112.  J'appelle  conique  une  courbe  plane  telle  que  le 
rapport  des  distances  de  l'un  quelconque  de  ses  points  à 
un  point  fixe  F  appelé  foyer  et  à  une  droite  fixe  DD' 
appelée  directrice  soit  constant. 

113.  Théorème.  —  La  section  plane  d'un  cône  droit 
à  base  circulaire  est  une  conique  telle  que  nous  l'avons 
définie. 

La  section  admet  toujours  un  axe  de  symétrie  qui  est 
la  ligne  d'intersection  du  plan  sécant  et  du  plan  perpen- 
diculaire mené  par  l'axe,  plan  qui  existe  toujours  et  qui 
est  unique  lorsque  l'axe  n'est  pas  perpendiculaire  au  plan 
sécant. 

Cela  posé,  je  considère  une  sphère  inscrite  au  cône  et 
tangente  au  plan  sécant  (PP').  Cette  sphère  est  coupée 
par  le  plan  de  symétrie  pris  comme  plan  de  la  figure 
suivant  un  grand  cercle  tangent  aux  génératrices  et  tan- 
gent à  la  droite  PP',  qui  est  l'axe  de  symétrie.  Il  sera 
donc  possible  de  construire  une  pareille  sphère,  celte 
construction  se  ramenant  à  celle  d'un  cercle  inscrit  dans 
un  triangle. 

Soit  F  le  point  de  contact  de  la  sphère  et  du  plan  sé- 
cant, et  soit  (AB)  le  cercle  de  contact  avec  le  cône,  cercle 
projeté  sur  la  figure  suivant  son  diamètre  AB  et  dont  le 
plan  rencontre  le  plan  (PP')  suivant  une  droite  (D)  per- 
pendiculaire au  plan  de  la  ligure  et  se  projetant  tout  en- 
tière au  point  D.  Enfin,   considérons  un  point    (M)  de 
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la  courbe  dont  la  projection  sur  1)P/  est  m.  Toutes  les 
tangentes  menées  d'un  point  à  la  sphère  étant  égales,  on 
a  (MC)  =  (MF),  (MC)  étant  la  portion  de  la  généra- 
trice comprise  entre  le  point  (M)  et  le  cercle  (AB). 
Mais  toutes  les  portions  de  génératrices  comprises  entre 
des  plans  perpendiculaires  à  l'axe  sont  égales;  et  si  je 
mène  par  le  point  m  une  parallèle  mr  à  AB,  j'aurai 
(MC)  =  A/'.  De  plus,  la  distance  du  point  (M)  à  la 
droite  (F))  est  égale  à  mD;  on  en  conclut  facilement  que 


1  on  a  légalité 

Ar  _  AP 

toD  ~~  PD 

C     Q.    F.     D. 

1 14.  Corollaire.  —  On  peut  mener  un  cercle  exinscrit 
au  triangle  formé  par  les  génératrices  et  l'axe  de  symétrie: 
on  en  déduit  qu'il  existe  un  second  foyer  F'  et  une  se- 
conde directrice  (D').  De  plus,  les  deux  foyers  sont  éga- 
lement distants  des  points  où  l'axe  de  symétrie  rencontre 
la  courbe;  il  en  est  de  même  pour  les  deux  directrices. 

115.   Il  est  facile  de  déduire  de  là  que  : 
1°  Si  l'axe  de  symétrie  rencontre  les  deux  génératrices 
sur  une  même  nappe  du  cône,  dans  lequel  cas  Je  rapport 

AP 

—  est  plus  petit  que  i ,  la  somme  des  distances  d  un  point 

quelconque  aux  deux  foyers  est  constante  :  la  courbe  est 
donc  une  ellipse  -, 

2"  Lorsque  le  plan  sécant  est  parallèle  à  une  génér.i- 

PA 

trice,  le  rapport  -j-   est  égal  à  l'unité,  et  nous  avons  par 

définition  une  parabole; 

3°  Enfin,  le  plan  continuant  à  tourner  rencontre  les 
deux  nappes  du  cône,  et  l'on  verrait  que  la  différence 
des  distances  d'un  point  quelconque  aux  deux  foyers  est 
constante  :  la  courbe  est  donc  une  hyperbole. 
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PA 
Le  rapport  —-■>  qui  est  ici  plus  grand  que  l'unité,  ne 

peut  dépasser  une  certaine  limite  qui  s'obtient  lorsque  le 
plan  sécant  est  parallèle  à  l'axe. 

PA 
416.  Ce  rapport  ——  peut  être  exprimé  au  moyen  de 

DD',  de  PP'  et  de  FF'-,  il  est  précisément  égal  à  ce  que 
nous  avons  appelé  précédemment  l'excentricité. 

117.  Théorème.  —  Réciproquement,  toute  conique, 
telle  que  nous  l'avons  définie,  peut  être  placée  sur  un  cône 
de  révolution. 

Appelons  Q  l'angle  que  fait  la  génératrice  avec  l'axe. 
Dans  le  triangle  ADP,  nous  connaissons  DP  distance  de 
la  directrice  au  sommet;  AP,  puisque  nous  connaissons 

AP 

—  et  l'angle  A,   qui  est  égal  au  complément  de  B.  Ce 

triangle  sera  toujours  possible  si,  en  nommant  K  le  rap- 
PA 

Port  pd'  on  a 

cosQ 

Lorsque  K  sera  inférieur  ou  au  plus  égal  à  i,  cette 
inégalité  aura  toujours  lieu.  Donc  : 

On  peut  toujours  placer  une  ellipse  ou  une  parabole 
sur  un  cône  de  révolution  donné. 

Lorsque  le  rapport  K  est  plus  grand  que  i ,  le  problème 
ne  sera  pas  toujours  possible.  Si,  par  le  sommet,  nous 
menons  un  plan  parallèle  au  plan  sécant,  il  coupera  le 
cône  suivant  une  génératrice  qui  fera,  avec  sa  projection, 
un  angle  (3,  et  nous  trouverons  facilement  que  l'on  a 

K=-V 

cosp 
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On  en  déduira,  comme  condition  de  possibilité, 

i  i 

cos  |3       cos  9 

ou,  puisque  les  angles  sont  inférieurs  à  un  droit, 

?<•■ 

Mais  l'angle  /3  est  précisément  égal,  comme  le  démontre 
la  théorie  de  l'hyperbole,  à  l'angle  que  fait  l'asymptote 
avec  l'axe  transverse.  Donc  : 

Pour  que  l'on  puisse  placer  une  hyperbole  sur  un  coin 
donné,  il  est  nécessaire  que  l'angle  de  la  génératrice  du 
cône  avec  son  axe  soit  au  moins  égal  à  l'angle  de  l'asym- 
ptote avec  l'axe  transverse,  et,  inversement,  si  cette  con- 
dition est  remplie,  l'on  peut  placer  l'hvperbole  sur  le 
cône. 

1 18.  Supposons  que  le  sommet  du  cône  s'éloigne  indé- 
finiment, la  base  restant  la  même,  le  cône  deviendra  un 
cylindre,  et,  le  plan  sécant  ne  pouvant  rencontrer  qu'une 
seule  nappe,  on  aura  ce  théorème  que  l'on  pourrait  dé- 
montrer directement  de  la  même  manière  que  les  pré- 
cédents :  La  section  d'un  cylindre  de  révolution  par  un 
plan  oblique  à  l'axe  est  une  ellipse  dont  le  petit  axe  est 
égal  au  diamètre  du  cylindre,  et,  inversement,  on  peut 
toujours  placer  une  ellipse  sur  un  cylindre  de  révolution 
dont  le  diamètre  est  égal  au  petit  axe  de  cette  courbe. 

I  19.  Jl  en  résulte  qu'un  cercle  peut  être  considéré 
comme  la  projection  orthogonale  d'une  ellipse  dont  Je 
petit  axe  est  égal  au  diamètre  de  ce  cercle^  inversement, 
une  ellipse  peut  être  considérée  comme  la  projection 
orthogonale  d'un  cercle  dont  le  diamètre  est  égal  au 
grand  axe  de  celte  ellipse. 

120.   Le  cercle  lui-même  peut  être  considéré  comme 

Ann.  de  Mathémal.,  9e  série,  t.  X.  (Dérembrr  1871.]  35 
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une  section  plane  du  cône,  et  par  conséquent  les 
propriétés  générales  des  coniques  quelconques  peuvent 
être  déduites  des  propriétés  analogues  du  cercle  par 
la  méthode  des  projections  cylindriques  ou  coniques. 
Àiusi,  la  projection  d'une  droite  étant  en  général  une 
droite,  on  peut  déduire  des  propriétés  du  cercle  qu'une 
droite  ne  peut  rencontrer  qu'en  deux  points  une  conique: 
que  d'un  point  on  ne  peut  mener  que  deux  tangentes  à 
une  conique,  etc.,  etc.  Nous  allons  donner  certaines  pro- 
priétés des  coniques  déduites  de  celles  du  cercle,  en  les 
présentant  d'une  manière  générale  pour  les  trois  courbes. 

Pôles  et  polaires. 

121.  On  sait  que  la  position  d'un  point  sur  une  ligne 
peut  être  déterminée  par  la  distance  de  ce  point  à  un 
point  fixe  pris  sur  la  ligne,  et  par  la  direction  du  mou- 
vement d'un  mobile  qui  se  déplacerait  du  point  fixe  vers 
le  point  considéré:  on  est  alors  amené  à  considérer  deux 
directions  opposées  de  ce  mouvement,  et  on  les  désigne 
par  les  mots  direction  positive  et  direction  négative,  ou 
par  les  signes  -+-  ou  — ,  et  le  sens  du  mouvement  se 
déterminera  immédiatement  à  l'inspection  du  signe,  en 
partant  de  l'égalité  fondamentale 

AB  =  —  BA. 

Mais  la  position  d'un  point  est  aussi  donnée  lorsque  l'on 
connaît,  en  grandeur  et  en  signe,  la  valeur  du  rapport 
de  ses  distances  à  deux  points  fixes,  A  et  B,  pris  sur  la 
même  ligne. 

122.  Nous  rappellerons  seulement  la  définition  sui- 
vante :  Lorsque  deux  points,  C  et  D,  situés  sur  une 
droite  AB.  sont  tels  que,  en  prenant  les  rapports  de  leurs 
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distances  aux  deux  points  fixes  À  et  B,  on  ait 

CA  DA 

CB  ~~~"  DB  ' 

ces  points  sont  conjugués  harmoniques  par  rapport  à  A 
et  B.  On  en  déduit  facilement  que  A  et  B  sont  conjugues 
harmoniques  par  rapport  à  G  et  D. 

Si  nous  joignons  un  point  quelconque  O  aux  quatre 
points  A,  B,  C,  D,  nous  formons  un  faisceau  harmo- 
nique, et  l'on  sait  qu'un  tel  faisceau  divise  harmonique- 
ment  toutes  les  droites  qu'il  rencontre,  et  que,  si  une 
sécante  est  parallèle  à  l'un  des  rayons  du  faisceau,  elle 
est  divisée  par  les  trois  autres  en  deux  parties  égales.  Iî 
résulte  de  là,  en  particulier,  que  : 

La  projection  conique  d'une  division  harmonique  est 
une  autre  division  harmonique. 

123.  Théorème.  —  Si  d'un  point  P  on  mène  une 
sécante  qui  rencontre  une  conique  en  A  et  B,  et  par 
les  points  A  et  B  des  tangentes  à  cette  conique,  le  lieu 
du  point  D  de  rencontre  de  ces  tangentes,  lorsque  la 
sécante  tourne  autour  du  point  P,  est  une  ligne  droite 
qui  rencontre  AB  au  point  H,  conjugué  harmonique  de 
P  par  rapport  à  A  et  B. 

Le  théorème  est  facile  à  démontrer  pour  un  cercle,  et 
par  suite  s'étendra  facilement  aux  coniques  quelconques. 

Cette  droite  s'appelle  la  polaire  du  point  P,  et,  réci- 
proquement, le  point  P  est  le  pôle  de  cette  droite. 

124.  La  polaire  jouit  des  propriétés  suivantes  : 

i°  Si  le  pôle  est  extérieur,  la  polaire  coïncide  avec  la 
corde  de  contact  des  tangentes  issues  de  ce  point  à  la 
courbe. 

2°  Quel  que  soit  le  point,  si  l'on  mène  un  diamètre 
par  ce  point,  les  tangentes  aux  extrémités  de  ce  diamètre 

35. 
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sont  parallèles,  et  parallèles  au  diamètre  conjugué  de  celui 
qui  passe  par  le  point;  la  polaire  sera,  par  suite,  con- 
juguée du  diamètre  passant  par  le  pôle,  puisqu'elle  devra 
rencontrer  l'une  des  tangentes  précédentes  à  l'infini, 
c  est-à-dire  lui  être  parallèle. 

3°  Le  pôle  d'une  droite  passant  par  un  point  est  sur 
la  polaire  de  ce  point,  et  inversement. 

125.  Nous  pouvons  chercher  la  position  relative  d'un 
point  et  de  sa  polaire  par  rapport  à  une  conique. 

i°  Ellipse.  — Le  point  et  sa  polaire  sont  d'un  même 
côté  du  centre.  Si  nous  prenons  le  point  où  la  polaire 
rencontre  le  diamètre  passant  parle  pôle,  nous  pouvons 
facilement  reconnaître  que  ce  point  et  Je  pôle  sont  l'un 
intérieur,  l'autre  extérieur  à  la  courbe,  et  que,  si  le  pôle 
est  sur  la  courbe,  la  polaire  passe  par  le  pôle,  et  n'est 
autre  que  la  tangente. 

2°  Parabole.  —  Menons  un  diamètre  de  la  courbe; 
ce  diamètre  est  la  perspective  d'une  corde  du  cercle  pas- 
sant par  le  point  où  ce  cercle  rencontre  la  génératrice 
parallèle  au  plan  sécant.  Nous  voyons,  dans  ce  cas,  que 
la  perspective  de  la  division  harmonique  sera  parallèle 
à  l'un  des  rayons  du  faisceau,  et,  par  suite,  nous  aurons 
le  théorème  suivant  : 

Si  d'un  point  M  pris  sur  la  courbe  on  mène  une  tan- 
gente et  une  corde  quelconque,  la  distance  du  point  où 
la  tangente  rencontre  le  diamètre  conjugué  de  la  corde 
au  milieu  de  cette  corde  sera  double  de  la  distance  du 
point  de  rencontre  de  la  courbe  et  du  diamètre  à  ce  même 
milieu. 

3°  Hyperbole .  —  Lorsque  le  pôle  est  à  l'intérieur  de 
la  courbe,  la  polaire  est  à  l'extérieur,  et  du  même  côté 
du  centre.  Si  le  pôle  est  sur  la  courbe,  la  polaire  n'est 
autre  chose  que  la  tangente  en  ee  point. 
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Si  le  pôle  est  à  l'extérieur  de  la  courbe,  il  peut  occuper 
trois  positions  très-distinctes  :  il  peut  être  sur  un  dia- 
mètre réel,  sur  un  diamètre  imaginaire,  ou  sur  une 
asymptote. 

Supposons-le  d'abord  sur  une  asymptote  :  dans  ce  cas, 
l'une  des  tangentes  se  confond  avec  l'asymptote  elle- 
même,  et  son  point  de  contact  est  à  l'infini.  Donc  la 
polaire  est  parallèle  a  l'asymptote  sur  laquelle  se  trouve 
le  pôle. 

Si  le  point  n'est  pas  sur  l'asymptote,  nous  pouvons 
remarquer  que  les  lignes  qui  joignent  un  foyer  au  pôle 
et  au  point  commun  à  la  directrice  el  à  la  polaire  sont 
toujours  rectangulaires.  Il  est  facile  de  conclure  de  là 
que,  si  le  pôle  est  sur  un  diamètre  réel,  la  polaire  est 
située  du  même  côté  dix  centre,  et  que,  si  le  pôle  est  sur 
un  diamètre  imaginaire,  le  pôle  et  la  polaire  sont  situés 
de  part  et  d'autre  du  centre. 

On  en  déduit  un  moyen  de  construire  facilement  le 
point  de  tangenee  de  la  courbe  et  des  tangentes  menées 
d'un  point,  et  l'on  peut  remarquer  que,  si  un  point  est 
compris  dans  l'angle  des  asymptotes  où  se  trouve  la 
courbe,  les  deux  points  de  contact  sont  sur  une  même 
branche 5  dans  le  cas  contraire,  ils  sont  situés  sur  des 
branches  différentes. 

'126.  Comme  dernière  application  de  la  propriété 
générale  des  coniques  considérées  comme  perspective 
d'un  cercle,  nous  énoncerons  les  deux  théorèmes  sui- 
vants, faciles  à  démontrer  dans  le  cas  du  cercle  : 

Si  un  hexagone  est  inscrit  dans  une  conique,  les  points 
de  concours  des  côtés  opposés  sont  en  ligne  droite. 

Si  un  hexagone  est  circonscrit  à  une  conique,  les  dia- 
gonales joignant  les  sommets  opposés  passent  par  un 
même  point. 
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Les  coniques  polaires  réciproques  d  'un  cercle. 

127.  Etant  donné,  dans  le  plan  d'un  cercle,  un  sys- 
tème de  droites  et  de  points,  si  l'on  prend  les  pôles  de 
toutes  ces  droites  et  les  polaires  de  tous  ces  points,  on 
obtient  une  seconde  figure  formée  de  points  et  de  droites, 
et  telle  qu'en  opérant  de  la  même  manière  sur  cette  se- 
conde ligure,  on  retrouvera  la  première.  Ces  deux  figures 
s'appellent,  pour  cela,  polaires  réciproques  par  rapport 
au  cercle. 

De  même,  si  nous  prenons  une  courbe  et  ses  diverses 
tangentes,  et  que  nous  considérions  la  suite  des  pôles  de 
ces  tangentes,  nous  obtiendrons  une  nouvelle  courbe, 
dont  les  tangentes  seront  les  polaires  des  points  de  la  pre- 
mière. Lune  des  courbes  étant  définie  par  ses  points, 
l'autre  le  sera  par  ses  tangentes,  dont  elle  sera  V enve- 
loppe. On  verrait  facilement  que,  si  l'on  opérait  de  la 
même  manière  par  rapport  à  la  seconde  courbe,  on  re- 
trouverait précisément  la  première.  Donc  ces  deux  lignes 
sont  des  lignes  polaires  réciproques. 

128.  Théorème.  —  Le  rapport  de  la  distance  de  deux 
points  au  centre  d'un  cercle  est  égal  au  rapport  des  dis- 
tances de  chacun  de  ces  points  à  la  polaire  de  l'autre  par 
rapport  à  ce  cercle. 

129.  Théorème. —  La  polaire  réciproque  d'un  cercle  C 
par  rapport  à  un  cercle  O,  appelé  cercle  directeur,  est 
une  conique  ayant  pour  foyer  le  centre  O  et  pour  direc- 
trice la  polaire  du  centre  C  du  cercle  considéré  par  rap- 
port au  cercle  directeur. 

En  effet,  prenons  une  tangente  MR  au  cercle  C;  soient 
P  le  pôle  de  cette  tangente,  DD'  la  polaire  de  C.  On  aura, 
d'après  le  théorème  précédent,  en  menant  du  point  P  une 
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Si  Je  point  O  est  extérieur  au  cercle  C,  la  courbe  sera 
une  hyperbole  ;  s'il  est  sur  la  circonférence  C,  on  aura 
ii'iie  parabole;  s'il  est  intérieur,  on  aura  une  ellipse. 

On  peut  donc  déduire  l'étude  de  certaines  propriétés 
des  coniques  de  l'étude  des  cercles,  principalement  au 
moyen  des  deux  théorèmes  suivants  : 

L'angle  compris  entre  deux  droites  est  égal  à  l'angle 
que  tonnent  les  rayons  vecteurs  menés  de  1  origine  aux 
points  correspondants. 

Les  distances  de  l'origine  à  un  point  et  à  la  droite  cor- 
respondante sont  inversement  proportionnelles. 

Nous  allons  prendre  quelques  théorèmes  généraux 
pour  montrer  l'usage  que  l'on  peut  faire  de  celte  théorie 
pour  l'étude  des  coniques.  Nous  présenterons  parallèle- 
ment les  propriétés  du  cercle  et  celles  des  coniques. 

130.  Si  d'un  point  pris  Si  l'on  jointlefoyerd'une 

dans  l'intérieur  d'un  cercle  ellipse  aux  deux  points  de 
on  mène  une  sécante,  et  par  contact  des  tangentes  pa- 
ses  extrémités  des  tangen-  rallèles,  la  somme  de  ces 
les,  la  somme  des  inverses  ravons  vecteurs  est  cou- 
des distances  de  ce  point  stanie. 
aux  deux  tangentes  est  con- 
stante. 

Les  angles  des  deux  tan-  Les  angles  des  tangentes 

gentes  avec  leur  corde  de  parallèles  avec    les    rayons 

contact  sont  égaux.  vecteurs  des  points  de  con- 
tact sont  égaux. 

loi.     Lorsqu'un     poly-         Si  l'on  suppose  une  ros« 
gone    régulier    est    circon       des  vents  ayant  son  centre 
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scrit  à  une  circonférence,  la  au  foyer  d'une   ellipse,   la 

somme  des  distances  d'un  somme    des    inverses    des 

point  intérieur  aux  diffé-  rayons     vecteurs    comptée 

rents    côtés    est    constante  sur  ces  droites  est  constante 

pour  un  même  nombre  de  pour  un  même  nombre  de 

côtés  du  polygone.  rayons  de  la  rose. 

132.  Dans  le  cas  particulier  dune  parabole,  c'est- 
à-dire  dans  le  cas  où  le  point  O  serait  sur  le  cercle  C,  il 
serait  facile  de  prouver  que  la  ligne  d  intersection  des 
deux  cercles  n'est  autre  chose  nue  la  tangente  au  sommet 
de  la  parabole,  et  d'en  déduire  : 

i°  Que  cette  ligne  est  le  lieu  des  projections  du  foyer 
sur  les  tangentes  ; 

■2°  Que  la  tangente  fait  des  angles  égaux  avec  le  rayon 
vecteur  et  une  parallèle  à  Taxe  menée  par  le  point  de 
contact. 

133.  Nous  pouvons  enfin  déduire  le  théorème  de- 
Pascal  et  le  théorème  de  Brianchon  l'un  de  l'autre  de  la 
manière  suivante  : 

Un   hexagone   étant   in-  Un  hexagone  étant  di- 

sent à  un  cercle,  les  points  conscrit  à  une  conique,  les 
de  concours  des  côtés  op-  lignes  qui  joignent  ses  som- 
posés  sont  en  ligne  droite,      mets    opposés    passent  par 

un  même  point. 

Un  hexagone  étant  cir-  Un    hexagone   étant   in- 

conscrit  à  un  cercle,  les  scrit  à  une  conique,  les 
diagonales  qui  joignent  ses  points  de  concours  des  cô- 
sommets  opposés  passent  tés  opposés  sont  en  ligne 
par  un  même  point.  droite. 

Le  théorème  de  Brianchon,  dans  le  cas  du  cercle,  se 
déduit  du  reste  de  celui  de  Pascal  par  polaires  récipro- 
ques, en  supposant  que  les  deux  cercles  coïncident. 
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31.  Une  courbe,  entraînant  un  point,  roule  sur  une 
ligne  droite,  et,  symétriquement,  sur  une  courbe  égale; 
prouver  que,  la  rotation  ayant  lieu  pour  le  même  arc 
dans  chaque  cas,  les  rayons  de  courbure  des  roulettes  et 
la  distance  du  point  au  point  de  contact  forment  une 
progression  harmonique. 

3i2.  Dans  le  même  cas,  si  une  ligne  droite  est  entraînée, 
les  rayons  de  courbure  des  roulettes  et  la  distance  de  la 
ligne  au  point  de  contact  forment  une  progression  arith- 
métique. 

33.  Une  ellipse  roule  sur  une  droite;  la  longueur  de 
l'enveloppe  de  son  axe  entre  deux  sommets  consécutifs  est 


i-f-  - 


-êà 


34.  Un  cercle  roule  sur  une  droite;  prouver  que  l'en- 
veloppe d'une  droite  entraînée  est  une  développante  de 
cvcloïde,  et  tracer  les  figures  correspondant  aux  cas  dans 
lesquels  la  distance  de  la  ligne  entraînée  au  centre  est 
supérieure,  égale  ou  inférieure  au  diamètre  du  cercle. 

35.  Une  ellipse  roule  sur  une  droite;  trouver  l'équa- 
tion de  l'enveloppe  de  la  directrice,  et  prouver  quelle  a 

,                          .  i,              •   •   -          i               i            \/5  — i 
deux  sommets  si  1  excentricité  est  plus  grau* le  que > 
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cl  que,  si  e  <^ -  la  longueur  de  lare  de  la  roulette, 

correspondant  à  un  tour  complet  de  l'ellipse,  est  — —  ■ 

36.  Une  ligne  droite  roule  sur  une  courbe  s  =y'(<p), 
entraînant  une  droite  inclinée  sur  elle  d'un  angle  x.  La 
roulette  enveloppe  est  s  =  f(f)  -+■  coso/' (©). 

Si  la  courbe  est  une  épicycloïde  ou  une  hypocycloïde, 
l'enveloppe  est  de  la  même  classe. 

37.  Une  ligne  droite  glisse  sur  une  courbe,  ayant  tou- 
jours son  même  point  en  contact;  le  mouvement  est 
identique  au  roulement  dune  perpendiculaire  à  cette 
droite  sur  la  développée. 

38.  Prouver  que  l'enveloppe  des  lignes  menées  par 
chaque  point  d'une  épicycloïde  et  faisant  un  angle  con- 
stant avec  la  tangente  est  aussi  une  épicycloïde. 

39.  Si  une  parabole,  de  paramètre  4a->  glisse  entre 
deux  droites  rectangulaires,  les  glissettes  qu'elle  produit 
sont  les  mêmes  que  les  roulettes  produites  par  la  parabole 
de  paramètre  «,  roulant  sur  la  courbe 

a*(a:*  -+-  y*)3  =  x*y*. 

iO.  Une  ellipse  glisse  sur  une  droite,  la  touchant  tou- 
jours au  même  point.  Le  lieu  de  son  centre  est  la  courbe 

.r:2j2  =  (rt2  —  y'1    [y2  —  b2). 

il.  Une  ligne  droite  APB,  entraînant  un  point  P, 
glisse,  par  ses  extrémités  A  et  B,  sur  lare  d'une  courbe 
fermée*,  si  PA  ==  a,  et  PB  ==  b,  la  différence  entre  l'aire 
de  la  courbe  et  celle  du  lieu  de  P  est  égale  a  r.ab. 

i2.  Une  développante  de  cercle  glisse  sur  une  ligne 
droite  qu'elle  touche  toujours  au  même  poi ut.  Les  glis- 
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setles  d'un  point  et  d'une  droite  sont  respectivement  une 
trochoïde  ei  une  développante  de  cycloïde. 

43.  Une  parabole  glisse  sur  une  droite  quelle  touche 
toujours  au  même  point.  Si  la  normale  en  P  coupe  l'axe 
en  G,  et  que  Ton  mène  GR  parallèle  à  SP  et  égal  à  un 
quart  du  paramètre,  la  normale  au  lieu  du  foyer  est  pa- 
rallèle à  PR. 

Prouver  que  le  lieu  du  foyer  est  une  hyperbole. 

44.  L'angle  BAC  glisse  sur  deux  cercles  iixes;  prouver 
que  les  glissettes  des  points  sont  les  mêmes  que  les  rou- 
lettes d'une  ellipse  sur  un  cercle. 

SOLUTIONS  DES  QUESTIONS  PROPOSÉES 
DANS  LES  NOUVELLES  ANNALES. 


Question  1044 

i  voir  2"  série,  t.  X,  p.  4So)  ; 

Par  UN  ABONNÉ. 

1044.  Une  droite  et  un  segment  fixe  AB  sont  situés 
dans  un  plan  quelconque;  si  Von  joint  un  point  quel- 
conque P  du  plan  aux  extrémités  A  et  B  du  segment, 
les  lignes  PA  et  PB  déterminent  sur  la  droite  la  perspec- 
tive A' B'  du  segment.  Quelle  courbe  doit  décrire  le 
point  P  pour  que  cette  perspective  conserve  toujours  la 
même  longueur?  (Harkema.) 

Prenons  pour  axe  des  x  la  droite  fixe  et  pour  axe  des  J 
la  droite  qui  contient  le  segment  AB.  Soient  a  et  b  les 
ordonnées  des  points  A  et  B  dont  les  abscisses  sont  nulles, 
/  la  longueur  constante  de  A'B',  a  cl  (3  les  coordonnée? 
du  point  1\ 
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Les  droites  PA  el  PB  ont  pour  équation 

y  —  (3 x  —  a        y  —  p        x  —  a 


S  —a 


et  les  abscisses  des  points  A'  et  B'  où  elles  coupent  l'axe 
des  x  ont  pour  valeurs 


au.  b  a. 

et 


p  —  «  p  —  b 

On  a  doue,  pour  l'équation  du  lieu, 

a  a.  bu. 

f^a  ~  p  —  b  =/' 

ou,  en  réduisant, 

(a  —  6)ap  =  /(a  —  &)[b  —  p). 

Le  lieu  est  donc  une  hyperbole  ayant  l'axe  des  .r  pour 
asymptote,  coupant  l'axe  des  y  aux  points  A  et  B,  et  dont 
la  seconde  direction  asymptotique  est  la  droite  BC ,  ob- 
tenue en  menant  par  le  point  A  une  droite  AC  égale  et 
parallèle  à  A'B'. 

Noie.  —  La  même  question  a  été  résolue  par  MM.  Leeornu,  élève  au 
lycée  de  Caen;  J.  Murent,  de  Clermont-Fcrrand;  Kaher-Bey,  au  Caire. 

QUESTIONS. 


1045.  La  différence  des  contours  de  deux  polygones 
réguliers  d'un  même  nombre  de  côtés  supérieur  à  cinq, 
l'uni  inscrit  et  l'autre  circonscrit  à  un  même  cercle,  est 
moindre  que  le  côté  du  polygone  inscrit. 

(Lion  is  et.) 
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1046.  Tout  nombre  premier  p  =  Sq  -+- 1  prend,  d'une 
seule  manière,  les  deux  formes 

p  =  x2  -+-  16  j2,    p  =  f2-f-  8  m2. 

Pour  <7  impair,  ou  p  =  i6r-f-g,  des  deux  nombres 
y,  u,  l'un  est  pair,  l'autre  impair. 

Pour  q  pair,  ou  p  —  it>7'  -f-  1,  les  nombres  y  et  «  sont 
tous  deux  pairs,  ou  tous  deux  impairs. 

(Lebesgue.)    (*) 

1047.  A,  B,   G   étant  les  anales  d'un  triangle  recti- 


igne,  on  a 


cosA  cosB  cosC 


sinB.sinC        sinA.sinC       sinA.sinB 

(J.-Ch.   Dtjpain.) 

1048.   A,  B,  G  étant  les  angles  d'un   triangle  recti- 
ligne,  on  propose  de  rendre  minimum 

sinA  sinB  sinC 


sinB.sinC        sinA.sinC        sinA.sinB 

(J.-Gh.   Dupain.) 

1049.  G'est  une  propriété  des  coniques,  que  les  som- 
mets des  angles  droits  circonscrits  à  ces  courbes  appar- 
tiennent à  une  circonférence:  trouver  les  courbes  qui  ont 
la  même  propriété.  (L.   Kiepers.) 

1050.  Une  corde  glisse  sur  une  courbe  quelconque 
de  façon  à  détacher  un  segment  d'aire  constante.  Le 
centre  de  gravité  du  segment  décrit  une  courbe  dont  le 


(*)  M.  Lebesgue  fera  connaître,  plus  tard,  diverses  conséquences  do 
ce  théorème. 
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rayon  de  courbure  est  proportionnel  au  cube  de  la  lon- 
gueur de  la  corde.  (Petersen.) 

1051.  Si  l'on  désigne  par  o.p  le  périmètre  d'un  trian- 
gle; par  /'  le  rayon  du  cercle  inscrit  et  par  R  le  ravon  du 
cercle  circonscrit  : 

i°  L'équation  du  troisième  degré 

X*  —  (4R  H-  r).r2  -h p1  x  —  p2r  =  6 

a  ses  trois  racines  réelles  et  positives; 
2°  Entre  R,  r  et  p.  on  a 

(4R-+-r?>3/D;>9r(4R  -f-  r). 

(P. -A. -G.  Colombier.) 

1052.  Trouver  la  trajectoire  ortbogonale  d'un  système 
de  paraboles  égales,  tangentes  en  leur  commet  à  une 
droite  fixe.  (H.   Brocard.) 

1053.  Trouver  une  surface  (M)  telle,  qu'abaissant 
d'un  point  M  de  (M)  une  perpendiculaire  MP  sur  un 
plan  (P).  et  menant  par  P  une  parallèle  PN  à  la  nor- 
male en  M  à  (M),  les  droites  ainsi  obtenues  soient  nor- 
males à  une  surface.  (Ribalcour.) 

1054.  Par  un  point  P,  on  mène  à  un  cercle  C  une 
sécante  PMN  :  trouver  le  lieu  géométrique  de  l'intersec- 
tion de  deux  circonférences  passant,  l'une  par  les  points 
P  et  N,  l'autre  par  les  points  P,  M,  et  toutes  deux  tan- 
gentes a  la  circonférence  C.  (Callandreau.) 
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CORRESPONDANCE. 


M.  B.  N...  nous  écrit  qu'en  faisant  le  produit  des 
développements  de  sincr  et  de  cos.r,  il  est  arrivé  à  la 
formule 

(  I  )  1h  7=  1  H 1 — =—. h  .  .  -  , 

1.2  I.2.O.4 

dans  laquelle  h  représente  un  nombre  entier.  M.  B.  N... 
demande  une  démonstration  directe  de  cette  égalité;  eu 
voici  une  : 

La  formule  du  binôme  donne 

/■_i_i         (/-+,    /•        ;/^_I)/((?-_I) 

i  +  D'+l  =  H h f- —^ 

I  1.2  1.2.3 

'  1.2.3.4 

Et,  comme  dans  le  développement  d'une  puissance  entière 
d'un  binôme,  la  somme  des  coefficients  des  termes  de 
rang  pair  est  égale  à  celle  des  coefficients  des  termes  de 
rang  impair,  en  prenant  les  moitiés  des  deux  membres 
de  l'égalité  (2),  on  obtient  la  formule  (1).  G. 


Les  'solutions  de  plusieurs  questions  proposées  nous 
sont  parvenues  trop  tard  pour  qu'il  ait  été  possible  d'en 
faire  mention  dans  les  numéros  où  d'autres  solutions  des 
mêmes  questions  ont  été  insérées.  Aiin  de  réparer,  en 
partie,  cette  omission,  nous  dirons  que  : 
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Les  questions  1002,  1020,  1020,  1030,  1037  ont  été 
résolues  par  M.  More l -Blanc; 

La  question  1002,  par  un  abonné  anonyme; 

La  question  998,  par  MM.  Kruschwilz  et  Callan- 
dreau; 

La  question  981,  par  MM.  Callandreau  et  Cohen; 

Les  questions  982  et  983,  par  M.  Brocard; 

La  question  1027,  par  M.  Berldlon,  élève  en  mathé- 
matiques élémentaires  au  lycée  du  Havre,  et  M.  Iiidder- 
nian,  professeur; 

La  question  de  géométrie  analytique  proposée  au  Con- 
cours d'agrégation  [voir  p.  3^o),  par  M.  Chadu,  maître 
répétiteur  au  lycée  de  Bordeaux:  M.  Pellet ,  élève  à 
l'Ecole  Normale;  et  M.  V.  Hioux,  professeur  au  lycée 
de  Saint-Etienne; 

La  question  982,  par  M.  Kàcséty  (Louis),  élève  à 
l'Ecole  Polytechnique,  à  Bude. 

M.  Kocséry  remarque  qu'il  faut,  dans  la  seconde 
équation  de  l'énoncé,  remplacer  les  sinus  par  des  cosi- 
nus ;  cette  rectification  a  déjà  été  indiquée  (numéro  de 
mai  1870,  p.  240)  ; 

Enfin,  une  réparation  du  même  genre  est  due,  depuis 
longtemps  j'en  conviens,  à  M.  Terrats,  professeur  au 
collège  d'Arras,  qui,  dans  une  lettre  en  date  du  24  juin 
1870,  a  signalé  le  premier  l'erreur  qui  s  est  glissée  dans 
l'énoncé  de  la  question  994,  proposée  par  M.  Laurent, 
répétiteur  à  l'Ecole  Polytechnique.  Cet  énoncé  a  été, 
depuis,  rectifié  par  M.  Laurent,  dans  la  solution  qu'il  a 
donnée  (numéro  de  septembre  1870,  p.  425). 


«  On  nous  fait  savoir  que  l'énoncé  de  la  question  de 
géométrie  descriptive  posée  au  Concours  d'admission  à 
l'Ecole  Centrale  a  été  indiqué  d'une  manière  incomplète 


(  Mi  ) 
dans  le  numéro  d'octobre,  p.  478,  en  ce  que  les  conditions 
suivantes  n'ont  pas  été  mentionnées  : 

«  Le  cercle  qui  a  pour  rayon  8  centimètres  est  tangent 
à  la  ligne  de  terre;  les  génératrices  rectilignes  de  l'hyper- 
boloïde  font  avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  45  de- 
grés^ le  grand  axe  du  méridien  de  l'ellipsoïde  est  dirigé 
suivant  l'axe  de  révolution  de  la  surface.  » 

Extrait  dune  lettre  de  M.  Painvin  à  M.  Bourget  : 
«    ...  A  la  fin   de  la  question   1042,  p.    479o   il  faut 

ajouter  ceci  : 

»   Dans  le  premier  cas,  on  a  un  système  de  rayons  ou, 

d'après  une  locution  connue,  une  congruence  dont  il 

faut  étudier  les  propriétés.    » 


D'après  de  récentes  dispositions,  M.  Bourget,  étant 
chargé  de  la  direction  des  Annales  de  V Ecole  Normale 
.supérieure,  n'a  plus  le  temps  nécessaire  pour  s'occuper, 
d'une  manière  assidue,  de  la  rédaction  des  Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques  ;  mais  les  services  qu  il  a  si 
libéralement  rendus  à  ce  journal,  pendant  quatre  années, 
sont  garants  de  l'intérêt  qu'il  continuera  à  lui  porter. 

A  partir  du  Ier  janvier  prochain,  M.  Bourget  aura 
pour  successeur,  dans  la  rédaction  des  Nouvelles  An- 
nales, M.  Charles  Brisse,  ancien  élève  de  l'Ecole  Poly- 
technique, agrégé  de  l'Université.  Le  nom  de  mon  nou- 
veau collaborateur  est  assez  connu  pour  que  je  puisse  me 
dispenser  de  parler  du  prix  que  j'attache  à  sa  collabo- 
ration. G. 


Ann.  de.  Maih.cm.at.,  i*  série,  t.  X.  'Décembre   1871  3o 
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i/x'  </.<■- 
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,  ,  ,     ,  2As(a'-t-&')        3A5a'^ 

de  masse  s  exprime  par  la  formule  e  = * • 

r'  r'- 
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